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Leccion 2. Conceptos algebraicos

Marcos Bujosa

20 de agosto de 2025

Resumen

Hoy veremos conceptos algebraicos usados en la modelizacion ARIMA de series temporales.
» (slides) — (html) — (pdf) — (mybinder)

 implementacion series formales: (slides) — (html) — (mybinder)

1. Secuencias o sucesiones de niimeros
1.1. El espacio vectorial de las secuencias infinitas (RZ, +, )
Consideremos el conjunto R% de secuencias infinitas de nimeros reales
x = (..., x_9, T_1, 0, T1, T2,...) = (x|t €ED)
Estas secuencias se pueden sumar o multiplicar por escalares. Si x,y € RZ y a € R:
r+y=(ri+uy|teZ)

a-x=(a -z |t E€L)

El conjunto R” junto con la suma elemento a elemento (+) y el producto por escalares (-) constituye
un espacio vectorial.

1.1.1. Notacion mediante funciones generatrices
Como estas secuencias son infinitas (en ambas direcciones), no hay un primer elemento.

Por eso anadimos subindices que indiquen la posicién de los elementos en la secuencia.

r = (, r_9, T_1, Tg, T1, .1‘2,...) = (.T}t ‘ tc Z)

Pero al escribir una secuencia concreta
a=(..,0,1,4,9, 2 0,...)

no hay una indicacién de la posicién absoluta de los elementos (notaciéon poco precisa).
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Las funciones generatrices resuelven esta imprecisiéon. En ellas, los elementos se separan
con el simbolo “+” y la posicién es indicada como potencia del simbolo “z”.

a(z) = 40224127 44204924222 4023 + - -+
Asi podemos denotar la secuencia & de manera muy compacta del siguiente modo
o0
ZB(Z) = Z IL’tZt.
t=—o0

Noétese que esta expresion no es una suma; solo es un modo de expresar una secuencia. Dicha
expresion se denomina funcion generatriz.

La sucesién 0 =>7° _ 02! se denomina sucesién nula.

—00

Ademds, denotaremos con 1 la secuencia constante uno: (...,1,1,1,...) = 3,5 12"

1.1.2. Caracteristicas de algunas secuencias
En una sucesién a no nula llamamos:

Grado al menor indice entero que verifica la propiedad:
Jj > grado(a) = a; = 0.

Diremos que el grado de 0 es menos infinito (grado(0) = —o0).

Cogrado al mayor indice entero que verifica la propiedad:
J < cogrado(a) = a; = 0.
Diremos que el cogrado de 0 es infinito (cogrado(0) = oo).
Una sucesién a es:
Absolutamente sumable (/1) si Y22 |a;| < oo (véase Cor. 13)
De cuadrado sumable (/%) si >9° _ a? < oo

Una sucesién absolutamente sumable siempre es de cuadrado sumable, £* C ¢2. (Prop. 14)

1.1.3. Algunos subespacios vectoriales de (RZ,+,)

Los siguientes tipos de subconjuntos de secuencias (con la suma y producto por escalares indi-
cados més arriba) resultan ser subespacios vectoriales de RZ .

Secuencias con final aquellas con grado (a partir de cierto indice son cero).

P
a(z)= (..., ap—3, ap—2, ap—1, ap, 0, 0, 0,...) = Z a2 pEZ

t=—00



Secuencias con principio tienen cogrado (antes de cierto indice son cero).
o
t.
a(z)=1(..., 0,0, 0, ag, axs1, Qkr2, Axi3,--.) = Zatz : kel
t=k
Series formales aquellas con cogrado > 0.

a(z)=(..., 0, 0, 0, ag, a1, az, as,...) :Zatzt; k>0
t=k

Los polinomios son series formales con grado finito: >0, a2t k> 0.

2

» Por ejemplo ag + a1z + azz” es un polinomio de grado 2.

2. Producto convolucion

Sean a y b sucesiones con principio (con cogrado). Su producto convolucién es la sucesién cuyo
elemento t-ésimo es:
(axb) = Z arbg; r,s,t €7
r+s=t

El cogrado de a * b es la suma de los respectivos cogrados. (Prop. 15)
La convolucion también estd definida entre sucesiones:

= con final (con grado); y el grado es la suma de los respectivos grados. (Prop. 16)

» absolutamente sumables (/1). 3" |ay| < oo (Prop 17)
teZ

3. Anillos conmutativos y cuerpos

3.1. Anillos conmutativos

Un anillo conmutativo es un conjunto S equipado con dos operaciones binarias, la suma + y
el producto * que satisfacen tres conjuntos de axiomas (todos familiares).

En cuanto a la suma

» (@a+b)+c=a+ (b+c) paratodo a,b,cenS (i.e. + es asociativa).
= a+b=>b+a paratodoa,benS$S (i.e. + es conmutativa).

= Existe un elemento 0 tal que a + 0 = a para todo a € S.

» Para cada a € S existe —a € S tal que a + (—a) = 0.

En cuanto al producto

» (axb)xc=ax*(bxc) para todo a,b,cen S (i.e. * es asociativo).

»m axb=>bxa paratodoa,benS$S (i.e. * es conmutativo).


https://en.wikipedia.org/wiki/Formal_power_series

= Existe un elemento 1 tal que a * 1 = a para todo a € S.

El elemento 1 es la secuencia cuyos elementos son cero excepto un 1 en la posicién cero:
1 =12 = (...,0,0,[1],0,0,...)

El producto es distributivo respecto de la suma: Para todo a,b,c en S
max(b+c)=(axb)+ (axc)
» (b+c)xa=(bxa)+ (c*xa)

3.2. Cuerpos
Un cuerpo es un anillo conmutativo que adicionalmente satisface:
» Para cada a € S no nulo (a # 0), existe b € S tal que a *b = 1.

(Todo elemento no nulo del conjunto tiene una inversa en dicho conjunto)

Entonces se dice que b es el inverso de a; y que a es el inverso de b.

4. Clasificaciéon de subconjuntos de sucesiones

Son anillos el conjunto de series formales (cogrado > 0), polinomios y ¢! (Prop 18).
(En estos conjuntos las operaciones funcionan tal y como estd acostumbrado).

Pero estas sucesiones o no tienen inversa; o son sucesiones de otro tipo (p.e. las inversas de
polinomios no son polinomios en general).

Son cuerpos el conjunto de secuencias con principio (cuerpo de fracciones de series formales:
Prop 19), (cuerpo de fracciones de series formales: Prop 19), las secuencias con final (la demo
es similar) y las fracciones de polinomios.

Con a™> = 1 denotamos la inversa de a con principio (con cogrado).

Con a*~ = «1 denotamos la inversa de a con final (con grado).
Cuando una de estas dos inversas es una secuencia absolutamente sumable, dicha inversa se

denota habitualmente con a1 =

5. Inversas

5.1. Inversas de secuencias con principio
Supongamos que a # 0 y que k = cogrado(a). Definimos b del siguiente modo:
0 sij<—k
bj =1 a sij=—k
— —1 . .
a—; NI brajig—,  sij>—k
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Por construccién, cogrado(b) = —k y en consecuencia (a*b); = 0si j < 0. Obviamente, (axb)g = 1;
y ademas (a *b); =0sij > 0.

Es asi ya que

i—k
(axb); = Z a,by Z aj—rby
r4+s=j r=—
j—k—1
= Z aj—rbr + agbj_
r=—k
j—k-1 j k—1
_Za’j b +ak( Zba‘j k+kr
r=—k r=—k
j—k—1 j—k—1
= Z aj_rby — Z braj_r =0
r=—k r=—=k
Ejemplo: Para el polinomio 1 — az
0 sij<O0
(1 —az)™" = inversa con principio de (1 —az)=4¢1 sij=0
ad sij>0

es decir (...,0, , a, a®, a®,...) = > 520 a’z7;  (donde la posicién j = 0 estd recuadrada).

Comprobacién:
(1—az) Z:ozjzJ = Za]z] - azZa]zJ
= = =
— Z al2 — Z al 2
=a%2% + Z — aj

=120+ Z 02/ = 1.
j=1
5.2. Inversas de secuencias con final

Supongamos que a # 0 y que p = grado(a). Definimos b del siguiente modo:

0 sij>—p
b; = é sij=—p = grado(b) = —p

1 ——p ' ..
o 2r=j—10r@jtpr S1J < —p

Ejemplo: Para el polinomio 1 — az



0 sij>-1

(1 —az)® = inversa con final de (1 — az) = —71 sij=-1
1 .. .
o sig<-1
. -1 -1 -1 ~1 i
es decir (..., =5, -z, - ,@, R oo —a 2.
Comprobacion:
~1 ~1 ~1
(1—az) Z —alZ = Z —a’2 + (—az) Z —a’ 2’
j=—oo j=—o0 j=—o0
-1 0
= > —dd+ )
j=—o00 j=—00
—1 —1
= Z —a’z) + Z a’z? + a%2"
j=—oo j=—oo

-1
= Z (aj—aj)zj—i—lzo =1

j=—o0
Si definimos la funcién reverso entre secuencias R : RZ — RZ tal que R(a;) = a_;:

R(a(2)) = a(7")

se puede demostrar que para toda secuencia con final a
a*” = R((R(a)) ™).

5.3. Inversas de polinomios
Todo polinomio
por tener cogrado tiene una inversa con cogrado (con principio)

por tener grado tiene una inversa con grado (con final)

Para el polinomio 1 — az estas inversas son:
0 . .

(I1—az)™=>dz = (...,0, , a, a®, a>,...)
5=0

—1
« _ i — -1 -1 -1
(1—@2) - E —alz! - ("'aa737 a0 a 7)
j==o0
Es evidente que si |a| # 1 una de las inversas est4 en ¢! y la otra no.
Pero si |a] = 1 ninguna de las inversas pertenece a ¢! (hay infinitos unos).

Implementacién en Python

Ademas, por el Teorema fundamental del Algebra también sabemos que:
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Todo polinomio univariante no nulo con coeficientes reales puede factorizarse como

CoPpy®- kP,

donde c es un nimero real y cada p; es un polinomio ménico (i.e., el coeficiente de 2°
es 1) de grado a lo sumo dos con coeficientes reales. Mds atin, se puede suponer que los
factores de grado dos no tienen ninguna raiz real.

Podemos factorizar un polinomio a sin raices de médulo 1 como
a=bxc
= donde b es un polinomio con las raices de médulo menor que 1 y

= donde c es un polinomio con las raices de médulo mayor que 1

Como tanto los polinomios a, b y ¢ como las inversas b*~ y ¢ pertenecen al anillo ¢!,
ax (b xc )= (bxc)x (b xc")=bxb¥ xcxc " =1x1=1.

La secuencia (b*™ xc™™) es la inversa de a en /1.

En general, dicha inversa no tiene grado ni cogrado finitos y se denota con a™! =

(es la inversa que aparece en los libros de series temporales)

Q=

Evidentemente dicha inversa no existe si a tiene alguna raiz de médulo 1.

En los manuales de series temporales se dice que un polinomio a es invertible si

(la inversa con principio) @™ = a™! (la inversa absolutamente sumable).

(v solo es posible si sus raices estan fuera del circulo unidad).

Hay infinitas inversas. Si una secuencia tiene dos inversas, entonces tiene infinitas.

Sean a, b y d secuencias tales que axb=1 y axd=1; y sean [y § dos escalares tales que
B+ 6 = 1. Entonces

ax (Bb+dd) =pPlaxb)+dlaxd)=p1+d1=(B+d)l=1
Asi, para cualesquiera (3 y ¢ tales que 5+ 6 = 1, sabemos que (8b + dd) es otra inversa de a.

5.4. Cuerpo de fracciones de polinomios

El cuerpo de fracciones de polinomios

{p*q~ | py g son polinomios y g # 0} ;

es un subcuerpo del cuerpo de las sucesiones con principio (i.e., con cogrado finito)



Toda fraccion de sucesiones con grado y cogrado (con principio y final) pertenece al cuerpo de
fracciones de polinomios, pues toda sucesién con grado —k y cogrado es de la forma p * (2%)™
donde p es un polinomio.

)

Cuando las raices del polinomio q estén fuera del circulo unidad (i.e., g~ = g~!) es habitual

denotar la secuencia p *x ¢—> asi %

(2)

(Pxq")(2) = 2

=

[~
—~

Este conjunto de sucesiones es uno de los pilares en la modelizacién ARIMA.

6. Operador retardo B y secuencias sumables.

Es habitual usar el operador retardo B:

Bxy =x4-1, parateZ.

Aplicando el operador B repetidamente tenemos

kat =uxy_y, parat,z¢eZ.

Asi, si la secuencia x(2) = Y72 x;2% es sumable, entonces la expresién

o0

x(B)= Y =B = -tz otz atatat

t=—o0
tiene sentido como suma.
6.1. Polinomios y secuencias en el operador retardo a(B) actuando sobre se-
cuencias
Asi, para el polinomio a(z) = ag + a1z + a2z? + azz?, y la secuencia y, tenemos
a(B)yt = (CLO + a1B + GQBQ + agB3)yt

= agyr + a1Bly; + a2B%y; + a3By,
= agyt + a1Ys—1 + a2yt—2 + asyr—3

- Zi:o Grlft—r

= (ax*y):
Y en general, si a e y son secuencias sumables, entonces
aB)yy=(---+ a_oB 2 +a_1B ' +ag+aB+aB?+--- VYt

ot a oYy a1yl + aoyr + a1y—1 + a2yp—2 + - - -
= (axy)



6.2. El operador retardo y el producto convolucién de una secuencia x por z

Del mismo modo que denotamos con 1 la secuencia

1=(..,0,0,[1],0,0,...) = 12°

denotamos con z la secuencia

z=1(...,0,0,[0],1,0,...) = 12
y con 27! la secuencia
271 =(...,0,1,[0],0,0,...) = 127L.

Evidentemente
2 =zxz= (...,0,0,@,0,1,...) =122

De ese modo
x* 2k = thzt““ = Bz | t € 7).
teZ

7. Convolucion de una serie formal con el "reverso"de otra

Por 1dltimo, si a y b son series sumables; y recordando que la funcién reverso entre secuencias
R :RZ — RZ es tal que R(b;) = b_j, es decir:

R(b(z)) =b(7");
donde R(b) es sumable por serlo b. Tenemos que a(z) * b(z71) es la siguiente secuencia sumable:
a(2) xb(z7Y) =(ap2® + a1zt +ag2? 4+ - ) (- + bz + b1zt 4 bp2Y)

(...,Zaj+2bj, Zaj_lbj, ZjEZ ajbj s Zaj+1bj, Zaj+2bj,...)

JEZ JEL JEZ JEL

(Zaj+kbj | k EZ).

JEZ

Por tanto:

(alz) xb(="1) = ajiaby. (1)

JEZ
8. Resultados preliminares sobre series sumables

Los manuales de series temporales que conozco no presentan un tratamiento sistematico de
las secuencias de nimeros; pese a ser una herramienta fundamental en la modelizacién ARIMA.
Esta seccion tiene por objeto servir de referencia donde encontrar la demostraciéon de un conjunto
de resultados que, sin aportar una demostracién formal, son empleados en los manuales de series
temporales.
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8.1. Introduccién y motivacion del enfoque elegido

En el capitulo primero de Mathematics for the Physical Sciences, Laurent Schwartz ofrece una
introduccién al concepto de serie sumable que se aleja del tratamiento habitualmente encontrado
en cursos introductorios de célculo o andlisis.

Lo usual es interpretar las series como sumas ordenadas

La mayoria de manuales presentan una serie infinita como una suma ordenada:

o'} N
5= fim, 3o
n=1 n=1

donde los términos estan indexados por los niimeros naturales y se suman uno tras otro. El foco
estéd puesto en la convergencia del limite de las sumas parciales, es decir, en el ordenamiento natural
de los términos; de manera que lo que se hace es considerar la sucesién de sumas parciales:

N
SN = Z U,
n=1

y se dice que la serie converge a S si
lim Sy =65.
N—oo

Como el conjunto de indices N es ordenado, tiene sentido ir sumando los términos “uno tras otro”.

La propuesta de Schwartz: independencia del orden

Lo que propone Schwartz es una generalizacion del concepto de suma infinita: considera familias
de ntimeros indexadas por cualquier conjunto (no necesariamente los naturales), y define la suma
de cada familia como un limite uniforme sobre los subconjuntos finitos. Veamos cémo.

Consideremos que el conjunto de indices, en lugar de ser N, es un conjunto arbitrario I sin un
orden natural. En este contexto surge la cuestion de cémo sumar cuando ya no se pueden recorrer
los elementos uno por uno (pues no hay un orden para hacerlo). Schwartz lo logra definiendo la
suma como un limite sobre subconjuntos finitos de I. Es decir:

= Considera todos los subconjuntos finitos K C I.
» Para cada uno de ellos, calcula la suma finita Sk = > ;¢ u;.

» Y dice que la familia {u; | i € I} es sumable con suma S si existe un subconjunto finito K que
contiene los elementos necesarios de I para que Sk esté proximo a S dentro de un margen
arbitrario € > 0.

Para formalizar esta idea, se introduce el concepto de limite uniforme sobre subconjuntos finitos,
que significa lo siguiente:

Para todo € > 0, existe un subconjunto finito J C I tal que para todo subconjunto
finito K D J, se cumple:

Zui—S < e.

€K

11



Intuicion: Existe un subconjunto finito de indices J C I tal que, una vez sumados los elementos
correspondientes a J, la suma parcial ya se encuentra suficientemente cerca del valor total S. A
partir de ese punto, cualquier conjunto K que contenga a J (y sea también finito) produce una
suma cuya distancia al valor limite S es inferior a €.

Este limite se denomina uniforme porque el mismo J sirve para todos los K que lo contienen.
Es decir, no se trata de una convergencia punto a punto como en secuencias, sino de una condicién
uniforme sobre un universo mas grande (todos los subconjuntos finitos que contienen J). Esto
recuerda a la convergencia uniforme en analisis, donde no basta con que la funcién converja punto
a punto, sino que se quiere un control simultdneo sobre toda una familia.

Por tanto, cuando decimos que la suma de una familia {u; | i € I} es el limite uniforme sobre
los subconjuntos finitos, estamos diciendo que:

= No importa el orden de los indices.
= No se necesita un indice numerable.

= Lo que importa es que se puede aproxzimar el valor total S usando cualquier subconjunto finito
suficientemente grande.

El enfoque de Schwartz, aunque mas abstracto, nos permite considerar estructuras matema-
ticas flexibles aplicables en contextos donde la nocién de suma debe extenderse mas alla de lo
habitual, como los procesos ARIMA (no estacionarios). Por ello, he preferido presentar este enfoque
en lugar del tradicional.

El contenido de la siguiente subseccion esta sacado integramente del capitulo 1 del libro de
Laurent Schwartz Mathematics for the Physical Sciences , y demuestra una serie de resultados que
son necesarios en la exposicién de esta leccién.

8.2. Series sumables

La idea de sumabilidad es una extensiéon de la idea de convergencia absoluta al caso en que los
términos de la serie dependen de un conjunto cualquiera de indices, y por tanto los términos de
la serie no estan ordenados. Los términos de la serie pueden ser ntimeros reales o complejos; por
simplicidad, se supondran reales.

Definicién 1 (Serie sumable). Si I es un conjunto de indices cualquiera, y {u; | i € I} es una
familia de nimeros complejos definida por el conjunto de indices I, se dice que la serie ) ;cru; es
sumable y su suma es S, y se escribe:

Z U; = S (2)

el
si, cualquiera que sea € > 0, existe un subconjunto finito de indices J C I tal que, para todo
subconjunto finito de indices K C J se tiene:

|S — Sk| <e (3)
SKZ ZUZ (4)

11316
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Nota Cualquiera que sea el conjunto de indices I, si todos los u; son nulos, Y ;- u; es sumable
y la suma S es nula.

8.2.1. Propiedades de las series sumables

Proposicién 2 (Unicidad de la suma). Si > ,c;ui =Sy > eyui =5, entonces S = 5.

Demostracion. Para cualquier € > 0 existe J; C I tal que K D J; implica |S — Sk| < e y también
Jo C I tal que K D Js implica |S' — Sk | < . Entonces, si K = J; U J,, tenemos tanto |S — Sk| < e
como |S" — Sk| <e. Asi, |S — 5’| < 2¢y, como ¢ es arbitrario, se concluye que S = 5’ O

Proposiciéon 3. 57 ) ,c;u; y > ;e v; son dos series sumables, cuyas sumas son S y T respectiva-
mente, entonces la serie Y ;cr(Au; + pv;), donde X y p son constantes, es sumable y tiene por suma
AS + T

Demostracion. Para cualquier € > 0, existe un conjunto finito de indices J; C [ tal que, para
cualquier conjunto finito de indices K1 D Jq,

_c
(Al [ul)

También existe un conjunto finito de indices Jo C [ tal que, para cualquier conjunto finito de
indices Ko D Js,

|S_SK1’ <

€
A\ e ——_—
=7 (A [ul)
Se deduce que, para cualquier conjunto finito de indices K O J1 U Ja,
|Ale |ple
S —ASK| € 12y e <
(AT 1) (IA]+ Lu])
y por lo tanto |[(AS + pT) — (ASk + uTk)| < e. O

Proposicién 4 (Series de términos positivos). Si todos los u; > 0, entonces
>
el

es sumable si y solo si todas las sumas parciales Sk, correspondientes a subconjuntos finitos K de
I, estdn acotadas por un nimero fijo M > 0; en este caso*

Zui: sup (Sk).

Demostracion. Comenzamos asumiendo que la serie es sumable. Entonces, para e = 1, por ejemplo,
corresponde un subconjunto finito J C I tal que, para todo K D J finito,

Sk <5+ 1.

Lsup significa supremo o cota superior minima. inf significa infimo o cota inferior méxima.
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Si K es cualquier conjunto finito de indices, entonces poniendo K7 = J U K, tenemos
Sk < Sk, <S+1

de modo que todas las sumas Sk estan acotadas. Reciprocamente, supongamos que todos los Sk
estan acotados por B como su supremo. Entonces, para cualquier ¢ > 0, existe un subconjunto
finito J C I tal que

B—¢ < S J < B.

Para todo K D J finito,
B—¢ < SK < B’

de modo que ) ;c; u; es sumable con suma B. O

Teorema 5 (Criterio de Cauchy). > ,c;u; es sumable si y solo si los u; satisfacen el criterio de
Cauchy:

Para cualquier € > 0 existe un subconjunto finito J C I tal que, para cualquier subcon-
junto finito de indices K disjunto de J,? se tiene |Sk| < e.
Teorema 6 (Consecuencia del criterio de Cauchy). Si la serie Y ",c;u; es sumable, entonces toda

serie parcial
> ui
ieJ
donde J es cualquier subconjunto de I, es sumable.

Si J es un subconjunto finito de I tal que, para cada conjunto finito K D J,
|S — Sk| <e,
entonces la misma desigualdad es valida para cualquier K infinito tal que K D J.
SiJi, Ja, ..., Jn C I son subconjuntos mutuamente disjuntos y st J = J1UJoU---UJ,, entonces
S;=8n,+S5,+--+S5y,

stempre que uno de los dos lados tenga sentido.
Teorema 7 (Corolario al criterio de Cauchy). Para que Y ;c;u; sea sumable es necesario y sufi-
ciente que Y ;1 |ui| sea sumable; ademds,

Su

il

<D fual. (5)

il

Si Y e Vi es una serie sumable de términos positivos y si
il < i,
entonces la serie Y ;o u; es sumable y

S

iel

< sz‘- (6)

icl

2Es decir, tal que K N J = 2.

14



Demostracion de los Teoremas 5, 6 y 7.

1. El criterio de Cauchy se satisface si ) ;c;u; es sumable. Para cualquier ¢ > 0 existe un
conjunto finito J C I tal que si K es finito y no tiene ningtin elemento en comin con J,
entonces

157 = 5] < y Sk =5 <

)

| ™
| ™

y por lo tanto
|Sjux — Syl <e.

Sin embargo,
Sjuk — Sy =Sk

asi que
|Sk| <e.

2. Si el criterio de Cauchy es satisfecho por una serie, entonces es evidente a fortiori que es
satisfecho por cualquier serie parcial. En particular, esto incluye las series parciales formadas
por los u; > 0 o las series parciales formadas por los u; < 0.

3. Una serie de términos > 0 (o de términos < 0) es sumable si satisface el criterio de Cauchy.
De hecho, se puede ver de inmediato que sus sumas parciales estan acotadas y la sumabilidad
entonces se deduce del Teorema 3.

Combinando 2 y 3, se sigue inmediatamente que si una serie satisface el criterio de Cauchy,
entonces la serie de sus términos positivos y la serie de sus términos < 0 son ambas sumables.
Definamos, para cualquier niimero real z,

2t =2 siz>0, 2t =0 siz <0,
T =—x siz <0, x =0 siz >0,
asi que
zt >0, = >0, r=xt -2, lz| =2t + 2.

Entonces, los resultados recién obtenidos pueden expresarse diciendo que, si ) ;- u; satisface
el criterio de Cauchy, > ;cr uf Y 2 icr 4; son ambas sumables. Se sigue por la Proposicién 3
que su diferencia ) ;. u; es sumable. Junto con 1., esto prueba el Teorema 5. También se
sigue que la suma ;s |u;| es sumable y que la desigualdad (5) se satisface.

Reciprocamente, si ), |u;| es sumable, entonces las sumas parciales estan acotadas y por lo
tanto ;e ui, e u; v su diferencia 3. u; son sumables, lo cual prueba la primera parte
del Teorema 7; la segunda parte es entonces obvia, pues si ) ;-;v; es sumable, sus sumas
parciales estan acotadas y por lo tanto, a fortiori, también las de ;< u;. La desigualdad (6)
se deduce entonces de (5).

4. Aun queda por demostrar el Teorema 6. Si la serie ) ;; u; es sumable, satisface el criterio de
Cauchy vy, a fortiori, las series parciales también lo hacen (ver 2.) y son por tanto sumables.
Sea J un conjunto de indices tal que, para cada K; O J finito,

|S — Sk,| <e.
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Entonces, si K es un conjunto infinito de indices que contiene a J, existe para cualquier n > 0
un conjunto finito de indices K7 tal que J C K7 C K, tal que

1Sk — Sk, | <
definicién de sumabilidad de Y. 7 u;). Entonces
€K
Sk — Sk, | <, S — Sk, | <,

y por lo tanto
IS — Sk| <e+n.

Asi, como 1 es arbitrario,
S —Sk|<e

(con K infinito).

Finalmente, la parte del Teorema 6 que trata con una descomposicién
J=JiuJyuU...UJ,

es ahora obvia.

Nota. Sea k un elemento de I tal que k ¢ J. Aplicando el criterio de Cauchy al conjunto
K = {k}, tenemos | S| = |ux| < e. Por lo tanto:

Si ) i1 ui es sumable, entonces para cualquier € > 0 existe un subconjunto finito J de
I tal que, para cada k & J, |ug| < €.

Esto puede expresarse diciendo que:

Si Y icrui es sumable, el término general u; tiende a cero. Esta idea es, por tanto,
independiente del orden de los términos.

O]

Teorema 8. Si J, (n=0,1,2,...) es una sucesion de subconjuntos finitos o infinitos de I tal que,
para cualquier subconjunto finito J C I, el subconjunto J, contiene a J para todo n suficientemente

grande, y st
> ui
el

es sumable con suma S, entonces Sy, converge a S cuando n — oco.

Demostracion. Para cualquier € > 0, existe un subconjunto finito J C I tal que, para todo subcon-
junto finito o infinito K D J,
‘S - S K‘ <e.

Por hipoétesis, existe un ntimero ng tal que para n > ng, J, contiene a J. Asi, para n > ny,

|S—5Jn|§€.
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Teorema 9 (Sumabilidad y convergencia absoluta). Si el conjunto de indices I es el conjunto N
de los enteros positivos y el cero, entonces la serie ) ;- u; es sumable si y solo si es absolutamente
convergente, y la suma tal como se define en la teoria de series sumables es idéntica a la suma tal
como se define en la teoria de series convergentes.

Demostracion. Supongamos que Y ;cru; es sumable. Entonces » ;. |u;| también es sumable. De-
notando por J, el subconjunto de enteros 0,1,2,...,n, el Teorema 8 aplicado a ), |u;| muestra
que los nimeros

Z ||

0<v<n
tienden a un limite cuando n — oo, de modo que la serie es absolutamente convergente.

El mismo Teorema 8 aplicado a ;< u; da

lim S;, =9,

n—oo

mostrando que las sumas tal como se definen en las dos teorias son las mismas. (S, denota la suma
en la teoria de series convergentes.)

Reciprocamente, supongamos que la serie es absolutamente convergente. Entonces las sumas

parciales
Z ||
0<v<n

estan acotadas, y se sigue inmediatamente que todas las sumas parciales Sy (con J C I finito)
relativas a la serie Y ;c;|u;| estdn acotadas. Asi, la serie Y ,c;|u;| es sumable y se deduce que
> ic1 Ui es sumable. O

Teorema 10 (Suma por paquetes o asociatividad). Supongamos que el conjunto de indices I es la
union de una familia de subconjuntos mutuamente disjuntos® I, (o€ A):

= IL.

ael

Entonces, si la serie Y u; es sumable, cada una de las series > u; es sumable, con suma o, la
i€l 1€la
serie Y. 0o es sumable y
acA

Su=Y =¥ (Tu

el a€cA acA \i€l,

Demostracion. Por el Teorema 6, cada serie > u; es sumable. Dado que > u; es sumable, existe,
i€ly el

para cualquier € > 0, un conjunto finito de indices J C I tal que para cualquier conjunto finito o

infinito de indices K que contenga a .J,

|S — Sk| <e.

3Esto también puede expresarse del siguiente modo: I, N Is = () siempre que o # f.
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Sea B el subconjunto finito de A que consiste en todos los indices o € A tales que I, NJ # (.
Entonces, para cualquier subconjunto finito C' de A que contenga a B, |J I, es un subconjunto

acC
K de I que contiene a J. Por lo tanto,

S — Z u;| < €.
ie |J Ia

aeC
Sin embargo, por la ultima parte del Teorema 6, dado que C es finito,

Y w=Y o

ieUaECIa agd

Por lo tanto,

<e

‘S—ZUQ

aeC

de modo que Y o0, es sumable con la suma S.
acA

O]

Nota El reciproco no es cierto. Puede ocurrir que cada serie ) ;-; u; sea sumable con suma
Tar ¥ D aca Oa sea sumable pero ) ;.;u; no sea sumable. En este caso, si B es otro conjunto de
indices y {13 | B € B} otra particién de I en subconjuntos, ninguno de los cuales tiene un elemento

comiin, es posible que ambas expresiones

2o 2 uifs | 2w

acA \i€l, BeEB \i€lg

estén definidan pero no sean iguales.

Ejemplo. A es el conjunto de los enteros n > 0. Para cada o = n, I, consta de dos elementos,
ny —n (excepto para n = 0 donde solo hay un elemento). I = |J I, es, por lo tanto, el conjunto de

o)
todos los enteros positivos y negativos. Para cada entero ¢ € I, sea u; = . Entonces );.; u; no es

sumable ya que

D ui=0+1+2+-- =+oo.
i>0
Pero
Zuiza—a:():aa.
1€,
Por lo tanto,
S ow= Y 0-0
a€cA acA
Cada serie ) wu; es, por consiguiente, sumable con suma 0; de ahi que > 04 = > ,c40 = 0 sea
i€l aEA
sumable aunque > u; no lo sea.
el
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Teorema 11 (Caso particular en el que el reciproco del Teorema 10 es valido). Si todos los u; > 0
y si acordamos designar +0o como la suma de una serie divergente de términos > 0, entonces
siempre es cierto que

doui=y [ Duwil,
icl €A \i€l,

siendo el valor de ambos lados finito o +o0.

Demostracion. Lo siguiente es el reciproco parcial al Teorema 10: si u; > 0, > ;< u; es sumable con
suma o, y si Y, 4 0, es sumable, entonces ) ;c; u; es sumable. Para ello, sea o, = 3 ;1 u;. Po-
niendo ), .4 0, = 0, toda suma finita ) - 0, estd acotada superiormente por o. Sea J cualquier
subconjunto finito de I, y C' el conjunto (finito) de elementos = de A tales que I, N J # (. Dado
que C es finito, la Ultima parte del Teorema 6 da

Z U; = Z Og.
ZAEUaceC Ie wed

Pero S; < EieU 1 U Y Dpec 0z < 0, de modo que S; < 0. Asi, todas las sumas S; estdn
zeC T

acotadas superiormente por o y, por la Proposicién 4, >,.; u; es sumable. O

Corolario 12 (de Teorema 10). Si las series
doui Yy Qv
icl jed
son sumables, con las sumas respectivas U y V', entonces la serie producto
>, i
(3,5)eIxJ

es sumable con la suma

W =UV.

Demostracion. Ya que la suma por paquetes da

Z Uﬂ)jzz Zuwj :Z uinj :Z(UlV):VZUZ:VU,

(3,5)eIxJ iel \jeJ il jeJ iel iel
lo cual muestra que si la suma por paquetes puede realizarse, entonces la serie > u;v; tiene
(i,5)€lxJ
de hecho la suma UV'. Pero para que la suma por paquetes sea legitima, primero es necesario saber
que la serie > wu;v; es sumable.
(i,5)eIxJ

No obstante, el teorema es verdadero cuando todos los u; y v; son > 0, ya que la suma por
paquetes es entonces siempre legitima, por el Teorema 11. Si los u; y v; pueden tomar cualquier
signo, es necesario considerar |u;| y |v;|. Por el Teorema 7, - |u;| y > |v;| son sumables de modo

icl jedJ
que Y. |uvj| es sumable con la suma | > |u;| | | X |vs] ). Por lo tanto, Y>> w;v; también
(3,9)eIxJ = jeJ (3,5)EIxJ
es sumable.
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9. Demostraciones de algunos resultados sobre series en general

9.1. Sumabilidad y convergencia absoluta

El capitulo 1 del libro de Laurent Schwartz contempla el caso en que los indices son el conjunto de

enteros positivos N. Pero el resultado de la sumabilidad y convergencia absoluta se puede extender
al conjunto de enteros Z.
Corolario 13 (del Teorema 9). Si el conjunto de indices I es el conjunto Z de nimeros enteros,
entonces la serie ) ;o u; es sumable si y solo si es absolutamente convergente, y la suma tal como
se define en la teoria de series sumables es idéntica a la suma tal como se define en la teoria de
series convergentes.

Demostracion. La demostracion es exactamente igual a la del Teorema 9, pero aplicada a la suma
de dos series: una con los indices negativos y la otra con los indices mayores o iguales a cero, pues:

Zui:Zui + ZUZ

i€Z i<0 i>0
Ul

9.2. Relacién entre series absolutamente sumables y series de cuadrado sumable

Proposicién 14. Una sucesion absolutamente sumable siempre es de cuadrado sumable, (% C ¢2.

Demostracion. Como ) a; es sumable, también lo es >~  a;a;. Ahora bien, como Z x Z =
i€Z (i,4)EZXZ
(IxUI-),donde It = {(3,5) € ZXZ |t # j}y I= ={(i,j) € ZXZ | i = j} e [xNI— = (), sabemos que
son sumables > aajy Y a;aj. Pero esto tltimo es ;.5 a? y consiguientemente Y,y |a?|
(4,7)€lx (i.5)€l=
es sumable (Teorema 7). O

9.3. Convolucion de series con principio. Convoluciéon de series con final

Proposiciéon 15. Sean a y b sucesiones con principio (con cogrado). Su producto convolucion es
la sucesion cuyo elemento t-ésimo es:

(axb) = Z arbg; r,s,t€Z

r+s=t

Ademds, el cogrado de a b es la suma de los respectivos cogrados.
Demostracion. Si a o b son nulas, el resultado es trivial. Sean a y b dos sucesiones con principio y
sea 7y, = cogrado(a) y v, = cogrado(b).

1. El conjunto de indices [; = {(r,s) € ZXZ |r+s=7j y ajb; # 0} es finito pues

Lic{(r,s) €EZXZ|r+s=j y r>"%a S>>}
- {(7(17 ) + OL), (70, + 17 b +a— 1)7 ) (7a + «, ’Yb)}a
donde @ = j — v4 — V-

Por consiguiente, la suma > arbs estd definida para todo j.

r4s=j
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2. Sij < 7ya+7, entonces (axb); = 0, ya que en este caso r < 7 6 5 < Yp. Si j = v,+, entonces
(axb);j = ay,by, # 0.
[

Proposicién 16. Sean a y b sucesiones con final (con grado). Su producto convolucion es la
sucesion cuyo elemento t-ésimo es:

(axb) = Z a,bg; r,s,t €7
r+s=t

Ademas, el grado de a x b es la suma de los respectivos grados.

Demostracion. Similar a la de las sucesiones con principio O

9.4. Convolucién de series absolutamente sumables.

Proposicién 17. Sean a y b sucesiones de {*. Su producto convolucion

(axb), = Z arbs; r,s,t €7
r+s=t

estd bien definido, y es una la sucesion absolutamente sumable (es decir, a b € (*).

Demostracion. a,b € l; implica que Y. a;b; es sumable (Colorario 12). Por tanto, si definimos
(i,J)EZXZ
I, ={(z,y) € ZxZ|x+y=n} tenemos que

UIn:ZXZ ysin#n' entonces I,NI, =0.

neL

Por el Teorema 10:

Para todo n € Z Z aib; = Z a;b; es sumable,
(4,9)Eln itj=n

luego a * b estd definido. Y de nuevo por el Teorema 10 también es sumable

Z Z aibj = Z(a*b)n,

n€Z \(i,j)€ln nez

luego a x b € (. O

9.5. El conjunto de series absolutamente sumables es un anillo conmutativo.

Proposicién 18. La terna (¢*,+,%) es un anillo conmutativo.
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Demostracion. Sabemos que: por el Colorario 12 es sumable >, a;b;, por el Colorario 12

(4,§)ELXT
es sumable > a;bjcy, y por el Teorema 10 es sumable >~  a;bjc,. Si llamamos I, =
(4,4,k)ELXLXZ i+j+k=n

{(i,5,k)|i+j+k=n y i=r}tenemos que J I, ={(i,j,k) |i+j+k=n}yr#7 implica
r€Z
que I, N I, = 0, luego

Z aibrcs = Z Z aibjck = Z Z aibjck

i+r+s=n r€Z (i,5,k)EI, 1€Z j+k=n—1
= Z a; Z bjcy, = Z ai(c* €)p—i = [ax*(c*c)ly.
€2 j+k=n—i i€Z

De manera andloga se ve que Y. a;bycs = [(a * ¢) * ¢]j.
i+r+s=n

Ademés, por la Proposicién 3
Z aibj + Z a;c; = Z (aibj + aicj) = Z az(b + C)j.
+j=n i+j=n i+j=n i+j=n

El resto de propiedades son triviales. O

9.6. El conjunto de series con principio es un cuerpo

El conjunto de series con principio se denota con C((z))
Proposicién 19. El conjunto de series con principio C((z)) (con las operaciones suma y producto
convolucidn) tiene estructura de cuerpo (se denomina cuerpo de fracciones de series formales).

Demostracion.
1. Evidentemente (C((z)),+) es un grupo conmutativo.*

2. x es asociativa: ax (bxc) = (axb) xc

[ax(bxc)]; = Z ar(bxc)s = Z ar Z bicy

r4+s=j r4+s=j t+u=s
=Y Y abe= Y Y abe= Y abe,
r+s=j t+u=s r+s=j t+u=s r+tt+u=j

y andlogamente [(a * b) * c[; = >3, 1,1, arbicy.

3. x es distributiva respecto a +: a* (b+¢) =a*xb+ax*c

lax(b+c)]; = Z ar(b+c)s = Z arbs + arcs

r4+s=j r4+s=j
= Z aybs + Z arcs = (axb)j+ (a*xc);
r4+s=j r4s=j

4Véase Abelian group en Wikipedia.
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4. % es conmutativa: axb=bxa

(axb)j= > abs= Y bsa, =(bxa);

r4+s=j r4+s=j

5. * tiene elemento neutro: a1 =a
(ax1); = Z arls = a;lp + Z arls = a;
r+s=j r+s5=3js7#0
puesto que Vs # 0, 1, = 0.
6. Todo elemento no nulo tiene inverso en C((z)):
Supongamos que a # 0 y que k = cogrado(a). Definimos b del siguiente modo:
Para j < —k: b; =0
Para j = —Fk: b; =1

1

Para j > —k: b; = —ar 7n,_kb At fo—r
.. 1
by = {0 sig < _ki
sij=—-k— ak r__kb Qjygp—r SiJ>—k
Por construccién, cogrado(b) = —k y en consecuencia si j < 0, (a *b); = 0.

Obviamente también (a xb)g =1, y si j > 0O:

J+k j—k—1
(a*b)j: Zars—za'r] r—za] —rby = Z Qj— rbr +akb]k
r4+s=j r=—k r=—k
j—k—1 —k—1
Z aj— rbr —|— Z b rQj—ktk—r = =0
r=—k r=—k

Por consiguiente b es inverso de a.

9.7. El conjunto de fracciones de polinomios C(z) es un cuerpo

El cuerpo de fracciones de polinomios es, de todos los cuerpos K contenidos en C((2)), el menor
cuerpo® que contiene al anillo de los polinomios Cl[z].
Proposiciéon 20. Si R es un subanillo de (A,+,") tal que:

1. (A, +,-) es conmutativo y unitario.

® Aunque esta definicién no coincide con la usual, podemos ver que es equivalente utilizando el Colorario 4.6. del
Captulo IIT de Hungerford (1974); en el que se establece que si un cuerpo E contiene a un dominio de integridad R
entonces existe otro cuerpo F' isomorfo al cuerpo de fracciones de R de modo que R C F' C E. A partir de esto, como
en nuestra definicién no permite intercalar un cuerpo entre C[z] y C(z), necesariamente C(z) es isomorfo al cuerpo
de fracciones de los polinomios.
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2. R+ {0}.
3. Vg€ R—{0},3¢7! € A,

entonces el siguiente conjunto es el cuerpo de fracciones de R:

Krp={p-q¢'|pg€Ryq#0}.

Demostracion.

1.
2.

1 1

0e€ Kryle Kr Tomemos ¢ no nulo de R, entonces, 0 =0-¢" ", y1=¢q-q .

Sia,be Kr,entoncesa+be Krya-be Kg. Seaaz%ybzg,en‘conces,

r
a—i—b:g—i-;:p-q_l—l—r-s_l =p-qgtsstrstg gt =(p-s+r-q)-(¢g-s)" € K,

-1 -1

r _
S=peg s =) (g0 9) '€ Kp,

puesto que (p-s+7r-q) € Ry 0# (¢-s) € R. Ademas,
a-bh="r.
q

pues (p-7) € Ry 0# (¢-s) € R.

. Sia € Kg entonces —a € Kr. Ya que a = % = —a=(—p)-¢ ' donde -pc Ryq ! €R.

-1

. Sia#0¢€ Kgentonces a=' € Kg. Puestoque a =p-¢ ! =al=p ' - (¢g) =g p

donde ¢ € Ry p~' € R. Por lo tanto, hemos visto que K es un cuerpo.

. Si RC K C Ay K es un cuerpo, necesariamente K = Kg. Supongamos que a € K, entonces

existen py ¢ en R tales que a = p-q~!. Como K contiene a R y K es cuerpo, necesariamente
a=p-q '€ Kp.

O]

Corolario 21. El cuerpo de fracciones de polinomios

C(z) ={p*q~" | p y q son polinomios y q # 0} ;

es un subcuerpo del cuerpo de las series sucesiones con principio (i.e., con cogrado finito).
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