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Leccion 4. ACF, PACF y densidad espectral de modelos MA

Marcos Bujosa

20 de agosto de 2025

Resumen

Veremos tres funciones que describen las caracteristicas correspondientes a los momentos de
segundo orden de los procesos lineales: la funcién de autocorrelacién (ACF), la funcién de auto-
correlacién parcial (PACF) y la densidad espectral (estas tres funciones son transformaciones de
la funcién de autocovarianzas del proceso). Veremos la estructura de estas funciones en procesos
lineales genéricos y hoy lo particularizaremos a procesos de ruido blanco y procesos MA(q).
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Carga de algunos médulos de python y creaciéon de directorios auxiliares

# Para trabajar con los datos y dibujarlos necesitamos cargar algunos médulos de python
import numpy as np # linear algebra

import pandas as pd # data processing, CSV file I/0 (e.g. pd.read_csv)

import matplotlib as mpl

# definimos parametros para mejorar los graficos

mpl.rc('text', usetex=False)

import matplotlib.pyplot as plt # data visualization

= Directorio auxiliar para albergar las figuras de la leccién: para publicar la lecciéon como pdf o
pagina web, necesito los graficos como ficheros .png alojados algin directorio especifico:

imagenes_leccion = "./img/lecc04" # directorio para las imdgenes de la leccion
import os
os.makedirs(imagenes_leccion, exist_ok=True) # crea el directorio si no existe

Graficos para las ACF, PACF y densidades espectrales tedricas

# Médulos mecesarios

import statsmodels.api as sm

from statsmodels.tsa.arima_process import ArmaProcess
from scipy import signal

from scipy.signal import freqz

from numpy.polynomial import Polynomial

import math

La siguiente funcion que calcula la PACF a partir de la ACF resolviendo las ecuaciones de Yule-
Walker recursivamente con el algoritmo Levinson-Durbin; véase Pourahmadi, M. (2001, Capitulo
7) o Brockwell & Davis (1991, Capitulo 5)).
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def theoretical_pacf_from_acf (acf_vals):
Calcula la PACF teérica (para lags >= 0) de forma paramétrica usando el algoritmo de Durbin-Levinson.
Se asume que acf_vals es un array tal que acf_vals[0] corresponde a lag 0.

Retorna un array donde el coeficiente en la posicién k corresponde a la PACF en el lag k.
win

nlags = len(acf_vals)-1

# Matriz para almacenar los coeficientes (phi)

phi = np.zeros((nlags+1l, nlags+1))

# v guarda la varianza de error en cada paso

v = np.zeros(nlags+1)

pacf = np.zeros(nlags+1)

v[0] = acf_vals[0]

pacf[0] = 1.0 # Por convencién, PACF(0)=1.

for k in range(l, nlags+1):
if k ==
phi[1,1] = acf_vals[1] / acf_vals[0]
pacf[1] = phi[1,1]
v[1] = v[01*(1 - phil1,1]%*2)
else:
sum_val = 0.0
# Sumar phil[k-1,j]*acf _vals[k-j] para j=1,...,k-1.
for j in range(l, k):
sum_val += philk-1, j] * acf_vals[k - j]
philk, k] = (acf_vals[k] - sum_val) / v[k-1]
pacf[k] = philk, k]
for j in range(l, k):
philk, j1 = philk-1, j] - philk, k] * philk-1, k - jI
vlk] = v[k-1] * (1 - phil[k, k]**2)
return pacf # Incluye PACF en lag O con wvalor 1.

La siguiente funcién pinta las ACF, PACF y densidad espectral tedricas.

def plot_arma_parametric_diagnostics(ar_params=[1,], ma_params=[1,], sigma2=1, lags=20):
mmnn
Genera y retorna una figura con tres subgrdficas para un modelo ARMA:
- ACF teérica (omitiendo retardo 0)
- PACF tedrica paramétrica (calculada via el algoritmo de Durbin-Levinson, omitiendo retardo 0)
- Denstidad espectral tedrica

Parametros:
ar_params : array-like
Coeficientes del polinomio AR (incluye el 1 inicial).
ma_params : array-like
Coeficientes del polinomio MA (incluye el 1 inicial).
sigma2 : float
Varianza del rutido U.
lags : int, opcional
Ndamero de retardos considerados (por defecto 20).

Retorna:
fig : objeto matplotlibd. figure.Figure
mmnn
phi = Polynomial (ar_params, symbol='B')
theta = Polynomial (ma_params, symbol='B')
# Crear el proceso ARMA
arma_process = ArmaProcess(ar=phi.coef, ma=theta.coef)

# 1. Calcular la ACF tedrica
acf_theo = arma_process.acf (lags=lags)
lags_theo = np.arange(len(acf_theo))



# Omitir el retardo O para grdficos de ACF y PACF:
acf_plot = acf_theo[1:]
lags_plot = lags_theol[1:]

# 2. Calcular la PACF teérica de forma paramétrica a partir de la ACF
pacf_theo = theoretical_pacf_from_acf (acf_theo)

pacf_plot = pacf_theol[1:]

lags_pacf = np.arange(len(pacf_theo))[1:]

# 3. Calcular la densidad espectral tedérica usando freqz

w, h = freqz(theta.coef, phi.coef, worN=1024)

freq = w / (2 * np.pi) # Conversién de radianes/muestra a ciclos/muestra
spectrum = (sigma2 / (2 * np.pi)) * np.abs(h)**2

# 4. Graficar los tres subgraficos
fig, axs = plt.subplots(l, 3, figsize=(18, 3))

# ACF teédrica

axs[0] .stem(lags_plot, acf_plot, basefmt=" ")

axs[0] .axhline(0, color='black', lw=0.5, linestyle='--"')
axs[0] .set_xlabel('Retardo')

axs[0] .set_ylabel('ACF')

# PACF tedrica paramétrica

axs[1] .stem(lags_pacf, pacf_plot, basefmt=" ")

axs[1] .axhline(0, color='black', 1lw=0.5, linestyle='--"')
axs[1] .set_xlabel('Retardo')

axs[1] .set_ylabel ('PACF')

# Densidad espectral tedrica

axs[2] .plot(freq, spectrum)

axs[2] .axhline(0, color='black', lw=0.5, linestyle='--')
axs[2] .set_xlabel('Frecuencia')

axs[2] .set_ylabel('Densidad Espectral')

plt.tight_layout ()
plt.close(fig)
return fig

Breve explicacion de la anterior funciéon plot_arma_parametric_diagnostics:
1. La funcién recibe los parametros del modelo ARMA y el nimero de retardos.

2. Se calcula la ACF tedrica y a partir de ella la PACF con theoretical_pacf_from_acf; en
la grafica se omite el retardo cero.

3. La densidad espectral teérica S(w) se obtiene mediante la funcién freqz y la férmula
. .92
0_2 Z;I':O 9j6—127rw]

9 z:0¢ke—ﬂﬂwk

S(w)

Donde:
» 02 es la varianza del término de error (innovacién) del modelo.

» (0; |7 =0:q) son los coeficientes del polinomio de medias méviles (MA), de modo que
el polinomio MA es: 0(z) = ;’?:0 0; 2.

» (¢ | Kk =0:p) son los coeficientes del polinomio autorregresivo (AR), de modo que el
polinomio AR es: ¢(2) = S8 _, ¢y 2.



= Al evaluar estos polinomios en z = e 2™ se obtiene la respuesta en frecuencia del
modelo: .
—14TTW
}1(e—i2ww):: 9(6 )
¢(67i2ﬁw)

2

» El médulo al cuadrado de H(e~*2™) multiplicado por 7- es la densidad espectral.

Esta formula es fundamental porque permite conocer la distribucién de la varianza del proceso
a lo largo de las diferentes frecuencias, lo cual es clave para analizar las propiedades dindmicas
en modelos ARMA.

4. Se crean tres subgraficos, y se anade una linea horizontal en y=0 en cada uno (axhline).
5. Por ltimo, la funcién retorna el objeto figura.

Funcién que simula un modelo ARIMA y pinta la serie temporalm, las ACF, PACF y densidad
espectral estimadas con los datos simulados.

def plot_arma_analysis(ar_params=[1,], ma_params=[1,], sigma2=1, lags=20, n=400, seed=0):
lags=math.floor(n/2) if n/2 < lags else lags

phi = Polynomial(ar_params, symbol='B')
theta = Polynomial (ma_params, symbol='B')
arma_process = sm.tsa.ArmaProcess(phi.coef, theta.coef)

# Simulacion de la serie temporal
if seed:
np.random. seed(seed)
data = arma_process.generate_sample(nsample=n)

# Crear la figura
fig = plt.figure(figsize=(18, 7))

# Subgrafico de la serie temporal
axl = fig.add_subplot(2, 1, 1)
axl.plot(data, color='blue')
axl.set_xlabel('t')

# Crear una fila de 3 subgrdaficos para ACF, PACF y periodograma

ax2 = fig.add_subplot(2, 3, 4) # Fila 2, Columna 1

sm.graphics.tsa.plot_acf(data, lags=lags, ax=ax2, title='ACF Estimada', zero=False, auto_ylims=True)
ax2.set_xlabel('Retardo')

ax3 = fig.add_subplot(2, 3, 5) # Fila 2, Columna 2
sm.graphics.tsa.plot_pacf(data, lags=lags, ax=ax3, title='PACF Estimada', zero=False, auto_ylims=True)
ax3.set_xlabel('Retardo')

ax4 = fig.add_subplot(2, 3, 6) # Fila 2, Columna 3
f, Pxx = signal.welch(data, fs=1, nperseg=256)
ax4.plot(f, Pxx, color='purple')
ax4.set_title('Periodograma Estimado')
ax4.set_xlabel('Frecuencia')

#aws.set_ylabel ('Densidad Espectral’)
ax4.set_x1im(0, 0.5) # Limitar el eje z a 0.5

plt.tight_layout ()
plt.close(fig)
return fig




1. Funciones de autocovarianzas y de autocorrelacién (ACF)

Si un proceso estocastico es estacionario, la covarianza entre X; y X1+ no depende de ¢; tan
solo depende de la distancia temporal k entre ambas variables aleatorias: Cov(Xy, Xi—) = Vk-

» La secuencia v = (7 | k € Z) se denomina funcion de autocovarianzas

» Dividiendo = por 7y obtenemos la secuencia p = (pi | k € Z) donde

_ Cov(Xy, Xi—r) _ %
VVar(X)Var(Xi_r) %’

Pk

que se denomina funcion de autocorrelacion (ACF).

Veamos otras transformaciones de v que subrayan diferentes caracteristicas de la interdepen-
dencia temporal en un proceso estocastico.

2. Funcién de autocorrelacién parcial (PACF)

Dado un conjunto de variables Z = (Z1, Z2, ... Zy), la correlacién condicional px y|z entre las
variables X e Y es
pxyiz = Corr(X — E(X | Z), Y - E(Y | Z))

El problema es que no siempre es facil conocer las esperanzas condicionadas E(X | Z) y E(Y | Z).

Pero es sencillo restar de X y de Y los ajustes X y Y correspondientes a sus respectivas
regresiones lineales sobre Z. La correlaciéon entre ambos residuos se denomina correlacion parcial
entre X e Y; y mide la correlacion entre ambas variables una vez “descontado” el efecto lineal de
las variables Z.

Corr((X = X), (Y -V))

La correlacion parcial entre dos variables X; y X;_, de un proceso estacionario X mide su
correlacion una vez descontado el efecto de las variables X;_1,... X;_ ;1) que median entre ambas.

Xty X1y Xp—om1), Xk

Si denotamos con X; y X;_j los ajustes de las respectivas regresiones de X; y X;_j sobre
Xi q,... Xt_(k,_l); la correlacion parcial 7y entre Xy y Xy ik es la correlacion entre los residuos de
sendas regresiones:

mi = Corr((Xe = X1), (Xok — Xiy))

En un proceso débilmente estacionario las correlaciones parciales solo dependen de la distancia
k, lo que permite definir la siguiente secuencia.

La funcién de autocorrelacién parcial (PACF) de un proceso estocdstico estacionario X
es la siguiente secuencia 7 simétrica (m_p = m):



T =po=1

m=(m|keZ)=qm =Corr(Xy, X4m1)=p1=1 ,

e = Corr((Xe— X0), (Xok — Xiy))

donde )/(\t y )/(;/k son los ajustes de las respectivas regresiones de X; y X;_j sobre X;_1,... X;__1);
i.e., las proyecciones ortogonales sobre sp(1, X;—1,... X;_(x_1))-

La magnitud de la correlacion parcial m; refleja la mejora en la prediccién de Xt si en
lugar de usar una combinacién lineal con solo los k£ — 1 primeros retardos, X, = ag + > 711 a; Xi—j,
empleamos k retardos (i.e., un retardo mas).

Asi, la PACF nos ayudard a identificar el orden de procesos autoregresivos.

Hay una correspondencia uno-a-uno entre la funcién de autocovarianzas « y la PACF .

Es decir, es posible reconstruir una de las secuencias a partir de la otra (por ejemplo resolviendo
las ecuaciones de Yule-Walker recursivamente con el algoritmo Levinson-Durbin; véase Pourahmads,
M. (2001, Capitulo 7) o Brockwell & Davis (1991, Capitulo 5))

Asi, la PACF 7 puede verse como una reparametrizacion de la funcién de autocovarianzas ~.

Veamos otra transformacion de v que también arrojara luz sobre las propiedades de un proceso
estocastico.

3. Densidad espectral

Si X es un proceso estocdstico con funciéon de autocovarianzas v € ¢!, es decir, con funcién de
autocovarianzas absolutamente sumable,

> Il < o0,

keZ
entonces definimos la densidad espectral de X como
@) = - Yme ™ = S aeeos(hw),  we[-ml
T kez T k>0

(donde w son las frecuencias de oscilacion de la serie).

La densidad espectral f(w) satisface las siguientes propiedades:
L flw) = f(-w)

2. flw)=0

3. )7 flw)dw < oo


./Lecc05.html#org392fab2
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Es mas, partiendo de la densidad espectral se pueden calcular las covarianzas
U .
Vi :/ fwye * dw; kel
—Tr
Consecuentemente, para k = 0

o? == /jr f(w)dw.

Por tanto podemos interpretar la densidad espectral como una descomposicién de la varianza
en sumas de oscilaciones con distintas frecuencias (o periodos).

(Periodo = donde la Frecuencia = Nz de ciclos por unidad de tiempo).

1
Frecuencia’

La ACF, la PACF y la densidad espectral son funciones que dependen tinicamente de los dos
primeros momentos de la distribucion.

Su estimacién y posterior andlisis son la herramienta fundamental para elegir un modelo ARMA
para una serie temporal “estacionaria’.

Para entenderlo debemos ver cémo son estas funciones en algunos modelos lineales concretos.

4. ACF, PACF y densidad espectral de algunos modelos lineales

4.1. Procesos lineales causales

Sea X =+ U, donde U ~WN(0,02%) y 1 € ? es una serie formal:

Xi=> Uy

Jj=20
Por la leccién anterior sabemos que E(X;) =0 y que

ny = op(2) xp(z7)

Es decir,
o
Ve =02 bipi - )
§=0
Por otra parte, 7 — 0 cuando k —

Demostracion: aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz

[es) 2 [eS) 2 [es) 2 00 2
el < 0 | D2 [yl SolwilP] = o[ D il > Il
Jj=0 Jj=0 j=k j=0

y puesto que % es de cuadrado sumable, la cola 3772, |1;|? converje a cero cuando k — oo.

A partir de v obtenemos las otras tres funciones:


./Lecc03.html#org6668e5d

o 1
Dens. espectral: f(w) = 5= > k>0 Yk cos(kw);  wel-m,T]
PACF: we 2, ie., m — 0 cuando k — oo

(Cuando 7 € 2 se dice que el proceso es no-determinista.)

4.2. Proceso de Ruido Blanco
Sea X = 1% U, donde U ~ WN(0,0?) ; es decir X; = U; para t € Z. Entonces

» vy = 02(12°%12Y) = 022° = (...,0,0,0%,0,0,...)

" p = %7 = Ly =1 = (...,0,0,1,0,0,...)
= (@) = 2 Trsomkcos(hw) = §-cos(0w) = $25 w € [, 7]

» = 12° = (...,0,0,1,0,0,...)

ar_params = [1,]

ma_params = [1,]

fig = plot_arma_parametric_diagnostics(ar_params, ma_params, 1, lags=20)
fig.savefig('./img/leccO04/ACFwhitenoise.png', dpi=300, bbox_inches='tight')
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fig = plot_arma_analysis(ar_params, ma_params, seed=2026)
fig.savefig('./img/lecc04/SimulWhitenoise.png', dpi=300, bbox_inches='tight')
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4.3. Proceso de media mévil MA(q)

Sea X =0 % U, con U~ WN(0,02%) y donde 6 es un polinomio de orden ¢ > 0, con g = 1y
con todas sus raices fuera del circulo unidad (8" € £'), es decir

q
X = Z@jUt_j + Us.
j=1

Este requisito no es necesario para que el proceso sea estacionario, pero por conve-
niencia se usan modelos MA que puedan tener una representacion AR(oo) causal (es
decir, usando observaciones del pasado “para construir” el presente):

1 [e.@]
X=0xU - o+«X=U = Uy=> 10X
j=0

donde 1 = 07> = 0~ € 1. Entonces se dice que el modelo MA es “invertible”. Cual-
quier modelo MA sin raices en el circulo unidad se puede reparametrizar para obtener
un modelo invertible con la misma funcion de autocovarianzas “y” (Véase Seccién 2.6
de Fuller (1996)) y, consecuentemente, las mismas ACF, PACF y densidad espectral
que el modelo original. Para tener una asociacion uno a uno entre ACFs y procesos
estocdsticos, siempre asumiremos que las raices de los polinomios MA, 6, son mayores
que uno en valor absoluto.

Entonces E(X;) =0y

q
v = 020(z)*0(z71) = 023 0;410;2" (grado ¢; cogrado —q) (Lecc. 02)
=0

flw)= £0(e«)-0(e™) = &£ XQ: Yncos(hw);  w € [—m, 7] (g cosenos +1)
h=0

7 con grado oo y cogrado —oo. Su magnitud decae paulatinamente cuando k — oo

Un proceso MA es siempre estacionario.

Tipos de representacion del proceso

Como suma ponderada finita (nimero finito de pardmetros)

Como suma ponderada infinita (solo existe si es invertible):

1 1
g X=U = S(BX=U

Para ser invertible raices @ fuera del circulo unidad (87> = @71 € /1)

10
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4.4. Proceso de media mévil MA(1)
Sea X = (1 —0z)*U con |[0] <1y con U~ WN(0,0?), es decir

X =U — 0U;_;.

n oy = 2(1-02)x(1—-02z71) = o%..., 0, =0, (1+6%), =6, 0, ...)

_ 1 _ 1 o 9 0
.p_’Y_o _02(1+07)7_("'7071+—927 1, 1¥02> 0,)

2

= flw) = $0(e)-0(e) = Z((1+406%) — 20cos(w)); w € [-m,7]

—0F(1-6%) k
T = ) — 20kt D) *
kez 170

4.4.1. MA(1) con raiz positiva

0(2)=1-092 = X;,=(1-09B)U;, (6>0)
P.real P.imag. Mobdulo Frecuencia Periodo Multip.

1.111111 0.0 1.111111 0.0 Inf 1

ar_params = [1,]

ma_params = [1, -0.9]

fig = plot_arma_parametric_diagnostics(ar_params, ma_params, sigma2=1, lags=20)
fig.savefig('./img/lecc04/ACF-MAlp.png', dpi=300, bbox_inches='tight')

0.6
0.0 0.0
)
[T G
-0.1 -0.1 T
Coa
-0.2 v 02 3
5 o] w3
S0 03 é 02
]
-0.4 -0.4 801
-0.5 =05 0.0
25 5.0 75 10.0 125 15.0 17.5 25 5.0 75 10.0 125 15.0 17.5 0.0 0.1 0.2 03 0.4 0.5
Retardo Retardo Frecuencia
# Ejemplo de uso
fig = plot_arma_analysis(ar_params, ma_params)
fig.savefig('./img/lecc04/Sim-MAlp.png', dpi=300, bbox_inches='tight')
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4.4.2. MA(1) con raiz negativa

0(2) =1+09z = X;=(01+09B)U; (0<0)

P.real P.imag. Mobdulo Frecuencia Periodo Multip.
-1.111111 0.0 1.111111 0.5 2.0 1.0

ar_params = [1,]

ma_params = [1, 0.9]

fig = plot_arma_parametric_diagnostics(ar_params, ma_params, sigma2=1, lags=20)
fig.savefig('./img/lecc04/ACF-MAln.png', dpi=300, bbox_inches='tight')
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fig = plot_arma_analysis(ar_params, ma_params)
fig.savefig('./img/lecc04/Sim-MAln.png', dpi=300, bbox_inches='tight')
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4.5. Proceso de media mévil MA(2)
Sea X = (1 — 612 —6222) U, con U ~WN(0,0%) y con
01 + 05 < 1; 0y — 01 < 1; |§2] < 1; (i.e., invertible)
es decir Xy = U — 01U — 0U;_o.
n oy = 02(1 =012 — 022%) (1 — 01271 — 02272)
Yo = o?(1+ 6% + 03); 11 =02(—61(1—62)); 2 = 02(—0s)

V3= =---=0 (y es simétrica)
1. 1
P T Y T 2arertan) )
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o flw) = G ((1+02+063) — 2011+ ) cos(w) — 265 cos(2w))
= 77 tiene una expresiéon complicada, pero su magnitud decae paulatinamente.

0

912+462<0 912+462=0

Raices complejas

Figura 1: El interior del tridngulo es la regién paramétrica donde un MA(2) es invertible.
4.5.1. MA(2) con dos parametros positivos (+, +)

0(z)=1-062z—-0,322 = X;,=(1-0,6B-0,3B)U; (6 >0y6>0)
P.real P.imag. Mobdulo Frecuencia Periodo Multip.

1.081666 0.0 1.081666 0.0 Inf 1
-3.081666 0.0 3.081666 0.5 2.0 1
ar_params = [1,]
ma_params = [1, -0.6, -0.3]

fig = plot_arma_parametric_diagnostics(ar_params, ma_params, sigma2=1, lags=20)
fig.savefig('./img/lecc04/ACF-MA2thpp.png', dpi=300, bbox_inches='tight')
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fig = plot_arma_analysis(ar_params, ma_params)
fig.savefig('./img/lecc04/Sim-MA2thpp.png', dpi=300, bbox_inches='tight')
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4.5.2. MA(2) con parametros de distinto signo (—, +)
0(z)=14062z—-0,322 = X,=(1+0,6B-0,3B)U; (6, <0yby>0)
#: 79133a7c-9ade-439f-aac2-9d8737653e65
P. real P.imag. Mobdulo Frecuencia Periodo Multip.
3.081666 0.0 3.081666 0.0 Inf 1
-1.081666 0.0 1.081666 0.5 2.0 1
ar_params = [1,]
ma_params = [1, +0.6, -0.3]
fig = plot_arma_parametric_diagnostics(ar_params, ma_params, sigma2=1, lags=20)
fig.savefig('./img/lecc04/ACF-MA2thnp.png', dpi=300, bbox_inches='tight')
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fig = plot_arma_analysis(ar_params, ma_params)
fig.savefig('./img/lecc04/Sim-MA2thnp.png', dpi=300, bbox_inches='tight')
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4.5.3. MA(2) con dos parametros negativos (—, —)
0(2)=14+092+0922 = X,=(1+09B+0,9B>)U;; (6, <0yby <0)
P.real P.imag. Moddulo Frecuencia  Periodo Multip.
-0.5 -0.927961 1.054093 0.328657 3.042687 1.0
-0.5  0.927961 1.054093 0.328657 3.042687 1.0
ar_params = [1,]
ma_params = [1, +0.9, 0.9]
fig = plot_arma_parametric_diagnostics(ar_params, ma_params, sigma2=1, lags=20)
fig.savefig('./img/lecc04/ACF-MA2thnn.png', dpi=300, bbox_inches='tight')
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fig = plot_arma_analysis(ar_params, ma_params)
fig.savefig('./img/lecc04/Sim-MA2thnn.png', dpi=300, bbox_inches='tight')
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4.5.4. MA(2) con parametros de distinto signo (+, —)

0(z)=1-112+092> = X,=(1-11B+0,9B)U; (6, >0y <0)

P.real P.imag. Modulo Frecuencia Periodo Multip.
0.611111 -0.858868 1.054093 0.151575  6.597397 1.0
0.611111  0.858868 1.054093 0.151575  6.597397 1.0

ar_params = [1,]

ma_params = [1, -1.1, 0.9]

fig = plot_arma_parametric_diagnostics(ar_params, ma_params, sigma2=1, lags=20)
fig.savefig('./img/lecc04/ACF-MA2thpn.png', dpi=300, bbox_inches='tight')
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fig = plot_arma_analysis(ar_params, ma_params)
fig.savefig('./img/lecc04/Sim-MA2thpn.png', dpi=300, bbox_inches='tight')
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4.5.5. MA(2) con dos raices reales, una positiva y la otra negativa

0(z)=1-— 0,642° = X,= (1-— 0,6482)Ut (raices reales: +, -)

P.real P.imag. Mobdulo Frecuencia Periodo Multip.
1.25 0.0 1.25 0.0 Inf 1
-1.25 0.0 1.25 0.5 2.0 1

ar_params = [1,]

ma_params = [1, 0, -0.64]

fig = plot_arma_parametric_diagnostics(ar_params, ma_params, sigma2=1, lags=20)
fig.savefig('./img/lecc04/ACF-MA2pn.png', dpi=300, bbox_inches='tight')
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fig = plot_arma_analysis(ar_params, ma_params)
fig.savefig('./img/lecc04/Sim-MA2pn.png', dpi=300, bbox_inches='tight')
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4.5.6. MA(2) con un par de raices complejas

0(z) =140642> = X, =(1+0,64B>)U; (par de raices complejas)

P. real P.imag. Mobdulo Frecuencia Periodo Multip.
0.0 -1.25 1.25 0.25 4.0 1.0
0.0 1.25 1.25 0.25 4.0 1.0

ar_params = [1,]

ma_params = [1, 0, 0.64]

fig = plot_arma_parametric_diagnostics(ar_params, ma_params, sigma2=1, lags=20)
fig.savefig('./img/lecc04/ACF-MA2np.png', dpi=300, bbox_inches='tight')
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fig = plot_arma_analysis(ar_params, ma_params)
fig.savefig('./img/lecc04/Sim-MA2np.png', dpi=300, bbox_inches='tight')
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4.5.7. MA(2) con dos raices reales y negativas
2 2
0(z) =14+ 1,6z + 0,64z = X;=(1+1,6B+0,64B“)U; (r.reales: -, -
9y ) ) ) Y
P. real P.imag. Mobdulo Frecuencia Periodo Multip.
-1.25 0.0 1.25 0.5 2.0 2.0
ar_params = [1,]
ma_params = [1, 1.6, 0.64]
fig = plot_arma_parametric_diagnostics(ar_params, ma_params, sigma2=1, lags=20)
fig.savefig('./img/lecc04/ACF-MA2rojo.png', dpi=300, bbox_inches='tight')
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fig = plot_arma_analysis(ar_params, ma_params)
fig.savefig('./img/lecc04/Sim-MA2rojo.png', dpi=300, bbox_inches='tight')
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4.5.8. MA(2) con dos raices reales y positivas

0(z) =1—-162z+0,642> = X;=(1-1,6B+0,64B>U; (r. reales: +, +)

P.real P.imag. Mobdulo Frecuencia Periodo Multip.

1.25 0.0 1.25 0.0 Inf

2

ar_params = [1,]

ma_params = [1, -1.6, 0.64]

fig = plot_arma_parametric_diagnostics(ar_params, ma_params, sigma2=1, lags=20)
fig.savefig('./img/lecc04/ACF-MA2violeta.png', dpi=300, bbox_inches='tight')
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fig = plot_arma_analysis(ar_params, ma_params)
fig.savefig('./img/lecc04/Sim-MA2violeta.png', dpi=300, bbox_inches='tight')
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5. (Resumen) caracteristicas de procesos MA(q)

Siempre estacionario.

Para ser invertible raices @ fuera del circulo unidad (87> = 6~! € /1)

Tipos de representacién del proceso

Como suma ponderada finita (ndmero finito de pardmetros)
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Como suma ponderada infinita (solo existe si es invertible):

1 1

Comportamiento de las funciones asociadas a los segundos momentos

ACF (p): Grado (q) y cogrado (—q)

PACF (7): Grado (c0) y cogrado (—oo): Combinacién de exponenciales y/o sinusoidales amorti-
guadas.

Densidad espectral Suma de dos cosenos méas una constante.

5.1. Grafico raices MA(2)

def MA2_param_plot():

fig, ax = plt.subplots(figsize=(10, 6))
ax.set_aspect('equal')

# Set azis

xmin, ymin = -3, -2

Xmax, ymax = -xmin, -ymin
plt.axis([xmin, xmax, ymin, ymax])

# Set axis labels

ax.set(xticks=[], yticks=[1)
ax.set_xlabel(r'$\theta_2$', fontsize=16)
ax.xaxis.set_label_position('top')
ax.set_ylabel(r'$\theta_1$', rotation=0, fontsize=16)
ax.yaxis.set_label_position('right')

# Draw (t1, t2) points

pl = np.linspace(-2, 2, 100)

ax.plot(pl, -abs(pl) + 1, c='black')
ax.plot(pl, np.full_like(pl, -1), c='black')
ax.plot(pl, -(p1**2 / 4), c='black')

# Fill the region below the parabola and above the base of the triangle
ax.fill_between(pl, -(pl**2 / 4), -1, where=-(pl**2 / 4) >= -1, color='lightgray', alpha=0.5)

# Turn normal azxzes off
for spine in ['left', 'bottom', 'top', 'right']:

ax.spines([spine] .set_visible(False)

# Add arrows to represent azes

axes_arrows = {'arrowstyle': '<|-[>', 'lw': 0.5, 'color': 'gray'} # Hacerlas grises y mas finas
ax.annotate('', xy=(xmin, 0), xytext=(xmax, 0), arrowprops=axes_arrows)
ax.annotate('', xy=(0, ymin), xytext=(0, ymax), arrowprops=axes_arrows)

# Annotate the plot with equations

plot_arrowsl = {'arrowstyle': '-|>', 'connectionstyle': "arc3, rad=-0.2"}

plot_arrowsr = {'arrowstyle': '-|>', 'connectionstyle': "arc3, rad=0.2"}

ax.annotate(r'$\theta_1 + \theta 2 < 1$', xy=(0.4, 0.25), xytext=(1.1, 0.4),
arrowprops=plot_arrowsr, fontsize='12")

ax.annotate(r'$\theta_1 + \theta 2 = 1$', xy=(0.38, 0.6), xytext=(0.6, 0.8),
arrowprops=plot_arrowsr, fontsize='12"')
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ax.annotate(r'$\theta_2 < 1 + \theta_13$', xy=(-0.4, 0.25), xytext=(-1.7, 0.4),
arrowprops=plot_arrowsl, fontsize='12"')
ax.annotate(r'$\theta_2 = 1 + \theta_1$', xy=(-0.38, 0.6), xytext=(-1.2, 0.8),
arrowprops=plot_arrowsl, fontsize='12"')
ax.annotate(r'$\theta_2 = -1$', xy=(1.5, -1), xytext=(1.8, -1.3),
arrowprops=plot_arrowsl, fontsize='12")
ax.annotate(r'${\theta_1}"2 + 4\theta_2 = 0$', xy=(1.0, -0.28),
xytext=(1.8, -0.5), arrowprops=plot_arrowsr, fontsize='12")
ax.annotate(r'${\theta_1}"2 + 4\theta_2 < 0$', xy=(-.9, -0.6),
xytext=(-2.8, -0.5), arrowprops=plot_arrowsl, fontsize='12")

# Label complex rTegion
ax.text(0.09, -0.8, 'Raices complejas', ha='center', fontsize=14, color='gray')

# Label cases

ax.text(.3, 0.25, '1', ha='center', fontsize=16, color='blue')
ax.text(-.3, 0.25, '2', ha='center', fontsize=16, color='blue')
ax.text(-.3, -0.35, '3', ha='center', fontsize=16, color='blue')
ax.text(.3, -0.35, '4', ha='center', fontsize=16, color='blue')

# Add small marker to y-azis

ax.axhline(y=1.005, xmin=0.495, xmax=0.505, c='black')
ax.text(-0.12, -1.12, '-1', fontsize=10)
ax.text(-0.12, 0.98, '1', fontsize=10)

# Add small markers to xz-axis

ax.axvline(x=-2, ymin=0.495, ymax=0.505, c='black')
ax.axvline(x=2, ymin=0.495, ymax=0.505, c='black')
ax.text(-2.12, -0.12, '-2', fontsize=10)
ax.text(1.88, -0.12, '2', fontsize=10)

return fig

MA2_param_plot().savefig('./img/lecc04/MA2roots.png', dpi=300, bbox_inches='tight')
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