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Leccion 5. ACF, PACF' y densidad espectral de modelos AR

Marcos Bujosa

17 de septiembre de 2025

Resumen

Hoy veremos la ACF, la PACF y la densidad espectral para el caso de los procesos autorregre-
sivos (AR). Estos procesos se caracterizan por tener infinitos coeficientes de autocorrelacién no
nulos. Presentan una memoria relativamente larga, pues el valor actual esta correlado con todos
los valores previos; aunque con coeficientes que disminuyen suficientemente rapido como para
que la secuencia sea absolutamente sumable. Esta propiedad permite representar un proceso AR
estacionario como un MA(oc0), con pesos que tienden a cero a medida que aumenta el retardo.
Veremos que los coeficientes de autocorrelacion verifican las Ecuaciones de Yule-Walker.

» (slides) — (html) — (pdf) — (mybinder)

o programas analisis modelos arma: (slides) — (html) — (mybinder)

Carga de algunos médulos de python y creaciéon de directorios auxiliares

# Para trabajar con los datos y dibujarlos necesitamos cargar algunos médulos de python
import numpy as np # linear algebra

import pandas as pd # data processing, CSV file I/0 (e.g. pd.read_csv)

import matplotlib as mpl

# definimos parametros para mejorar los graficos

mpl.rc('text', usetex=False)

import matplotlib.pyplot as plt # data visualization

import dataframe_image as dfi # export tables as .png

= Directorio auxiliar para albergar las figuras de la leccién: para publicar la lecciéon como pdf o
pagina web, necesito los gréificos como ficheros .png alojados algin directorio especifico:

imagenes_leccion = "./img/lecc05" # directorio para las imdgenes de la leccion
import os
os.makedirs(imagenes_leccion, exist_ok=True) # crea el directorio si no existe

Graficos para las ACF, PACF y densidades espectrales tedricas

Cargamos las funciones auxiliares (véase la carpeta src/)

import warnings
warnings.filterwarnings("ignore", category=UserWarning)
J%run -i ./src/analisis_armas.py
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1. ACF, PACF y densidad espectral de mas modelos lineales (AR)

1.1. Procesos lineales causales

Sea X =+ U, donde U ~WN(0,02%) y 1 € ? es una serie formal:

X =Y iU

>0
Sabemos que FE(X;) =0; y por la leccién 3 también sabemos que
=y = o?Pa) xp(z)
Es decir,

o0
e =07 Witk - Ve

j=0
Ademaés, v — 0 cuando k — oo
A partir de v obtenemos las otras tres funciones:
. - 1
ACF: p = %Y
Dens. espectral: f(w) = 5 > k>0 Yk cos(kw);  wel-m,m]
PACF: we (% e, m — 0 cuando k — oo

(Cuando 7 € £? se dice que el proceso es no-determinista.)

1.2. Proceso autorregresivo AR(p)

Sea,
dpx X =U,

con U ~WN(0,0%) y donde ¢ es un polinomio de grado p > 0 con ¢g = 1. Entonces
(¢ X)e = ¢(B)Xy = (1+¢1B+dB’ +-- +¢,B") X, = Uy
Y por tanto )
Xe=U— > ¢jXij.
j=1

Si todas las raices del polinomio ¢ (de grado p) estdn fuera del circulo unidad, es decir, si
el polinomio AR es “invertible” (¢ = ¢~ € ?') entonces X tiene una representacién como
proceso lineal causal MA (c0):

1 oo
pxX=U = X:$*U = Xi=U+> Uy
j=1

donde ¢~ =1p = (1, 11, 1o, ¢3,...) tiene grado oco.

Por tanto E(X;) =0 para todot € Z y


https://mbujosab.github.io/Econometria-Aplicada/Lecciones-pdf/Lecc03.pdf#subsection.4.2

~N =02t L =02 § (Vi b))z (grado co)  (Ec. de Yule-Walker)
#(z) 7 d(z71) i T

_ 1
p = 357
o2 1 1
f(w) = G B eE® = hzf:o% cos(hw); donde w € [—m, 7.
(suma infinita de cosenos)

Pero la PACF, 7, es una secuencia con grado p y cogrado —p (demo en los apuntes).

= Los procesos AR tienen infinitos coeficientes no nulos de autocorrelacion.
= Presentan una memoria relativamente larga.
e el valor en t esta correlado con todos los valores previos.
= Los coeficientes de correlacion disminuyen suficientemente rapido.
 por ello todo AR estacionario tiene representacién como proceso lineal causal —MA (00).
= Los coeficientes de autocorrelacién verifican las Ecuaciones de Yule-Walker.
1.2.1. Demostracién de que la PACF tiene cogrado —p y grado p

P
= Sea X un proceso causal AR(p): X; = > ¢;X;—; + U, donde U ~ WN(0,0?).
j=1

» La proyeccién de Xj11 sobre el espacio sp(Xs : Xi) generado por Xo,... Xy (con k > p) es:

P
Xit1 = Pap(xyix) (Xia1) = D 0 Xny1-j
j=1

= De su representacién MA(co): Y € sp(Xo: Xi) = Y € sp(U; | j < k), pues

[e.e]
Xi =) Uiy = p(Xo:Xp) Csp(Us|j<k) L Ups
=0

» SiY € sp(Xa: X)) entonces C’ov((XkH - )?k:l);Y) =Cov(Uk41,Y) =0

= Denotemos con X; a la proyeccién Pgy(x,:x,)(X1) de X7 sobre sp(Xz @ Xj)

= Ahora es facil ver que m; = 0 para k > p, pues
T = COT’T((XkH — Xit1), (X1 — E))

= C’orr(U;H_l, (X; — )A(/l)) =0

ya que Ugy1 L (X1 — )?1) €sp(U;|j<k).
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1.3. Proceso autorregresivo AR(1)
Sea (1—¢2)* X =U, con |¢p|<1 ycon U~ WN(0,0?), es decir
Xy = ¢Xi1 + U
Como
(1—az)*(1+az+a®22+a22+ ) =1,

ahora hay que calcular infinitos términos en
v = (1 —¢2) P x(1— gzt

Hay varias formas de hacer los calculos. Una es via los productos convolucion; puesto que

(1-a*2) ' =(1+a*z2+a*2? +a%P+.. )= Z a2k
heZ

(para verlo basta sustituir a? por b), tenemos que (1 — az) ™! * (1 —az"1) "1 es:

2 3
(..., 0, 0, 0, 1, a, a*, a’,  ...)
3 2
(..., a’, a, a, 1, 0, 0, 0, ...
:( a3 a? a 1 a a? a3 )
R 1+a27 1+a2’ 1+a2’ 1+a2’ 1+a27 1+a27 1+a2’

(donde ademés hemos sustituido z por 1, pues cada término es una suma).

Es decir (1—az) '« (1—az")7t= %zk; y por tanto
keZ

Y= Pl g) a1 — ) = T Y g

Pero también podemos usar las Ecuaciones de Yule-Walker. En este caso (donde el tinico para-
metro es ¢1 = ¢), en cuanto a la ACF tenemos que:

PE = PPr—1 k>0

y como pg = 1
pe=¢" k>0
Y en cuanto a la varianza, dado que p; = ¢

o? o?

L Y

Por tanto, la funcién de autocovarianzas es

02 e

k=—o00



Asipues, si (1 —¢2)* X =U, con |¢p|<1 ycon U~ WN(0,0%), es decir, si
Xy =0Xi 1 +U;

como || <1 tenemos que X = (1 —¢z)"'*U. Por tanto:

2

No= 021 —¢2) Lk (1—gz)t = ﬁgkiwgblklzk (grado o).

w . .
p=21vy= 1?3)2’)’ = 3 ¢l = pp=¢F para k> 0.

j==o0

flw) = 5 hzofyh cos(hw) = %m (comparese con MA(1)).
w=1(..,00 01 ¢600,...) (grado 1).

1.3.1. AR(1) con raiz positiva

H(z)=1-092 = X;=09X,1+0U;, (6>0)

ar_params = [1, -0.9]

ma_params = [1,]

fig = plot_arma_parametric_diagnostics(ar_params, ma_params, sigma2=1, lags=20)
fig.savefig('./img/lecc05/ACF-AR1p.png', dpi=300, bbox_inches='tight')
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1.3.2. AR(1) con raiz negativa

¢(z)=1+092 = X;,=-09X;,1+U; (¢ <0)

ar_params = [1, 0.9]

ma_params = [1,]

fig = plot_arma_parametric_diagnostics(ar_params, ma_params, sigma2=1, lags=20)
fig.savefig('./img/lecc05/ACF-ARIn.png', dpi=300, bbox_inches='tight')
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1.4. Proceso autorregresivo AR(2)
Sea (1 —¢1z—¢222)* X =U, con U~WN(0,0?) y con
P14+ @2 < 1; P2 — Pp1 < 1; |pa| < 1;  (i.e., estacionario)

es decir
Xy =01 Xp1+ G2 Xy 2 + Uy

Entonces

1= (g acky)  (wdo o

(de Ec. Yule-Walker: ~y = W

y resolvemos Y = G1Yp—1 + P2Yk—2 recursivamente)



p = 7%7 (Verifica Ec. Yule-Walker: pp = ¢1pk—1 + d2pr—2)

(con po = 1 iniciamos el cdlculo de ¢(B)pr = 0 recursivamente)

_ 1
f(w) - C2L7r 1+¢3+¢3—2¢1(1+¢2) cos(w)—2¢2 cos(2w)

™ = () 07 ¢27 %7 1) %7 ¢27 07 )

¢ +4¢,<0

Raices complejas

1 g

Figura 1: El interior del tridngulo es la regién paramétrica donde un AR(2) es estacionario. Por
debajo de la pardbola las raices son complejas. El signo del parametro ¢; determina el signo del

primer retardo de la PACF y ¢ el signo del segundo. Las regiones 1, 2, 3, y 4 determinan cémo
decae la ACF.

RegionParametrica('AR') .savefig('./img/lecc05/AR2roots.png', dpi=300, bbox_inches='tight')

1.4.1. AR(2) con dos parametros positivos (+, +)

$(z)=1-062-0322 = (1-06B—-03BHX;=U; (61 >0y 3 >0)

ar_params = [1, -0.6, -0.3]

ma_params = [1,]

fig = plot_arma_parametric_diagnostics(ar_params, ma_params, sigma2=1, lags=20)
fig.savefig('./img/lecc05/ACF-AR2pp.png', dpi=300, bbox_inches='tight')
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1.4.3. AR(2) con dos parametros negativos (—, —)

d(2)=14+0924+0922 = (14+09B+09BHX; =U; (61 <0y py <0)

ar_params = [1, +0.9, +0.9]

ma_params = [1,]

fig = plot_arma_parametric_diagnostics(ar_params, ma_params, sigma2=1, lags=20)
fig.savefig('./img/lecc05/ACF-AR2nn.png', dpi=300, bbox_inches='tight')
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1.4.4. AR(2) con parametros de distinto signo (+, —)

Frecuencia

d(z2)=1-1,124+0922 = (1-1,1B+09BHX;=U; (61 >0y ¢y <0)

ar_params = [1, -1.1, +0.9]
ma_params = [1,]

fig = plot_arma_parametric_diagnostics(ar_params, ma_params, sigma2=1, lags=20)
fig.savefig('./img/lecc05/ACF-AR2pn.png', dpi=300, bbox_inches='tight')
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1.4.5. AR(2) con dos raices reales, una positiva y la otra negativa

P(z) =14+0,1z — 0,822 = (1+,1B— ,882)Xt = U, (raices reales: +, -)

ar_params = [1, 0.1, -0.8]

ma_params = [1,]

fig = plot_arma_parametric_diagnostics(ar_params, ma_params, sigma2=1, lags=20)
fig.savefig('./img/lecc05/ACF-AR2RojoVioleta.png', dpi=300, bbox_inches='tight')
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1.4.6. AR(2) con un par de raices complejas

d(2)=1-0,12+082> = (1—,1B+ ,8B*)X; =U; (par de r. complejas)
ar_params = [1, -0.1, +0.8]
ma_params = [1,]

fig = plot_arma_parametric_diagnostics(ar_para.ms, ma_params, sigma2=1, 1ags=20)
fig.savefig('./img/lecc05/ACF-ARverde.png', dpi=300, bbox_inches='tight')
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13




Serie Temporal Simulada

s
2
0
-2
-4
0 50 100 150 200 250 300 350 400
t
ACF Estimada PACF Estimada 100 Periodograma Estimado
* ..t . b . ?
Zj 0.0 l 7T 1 v L ) I
02 I 02
oo 1 1 J'Tv‘.v S 60
[ .
0.4 —06
-0.6 o8 20
-0.8 0
o 5 10 15 20 ] 5 10 15 20 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Retardo Retardo Frecuencia
1.4.7. AR(2) con dos raices reales y negativas
d(2) =1+ 1,62+ ,642> = (1+1,6B+,64B*)X; = U, (raices reales: -, -)
ar_params = [1, 1.6, +0.64]
ma_params = [1,]
fig = plot_arma_parametric_diagnostics(ar_params, ma_params, sigma2=1, lags=20)
fig.savefig('./img/lecc05/ACF-AR2violeta.png', dpi=300, bbox_inches='tight')
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fig.savefig('./img/lecc05/Sim-AR2violeta.png', dpi=300, bbox_inches='tight')
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1.4.8. AR(2) con dos raices reales y positivas
d(z) =1—-162+,642> = (1—1,6B+ ,64B*)X; = U; (raices reales: +, +)
ar_params = [1, -1.6, +0.64]

ma_params

= [1,]

fig = plot_arma_parametric_diagnostics(ar_params, ma_params, sigma2=1, lags=20)
fig.savefig('./img/lecc05/ACF-AR2rojo.png', dpi=300, bbox_inches='tight')
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e 3
2. (Resumen) caracteristicas de procesos AR(p)
Siempre invertible. (i.e., posee representacion AR).
Para ser estacionario raices de ¢ fuera del circulo unidad (¢~ = ¢~ ! € £1)

Tipos de representacion del proceso

Como suma ponderada finita (nimero finito de pardmetros)
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Como suma ponderada infinita (solo si es estacionario)

X:;*U N Xt:;(B)Ut

Comportamiento de las funciones asociadas a los segundo momentos

ACF (p): Grado (00) y cogrado (—o0); combinacién de exponenciales y/o sinusoidales amortigua-
das.

PACF (7): Grado (p) y cogrado (—p)

Densidad espectral proporcional al inverso de la densidad espectral de X = ¢ x U

3. (Resumen) caracteristicas de procesos MA(q)

Siempre estacionario.

Para ser invertible raices 0 fuera del circulo unidad (07> = 67! € /1)

Tipos de representacién del proceso

Como suma ponderada finita (ndmero finito de pardmetros)

Como suma ponderada infinita (solo existe si es invertible):

1 1

Comportamiento de las funciones asociadas a los segundos momentos

ACF (p): Grado (q) y cogrado (—q)

PACF (7): Grado (o0) y cogrado (—o0); combinacién de exponenciales y/o sinusoidales amorti-
guadas.

Densidad espectral Suma de dos cosenos mas una constante.
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4. Nota final

Se puede demostrar que

» si un proceso tiene una ACF p con cogrado —q y grado ¢, es un proceso MA(q)

» si un proceso tiene una PACF 7 con cogrado —p y grado p, es un proceso AR(p)

Véase Pourahmadi M. (2001).

Consecuentemente, que la ACF o la PACF se corten “bruscamente” nos indica que el modelo
es AR o MA (ademés de su grado).

Desgraciadamente para los modelos ARMA (qué veremos mas adelante) tanto la ACF como la
PACEF tienen infinitos términos no nulos, por lo que su identificacién no es tan sencilla.

ACF finita ACF persistente

PACEF finita Ruido blanco: retardos conjun- AR: orden indicado por la PACF
tamente NO significativos

PACF persistente MA: orden indicado por la ACF  ARMA

5. Las Ecuaciones de Yule-Walker para un AR(p) estacionario

Sea un AR(p) estacionario: @(B)X; =U; donde ¢(z) =1—¢12'—-- —¢,2P. Multiplicando
por X;_; vy tomando esperanzas:

E{(Qb(B)Xt) 'Xt—k} = E[U; - X; k]

Estas ecuaciones se denominan FEcuaciones de Yule-Walker y permiten calcular las autocova-
rianzas y autocorrelaciones de manera iterativa.

Por una parte (lado izquierdo):

Si X es un proceso (débilmente) estacionario con E(X) =0 y ¢ es una serie formal absolu-
tamente sumable; entonces para ¢,k € Z

E[(6(B)X:)-Xih] = SBEX: Xik) = oB)n (1)
que no depende de ¢, por ser X es un proceso (débilmente) estacionario.

Por otra parte (lado derecho):

Si X tiene representacion X = 1y« U donde U ~ WN(0,0%) y 1 € £? es una serie formal con
g = 1; es decir, si es un proceso lineal causal
o0
X =Us + Zj:l YU,
entonces para t,k € 7Z

o2 cuando k =0

ElU; - Xy—k] = E[Ut (Ut—k + Zji1 ijt_k_jH - {0 cuando k # 0

17



Veamos cémo usar las ecuaciones 1 y 2 para calcular autocovarianzas y autocorrelaciones de
manera iterativa:

Sea un AR(p) estacionario: @(B)X; =U; donde ¢(z) =1—¢12' —- - —p,2P. Multiplicando
por X;_; y tomando esperanzas:

E[(6(B)X:) - X 4] = B[U, - X, 4]

para k=0: (porly 2)

p
¢Bo=0"] = n-—dm - —dp=0" = oF=q0-> &%

Dividiendo por vy (y recordando que py = 1):

¢(B) O'2 N o2 N 0'2
po = — Y = FEv. Y=
7 #(B)po 1 — Z?:l Dip;j

para k >0: (por 1y 2)

P
B =0] = =1 — = Gpmp=0 = W=D %
Dividiendo por ~p:

p
Bk =0| = pr—d1pp1— = bpohp=0 = pr=D>_ Giprj

En resumen, la estructura autorregresiva del proceso impone que las autocovarianzas (y las
autocorrelaciones) verifiquen las ecuaciones de Yule-Walker.
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