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Leccion 6. Modelos ARMA. Herramientas estadisticas
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Resumen

Examinaremos la ACF, la PACF y la densidad espectral de procesos ARMA (que son una
generalizacién de los procesos AR y MA). Después repasaremos algunas herramientas estadis-
ticas ttiles para tratar de identificar un modelo que se ajuste adecuadamente a los datos de
una serie temporal: graficos, contrastes de raiz unitaria, ACF y PACF muestrales, estadisticos
descriptivos y contrastes de normalidad.
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Carga de algunos médulos de python y creaciéon de directorios auxiliares

# Para trabajar con los datos y dibujarlos necesitamos cargar algunos médulos de python
import numpy as np # linear algebra

import pandas as pd # data processing, CSV file I/0 (e.g. pd.read_csv)

import matplotlib as mpl

# definimos parametros para mejorar los graficos

mpl.rc('text', usetex=False)

import matplotlib.pyplot as plt # data visualization

= Directorio auxiliar para albergar las figuras de la leccién: para publicar la lecciéon como pdf o
pagina web, necesito los graficos como ficheros .png alojados algin directorio especifico:

imagenes_leccion = "./img/lecc06" # directorio para las imdgenes de la leccion
import os
os.makedirs(imagenes_leccion, exist_ok=True) # crea el directorio si no existe

Graficos para las ACF, PACF y densidades espectrales tedricas

Cargamos las funciones auxiliares (véase la carpeta src/)

import warnings
warnings.filterwarnings("ignore", category=UserWarning)
J%run -i ./src/analisis_armas.py
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1. ACF, PACF y densidad espectral de algunos modelos lineales
1.1. Proceso autorregresivo ARMA (p,q)
Sea X el proceso estocastico estacionario solucién de la ecuacién en diferencias:
ox X =0xU

donde U ~ WN(0,0?); el polinomio autorregresivo ¢ tiene grado p con ¢g = 1 (y raices fuera
del circulo unidad), y el polinomio de media mévil @ es de grado g con 0y = 1; y donde ¢ y 6 no
tienen raices comunes.

Si p(z)=1—1z—--—¢p2? y 0(2) =1—612—---—0,29 entonces
1-—¢B—--—¢,B) Xy =(1—-6,B—---—6,BN)Uy;

y por tanto
p

q
Xe=U+ > 0 Xemj+ > —0;Up.
j=1 J=1
Como las raices de ¢ estan fuera del circulo unidad, es decir, como el polinomio AR es “inver-
tible” (¢> = ¢ 1 € £') entonces X tiene una representacién como MA (co):
0 oo
px X =0+xU = X:$*U = Xe=U+ > —Uj;
j=1
donde 1 = ¢ 1 %0 = (1, =1y, —1o, —13,...) tiene grado oc.

Y como las raices de 8 estan fuera del circulo unidad, es decir, como el polinomio MA es
“invertible” (07> =0~! € ') entonces X tiene una representaciéon como AR(0o):

px X =0xU = %*X:U = Xt:Ut+Z¢th—j?

j=1

donde o =071 x¢= (1, —p1, —p2, —3,...) tiene grado co.

En un ARMA(p, q), por tener representacion MA (co):

E(X;)=0paratodot € Zy

z 271 —
vy = O-QZEZ)) * ZEZ*)) = 029p(z) x(2z7!) donde 1 = %;
es decir, y = 0 Y20 Vi ¥i;  k €Z (grado ooy cogrado —oo).

P = 37



o2 O(e w).0(ew =
fw) = EW = % hgo% cos(hw); donde w € [—m,7].

(suma infinita de cosenos)

En un ARMA(p, q), por tener representacion AR(c0):

su PACF, 7, también es una secuencia con grado oo y cogrado —oo.

En la seccién Funcion de autocovarianzas para un ARMA (p,q) se demuestra que para un proceso
ARMA(p,q)

¢(B)ye = {02 (9(2) * ¢(z’1))k para k < ¢

para k > ¢ (como en un AR)
Asi, en cuanto a la ACF p:
= De p1 a pg dependen de los ¢ pardmetros de 8 y los p pardmetros de ¢

» Los p valores de p; a pg—p+1 son los valores iniciales para resolver la ecuacién en diferencias
de Yule-Walker ¢(B)pr =0 (con k > q)

» Si ¢ < p toda la secuencia p; para j > 0 decae exponencialmente o sinusoidalmente segin ¢
y los valores iniciales pg a pg—p+1

= Si ¢ > p los primeros ¢ — p + 1 valores iniciales pg a p,—;, siguen una pauta diferente
En cuanto a la PACF =
= Tiene grado oo y cogrado —oo
» A partir de cierto retardo se comporta como la PACF de un MA(q), es decir, decae exponen-
cialmente o sinusoidalmente.
1.2. Proceso ARMA(1,1)
Sea (1—¢2)* X =(1—02)%U con |p|<1yl|f| <1lycon U~WN(0,0?):

Xy =0Xy 1 —0Ui_1 + Uy

o 2 (1—c9z)*(1—02_1)
" T O i1

2 2
] ")/020'2(1+ ?ii% ), 71:02<¢+0+(01—:_¢¢22¢)7 ’Yk:Qkal Slk>1

.p:’yio’y

por tanto...

o2 1+46%—20cos(w) ,
L] f(CU) = = %Wm, w € [—71'771']

= 7 decae geométricamente con 9*
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1.2.1. ARMA(1,1) (Ejemplo 1)

(1-0,7B)X, = (1+0,8B)U; ¢>0;0<0
ar_params = [1, -0.7]
ma_params = [1, 0.8]

fig = plot_arma_parametric_diagnostics(ar_params, ma_params, sigma2=1, lags=20)
fig.savefig('./img/lecc06/ACF-armaliR.png', dpi=300, bbox_inches='tight')
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fig = plot_arma_analysis(ar_params, ma_params, seed=2026)
fig.savefig('./img/lecc06/Sim-armaliR.png', dpi=300, bbox_inches='tight')
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1.2.2. ARMA(1,1) (Ejemplo 2)
(1+0,7B)X; = (1 —08B)Us; ¢ <0; 6>0
ar_params = [1, 0.7]
ma_params = [1, -0.8]
fig = plot_arma_parametric_diagnostics(ar_params, ma_params, sigma2=1, lags=20)
fig.savefig('./img/lecc06/ACF-armaliA.png', dpi=300, bbox_inches='tight')
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fig = plot_arma_analysis(ar_params, ma_params, seed=2026)
fig.savefig('./img/lecc06/Sim-armallA.png', dpi=300, bbox_inches='tight')
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1.2.3. ARMA(1,1) (Ejemplo 3)
(1-04B)X, = (1—-08B)U;; ¢>0;6>0
ar_params = [1, -0.4]
ma_params = [1, -0.8]
fig = plot_arma_parametric_diagnostics(ar_params, ma_params, sigma2=1, lags=20)
fig.savefig('./img/lecc06/ACF-armaliNVA.png', dpi=300, bbox_inches='tight')
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fig = plot_arma_analysis(ar_params, ma_params, seed=2026)
fig.savefig('./img/lecc06/Sim-armaliNVA.png', dpi=300, bbox_inches='tight')
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1.2.4. ARMA(1,1) (Ejemplo 4)

(1+40,8B)X; = (1+04B)Us; ¢ <0; <0

ar_params = [1, 0.8]

ma_params = [1, 0.4]

fig = plot_arma_parametric_diagnostics(ar_params, ma_params, sigma2=1, lags=20)
fig.savefig('./img/lecc06/ACF-armaliRNV.png', dpi=300, bbox_inches='tight')
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fig = plot_arma_analysis(ar_params, ma_params, seed=2026)
fig.savefig('./img/lecc06/Sim-armaliRNV.png', dpi=300, bbox_inches='tight')
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2. La especificacion del modelo se decide segtn las caracteristicas
de los datos.

£Es la serie
» “estacionaria en media”?
o (ysilo es, £cudl es su media?)
e (y sino loes, £cémo cambia o evoluciona su media?)
» “estacionaria en varianza”? (homoceddstica)
o (ysilo es, £cudl es su varianza?)
o (y si es heteroceddstica, £cémo cambia o evoluciona su varianza?)

£ Estan sus valores correlados con su historia pasada (autocorrelados)? (ACF)



£Qué correlacion tienen los datos con los datos de k periodos atras una vez descontado el efecto
de los datos intermedios? (PACF)

Veamos algunas herramientas estadisticas para poder desvelar estas caracteristicas.

3. Herramientas para desvelar propiedades de una serie temporal

3.1. Analisis grafico
3.1.1. Grafico de la serie temporal

Representa sus valores en el eje vertical (y) frente a una escala temporal en el horizontal (x).
Es util para detectar visualmente:

» tendencias y/o estacionalidad
= cambios de variabilidad
» valores atipicos (outliers)

o el 95% aprox. de una muestra de valores generados por una distribucién normal deberia
estar comprendido entre p + 20

« la probabilidad de que una variable normal genere un valor fuera de las bandas de p+ 30
es 0,0023

(véase grafico IBEX 35)

Es importante escalar y rotular adecuadamente los ejes y asegurar la comparabilidad entre series
y graficos distintos (si los hubiere).

3.1.2. Grafico rango-media
Cambios de variabilidad de una serie pueden evidenciarse en su grafico temporal.
Pero también suelen verse bien en un gréafico rango-media, donde se representa:
= en eje x: nivel de la serie (normalmente la media de submuestras no solapadas).
» en eje y: dispersion de la serie (normalmente el rango de dichas submuestras).

Si los puntos se sittian alrededor de una recta de pendiente positiva: tomar logaritmos.

Veamos el grafico de la serie de pasajeros de lineas aéreas junto a su grafico de rango mediana:

# Leer los datos

df = pd.read_csv('../datos/airline-passengers.csv')
df ['Month'] = pd.to_datetime(df['Month'])

df = df.set_index(['Month'])

# Crear la figura y los subplots
fig, axs = plt.subplots(l, 2, figsize=(15, 5))

# Graficar la serie de tiempo


./img/lecc03/IBEX35.png

axs[0] .plot(df ['Passengers'])

axs[0] .set_xlabel("Month", fontsize=16)

axs[0] .set_ylabel (r"Number of Air Passengers", fontsize=16)
axs[0] .tick_params(axis='both', labelsize=14)

# Graficar el rango-mediana
RangoMediana(df ['Passengers'], ax=axs[1])

plt.tight_layout()
plt.savefig('./img/lecc06/rangoMedianaPasajeros.png', dpi=300, bbox_inches='tight')
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El grafico de rango media a veces se acompana de una regresién de la dispersién sobre los niveles
para medir la relacién nivel-dispersion.

3.2. Determinaciéon del orden de integracion
Un proceso estocastico sin componentes deterministas es (0) si tiene una representacion ARMA

estacionaria e invertible

Mas formalmente, un proceso estocéstico Y que satisface Y; — E(Y;) = Z;”;O YU se dice
que es I(0) si 1 es absolutamente sumable y 3772 # 0 (la primera condicién grarantiza que el
proceso es estacionario, y la dltima condicién excluye que el proceso no sea invertible, por ejemplo,
excluye que ¥(z) sea 1 — 1z).

El orden de integracion de un proceso estocastico Y es el nimero de diferencias necesarias para
transformarlo en un proceso I(0).

Decidir adecuadamente el orden de integracién es crucial en el anélisis de series temporales.

Las herramientas utilizadas para tomar la decisién son

= el analisis grafico

= los contrastes formales

3.2.1. Analisis grafico

# Leer los datos
df1 = pd.read_csv('../datos/PoblacionAustralia.csv')

# Calcular las diferencias



df1['primera_diferencia'] = dfi['pob'].diff()
df1['segunda_diferencia'] = df1['primera_diferencia'].diff ()

# Crear la figura y los ejes, compartiendo el eje x
fig, axs = plt.subplots(3, 1, figsize=(15, 9), sharex=True) # 3 filas, 1 columna

# Graficar la serie temporal

axs[0] .plot(dfi['obs'], df1['pob'])

axs[0] .set_ylabel('Habitantes', fontsize=14)

axs[0] .set_title('Poblacién australiana', fontsize=18)
axs[0] .grid()

# Graficar la primera diferencia

axs[1] .plot(dfi['obs'], dfi['primera_diferencia'l, color='green')
axs[1] .set_ylabel('Primera Diferencia', fontsize=14)

axs[1] .set_title('Primera diferencia', fontsize=18)

axs[1].grid(Q

# Graficar la segunda diferencia

axs[2] .plot(dfi['obs'], dfi['segunda_diferencia'])
axs[2] .set_xlabel('Afios', fontsize=14)

axs[2] .set_ylabel('Segunda Diferencia', fontsize=14)
axs[2] .set_title('Segunda diferencia', fontsize=18)
axs[2].grid(Q)

# Ajustar el layout
plt.tight_layout ()
plt.savefig('./img/leccO6/diferenciasPoblacion.png', dpi=300, bbox_inches='tight')
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La serie de poblacién y tiene una clara tendencia creciente (primer grafico), que desaparece al
tomar una diferencia ordinaria,

Vy=(1-B)xy

(segundo gréfico). Bastar con tomar una primera diferencia de la serie de poblacién para obtener
una nueva serie que se asemeja a la realizacion de un proceso estacionario.
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No obstante, £qué pasa si tomamos una segunda diferencia ordinaria?
VVy =V3y=(1-B)?xy

(segundo gréfico). Pues que la serie obtenida también es estacionaria, pero ojo, es un grave error
tomar mas diferencias de las necesarias al modelizar los datos. Se debe tomar el minimo nimero de
transformaciones que arrojen una serie “estacionaria” (recuerde que decir que una serie temporal
es estacionaria es un abuso del lenguaje).

Si se toman mas diferencias de las necesarias se obtiene un proceso no invertible (raices unitarias
en la parte MA que imposibilitan que el proceso tenga una representacién como AR(oo) causal), lo
cual conduce a problemas de identificacién y estimacion.

# Leer los datos
df = pd.read_csv('../datos/airline-passengers.csv')

# Asegurarse de que la columna Month sea tipo datetime
df['Month'] = pd.to_datetime(df['Month'])

# Establecer la columna Month como indice
df .set_index('Month', inplace=True)

# Calcular el logaritmo de los pasajeros
df ['log_passengers'] = np.log(df['Passengers'])

# Calcular la primera diferencia
df ['primera_diferencia'l = df['log_passengers'].diff()

# Calcular la diferencia estacional (de orden 12)
df ['diferencia_estacional'] = df['log_passengers'] - df['log_passengers'].shift(12)

# Calcular la primera diferencia de la diferencia estacional
df ['primera_diferencia_estacional'] = df['diferencia_estacional'].diff()

# Crear la figura y los ejes, compartiendo el eje
fig, axs = plt.subplots(4, 1, figsize=(15, 12), sharex=True) # 4 filas, 1 columna

# Graficar el logaritmo de la poblacidn

axs[0] .plot(df.index, df['log_passengers'])

axs[0] .set_ylabel(r'$\boldsymbol{y}=\1log(\boldsymbol{z})$', fontsize=14)
axs[0] .set_title('Log de los Pasajeros', fontsize=18)

axs[0] .grid ()

# Graficar la primera diferencia

axs[1] .plot(df.index, df['primera_diferencia'], color='black')
axs[1].set_ylabel(r'$\nabla\boldsymbol{y}$', fontsize=14)
axs[1] .set_title('Primera diferencia (Log)', fontsize=18)
axs[1].grid()

# Graficar la diferencia estactional

axs[2] .plot(df.index, df['diferencia_estacional'], color='red')

axs[2] .set_ylabel(r'$\nabla_{12} (\boldsymbol{y})=(1-\mathsf{B~{12}})*\boldsymbol{y}$', fontsize=14)
axs[2] .set_title('Diferencia estacional (Log)', fontsize=18)

axs[2] .grid()

# Graficar la primera diferencia de la diferencia estacional

axs[3].plot(df.index, df['primera_diferencia_estacional'], color='green')

axs[3] .set_xlabel('Fecha', fontsize=14)

axs[3].set_ylabel(r'$\nabla\nabla_{12} (\boldsymbol{y})=(1-\mathsf{B})*(1-\mathsf{B~{12}})*\boldsymbol{y}$', fontsize=14)
axs[3] .set_title('Primera diferencia de la diferencia estacional (Log)', fontsize=18)

axs[3].grid()
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# Ajustar el layout
plt.tight_layout()
plt.savefig('./img/leccO6/diferenciasPasajeros.png', dpi=300, bbox_inches='tight')
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Como ya vimos, la serie pasajeros en logaritmos tiene tendencia y estacionalidad muy evidentes.
No basta con tomar solo una diferencia ordinaria

Vy = (1-B) *xy;

pues el resultado muestra una pauta estacional. Ni tampoco basta con tomar solo una diferencia

estacional
Via(y) = (1 - B?) xy;

pues resulta una serie que “deambula”, i.e., que no es “estacionaria” en media.

Tomar una diferencia ordinaria y otra estacional
VViz(y) = (1-B) * (1 -B%) xy

arroja una serie que si parece ser “estacionaria’.
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df3 = pd.read_csv('../datos/Retiro.txt"')
# Generar una columna de fechas desde enero de 1985
df3['Fecha'] = pd.date_range(start='1985-01', periods=len(df3), freq='M') # cambiar por 'ME' en el futuro

# Configurar la columna de fechas como indice
df3.set_index('Fecha', inplace=True)

# Calcular la diferencia estacional (de orden 12)
df3['diferencia_estacional'] = df3['TemperaturaMedia'] - df3['TemperaturaMedia'].shift(12)

# Crear la figura y los ejes, compartiendo el eje =
fig, axs = plt.subplots(2, 1, figsize=(15, 8), sharex=True) # 4 filas, 1 columna

# Graficar el logaritmo de la poblacién

axs[0] .plot(df3.index, df3['TemperaturaMedia'])

axs[0] .set_ylabel(r'Grados centigrados', fontsize=14)

axs[0] .set_title('Temperatura media en el Parque del Retiro', fontsize=18)
axs[0].grid)

# Graficar la primera diferencia

axs[1] .plot(df3.index, df3['diferencia_estacional'], color='green')
axs[1] .set_ylabel(r'$\nabla_{12}\boldsymbol{z}$', fontsize=14)
axs[1] .set_title('Diferencia estacional', fontsize=18)
axs[1].grid()

# Ajustar el layout
plt.tight_layout()
plt.savefig('./img/leccO6/diferenciasTemperaturasRetiro', dpi=300, bbox_inches='tight')

Temperatura media en el Parque del Retiro
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201
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10 4

Grados centigrados

Diferencia estacional

Vi2z

1984 1988 1992 1996 2000 2004 2008 2012

En el caso de la serie de temperaturas en el Parque del Retiro, parece que es suficiente con
tomar solo una diferencia estacional.

3.2.2. Contrastes formales sobre el orden de integracion: DF, ADF y KPSS
1. Test de Dickey-Fuller (DF)
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Hj la serie es I(1)
H; la serie es 1(0).

Sea el siguiente modelo donde ¢ es un parametro autorregresivo y U; es ruido blanco

Y, = oY1 + U,

Habra una raiz unitaria (serd no-estacionario) si ¢ = 1. Restando Y;_; a ambos lados

VY, = (6= 1)Yi1+ Ui = Y4+ U,

donde § = ¢ — 1 y, por tanto, la Hy se reduce a 6 = 0.
Pasos del contraste:

= se estima el Ultimo modelo por MCO

= se calcula el ratio ¢t de significacién de ¢

» se compara dicho ratio con la distribucién especifica del contraste DF' (pues bajo la nula,
el ratio t no se distribuye de la forma habitual).

. Test de Dickey-Fuller aumentado (ADF) Una variante habitual del test DF es el test de
Dickey-Fuller aumentado (ADF), que consiste en estimar por MCO el modelo:

VY, =c+0Y; 1 +m VY1 +mVY o+ +m,VY, + U;

que anade p retardos del regresando como regresores para permitir autocorrelacién. Por lo
demas, el test se calcula de la forma habitual (comparando de ratio ¢ de ¢ con las tablas del
test ADF).

Otra variante consiste en incluir una tendencia temporal determinista:

VY; = ¢+ Bt +0Yi1 + m VYt + mVYio + -+ VY + U
——

. Test KwiatkowskiPhillipsSchmidtShin (KPSS) El contraste KPSS es un contraste alternativo
(y complementario) al test DF/ADF

Las hipétesis del test KPSS estan invertidas respecto a las del Test DF
Hy la serie es 1(0).
H; la serie es I(1) o estacionaria en torno a una tendencia determinista
DF/ADF y KPSS se complementan. Si la serie es:
» estacionaria: el test DF/ADF deberia rechazar su Hy : la serie es I(1)
» NO estacionaria: el test KPSS deberia rechazar su Hy : la serie es I(0)

Estos test son poco potentes y son fragiles ante incumplimientos (heterocedasticidad o no-
normalidad); por ello debemos complementarlos con el anélisis gréafico.
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3.3. ACF muestral

La k-ésima autocorrelacion muestral simple (py) se define como:

— n
fi=2i = > KXok para k=12
0 )

donde)?t:Xt—X.

Para valorar la significatividad individual de estas autocorrelaciones puede usarse el error es-
tandar asintético: s.e.(pg) = 1/y/n.

Para contrastar la Hy : los k primeros retardos son conjuntamente no significativos (es decir,
para contrastar si el proceso es ruido blanco) se emplea el test de Ljung-Box
h ﬁz
Q=n(m+2)y L

k:1n_k

(usaremos el test de Ljung-Box para evaluar los modelos).

3.4. PACF muestral

La k-ésima autocorrelacién muestral 7y se puede estimar mediante el algoritmo Levinson-Durbin
sustituyendo las autocorrelaciones tedricas por las muestrales.

O bien, calculando el k-ésimo coeficiente MCO de una autorregresiéon de orden k
Xi = ¢ Xeo1 + oraXoa + - + o Xeo + Uss k=1,2,...

donde Xt = Xt *X y donde 7/1-; = @

3.5. Otras herramientas estadisticas
3.5.1. Estadisticos descriptivos
= el nivel de la serie (media, mediana),
» valores extremos (méximo y minimo). A veces son outliers o errores de registro

» dispersién de la variable (desviacion tipica, coeficiente de variacién, rango, rango interpercen-
tiles, rango intercuartilico)

» otros momentos (asimetria, exceso de curtosis)
También es frecuente contrastar si la media es significativa ( Hy : u = 0)
—_—

% ~ tn_1; dt(p) =
dt(j) Ho

S

df3['TemperaturaMedia'] .describe()
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3.5.2. Contraste de normalidad Jarque-Bera
Jarque-Bera test (Wikipedia)

Si los datos son mayores que cero a menudo la transformacién logaritmica ayuda a conseguir
normalidad

Si hay valores atipicos el mejor tratamiento es intervenirios.

from scipy import stats

rng = np.random.default_rng()

x = rng.normal(0, 1, 100000)
jarque_bera_test = stats.jarque_bera(x)
jarque_bera_test
#jarque_bera_test.statistic
#jarque_bera_test.puvalue

4. Nota final

Se puede demostrar que

» si un proceso tiene una ACF p con cogrado —q y grado g, es un proceso MA(q)

» si un proceso tiene una PACF 7 con cogrado —p y grado p, es un proceso AR(p)

Véase Pourahmadi M. (2001).

Consecuentemente, que la ACF o la PACF se corten “bruscamente” nos indica que el modelo
es AR o MA (ademés de su grado).

Desgraciadamente para los modelos ARMA tanto la ACF como la PACF tienen infinitos térmi-
nos no nulos, por lo que su identificaciéon no es tan sencilla.

ACEF finita ACF persistente
PACEF finita Ruido blanco: retardos conjun- AR: orden indicado por la PACF

tamente NO significativos
PACF persistente MA: orden indicado por la ACF  ARMA

5. Las Ecuaciones de Yule-Walker para un AR(p) estacionario

Sea un AR(p) estacionario: @(B)X; =U; donde ¢(z) =1—¢12' —- - —p,2P. Multiplicando
por X;  y tomando esperanzas:

E[(6(B)X.) - X 4] = B[U, - X, 4]

Estas ecuaciones se denominan Fcuaciones de Yule-Walker y permiten calcular las autocova-
rianzas y autocorrelaciones de manera iterativa.

Por una parte (lado izquierdo):
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Si X es un proceso (débilmente) estacionario con E(X) =0 y ¢ es una serie formal absolu-
tamente sumable; entonces para t, k € Z

E[(¢(B)X:) Xik| = @BEMXN:-Xix) = oB)n (1)
que no depende de t, por ser X es un proceso (débilmente) estacionario.

Por otra parte (lado derecho):

Si X tiene representacion X = 1p * U donde U ~ WN(0,0%) y 1 € £? es una serie formal con
1o = 1; es decir, si es un proceso lineal causal

o0
Xy =U+ 34U,
entonces para t, k € Z

o2 cuando k=0

ElUt- Xet] = E[Ut(Ut*k + Zjil ijtfkij)} - {O cuando k # 0 ®

Veamos cémo usar las ecuaciones 1 y 2 para calcular autocovarianzas y autocorrelaciones de
manera iterativa:

Sea un AR(p) estacionario: @(B)X; =U; donde ¢(z) =1—¢12! —- - —p,2P. Multiplicando
por X;  y tomando esperanzas:

E[(¢(B)Xt) : Xt_k} = E[U; - Xy_4]

para k=0: (porly 2)

p
$Bho=0 = N-—dm-——Gp=0" = C=w-) &Yy

Dividiendo por 7 (y recordando que pg = 1):

®) +2 5 )
pBl)po=— = |n= = Y= <71 -
o 9(B)ro 1 - §:§—1 Dip;

para k> 0: (por 1y 2)

p
¢B)=0] = -G = Ghp=0 F W=D %

Dividiendo por ~p:

p
$B)ox =0| = =1 = Gpep=0 = = bipr.

En resumen, la estructura autorregresiva del proceso impone que las autocovarianzas (y las
autocorrelaciones) verifiquen las ecuaciones de Yule-Walker.
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5.1. Funcién de autocovarianzas para un ARMA (p,q)

Sea un ARMA(p, q) estacionario: ¢(B)X; = 0(B)U; donde ¢ y 0 no tienen raices comunes.
Multiplicando por X;_, tomando esperanzas y sustituyendo X;_j por su representacién MA (o),

donde ¥ = %:

E|(¢(B)X:) - X, k| = E[(0B)) - X, 4| = BE[(0B):) - (w(B)Ui4)]

¢(B)'Yk (por 1) FYW,Y (k)

Donde hemos usando (1) y renombrando (B)U; =W y ¥ (B)U; =Y. Asi:

¢(B)7k = Tw,y (k)

= o2 (0(2) s 1/)(2_1)) por (5 — Lecc3)

k
Por Y como 6(z) * ¢ (z~!) tiene grado ¢ y cogrado —oo
0 k>gq (como en un AR)

o2 (9(2) * @b(z*l))k k <q (que depende de 8y ¢) 3)

d(B)vi = {

(Donde (5-Lecc 3) se refiere a la tltima ecuacién de la Leccién 3)
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