Indice

1.

2.

Introduccion

Predicciones de error cuadratico medio minimo
2.1. Predicciones lineales . . . . . . . . ...

2.1.1.
2.1.2.

2.1.3. Proyeccién sobre el pasado de un proceso lineal causal, estacionario e invertible

Breve recordatorio sobre las proyecciones ortogonales . . . . . . ... ... ..
Las predicciones lineales son proyecciones ortogonales . . . . . .. . ... ..

Calculo de predicciones de procesos ARIMA
3.1, Ejemplos . . . ..o

3.1.1.
3.1.2.
3.1.3.
3.1.4.
3.1.5.
3.1.6.
3.1.7.

ARMA(LL) oo oo
AR(L) . o
MA(L) .« o
Paseo aleatorio sin deriva. . . . . . . . . ... ...
Paseo aleatorio con deriva . . . . . . .. .. .. o
IMA(L) . o
IMA(1) estacional . . . . ... ...

Varianza de las predicciones lineales
4.1. Intervalos de confianza para las previsiones . . . . . .. ... ... ... ... ....

Adaptacion de las predicciones a las nuevas observaciones

Modelos con logaritmos

Nota sobre subespacio sobre el que proyectamos al prever

10
11

12

12

13



Leccion 8. Prediceion de modelos ARIMA

Marcos Bujosa

21 de octubre de 2025

Resumen
Esta leccién se centra en la predicciéon de modelos de series temporales univariantes.

» (slides) — (html) — (pdf) — (mybinder)

Carga de algunos moédulos de python y creaciéon de directorios auxiliares

# Para trabajar con los datos y dibujarlos necesitamos cargar algunos médulos de python
import numpy as np # linear algebra

import pandas as pd # data processing, CSV file I/0 (e.g. pd.read_csv)

import matplotlib as mpl

# definimos parametros para mejorar los grdficos

mpl.rc('text', usetex=False)

import matplotlib.pyplot as plt # data visualization

import dataframe_image as dfi # export tables as .png

= Directorio auxiliar para albergar las figuras de la leccién: para publicar la lecciéon como pdf o
pagina web, necesito los graficos como ficheros .png alojados algin directorio especifico:

imagenes_leccion = "./img/leccO7" # directorio para las imagenes de la leccion
import os
os.makedirs(imagenes_leccion, exist_ok=True) # crea el directorio si no ewiste

Graficos para las ACF, PACF y densidades espectrales tedricas

Cargamos las funciones auxiliares (véase la carpeta src/)

import warnings
warnings.filterwarnings("ignore", category=UserWarning)
%run -i ./src/analisis_armas.py

1. Introduccion

Consideremos una serie temporal y? = (y1,...,yr). En relacién con la prediccién de los valores
futuros de la serie, hay tres aspectos a considerar :

= Necesitamos un método para hacer predicciones basadas en un modelo ajustado a las obser-
vaciones.


https://mbujosab.github.io/Econometria-Aplicada/Transparencias/Lecc08.slides.html
https://mbujosab.github.io/Econometria-Aplicada/Lecciones-html/Lecc08.html
https://mbujosab.github.io/Econometria-Aplicada/Lecciones-pdf/Lecc08.pdf
https://mybinder.org/v2/gh/mbujosab/Econometria-Aplicada/gh-pages?labpath=CuadernosElectronicos/Lecc08.ipynb

= Necesitamos evaluar la incertidumbre asociada a estas predicciones. Sin ello la utilidad de los
prondésticos se ve comprometida.

Es comin expresar la incertidumbre con un intervalo de confianza para la prediccion; un
rango que con alta probabilidad (como 0.95 o 0.99) incluye el valor futuro pronosticado.

= Ademds, la previsién es un proceso dindmico: al recibir nuevos datos, es necesario actualizar
los prondsticos con la nueva informacién.

Los modelos lineales facilitan el calculo de estos tres aspectos.

2. Predicciones de error cuadratico medio minimo

Queremos predecir Y; 1, usando una funcién g de variables aleatorias con indice n < ¢, es decir,
una funcién del conjunto Y., = {Y,, [ n < t}.

Nos referiremos al conjunto Y'|;; como “el pasado” de Y.

Para evaluar diferentes funciones de prediccion, estableceremos como criterio minimizar el error
cuadrdtico medio (MSE):

2
MSE(Yiye, 9u(0)) = E(Yire = 0u(0))

Preferiremos aquel método g;(¢) que minimiza la esperanza del error cuadrético Yy — g¢(¢); donde
g¢(£) es la funcién de prediccién de Yy, ¢ es el indice de la tltima variable aleatoria considerada
y ¢ representa el horizonte de prediccién.

La funcién ¢;(¢) que minimiza dicho criterio MSE es la esperanza condicional de Y, :
E(Yiie | Y)y).

Nota. La esperanza condicional es la proyeccién ortogonal sobre el espacio (de Hilbert) generado
por el conjunto de todas las funciones (medibles) de Y'|;. Dicho conjunto es enorme y, entre otras
muchas funciones, también contiene al conjunto de funciones de Y'|.; que son lineales.

Las predicciones resultantes se llaman predicciones de error cuadratico medio minimo.
El problema de la esperanza condicional radica en que, segin el caso, su calculo puede ser

muy dificil... o sencillamente inviable. Dicho de otro modo, determinar especificamente cudl es la
transformacion de Y |.; que minimiza los errores de prediccién puede ser imposible en la practica.

Como solucién alternativa podemos limitarnos a buscar predictores entre:
= las funciones de Y|, (i.e., funciones “del pasado”) que son lineales;
» para seleccionar aquella con menor error cuadratico medio (MSEL).

Al adoptar esta estrategia, aceptamos cometer mayores errores de predicciéon, MSEL > MSFE,
pues al excluir funciones no lineales, podriamos estar omitiendo la que genera los errores mas
pequenos.

Pregunta: ; Como tiene que ser la esperanza condicional para que MSEL y M SFE sean iguales?
JEn qué caso ocurrird?



2.1. Predicciones lineales
2.1.1. Breve recordatorio sobre las proyecciones ortogonales
Solo recordaremos que como

la proyeccién ortogonal de X sobre H es el elemento de H més proximo a X

» si X € H, la proyeccién de X sobre H es el propio X.
= si Y es ortogonal a todo X € H, es decir, si Y L H, la proyecciéon de Y sobre H es cero.

La proyeccion ortogonal de X sobre el espacio euclideo H se caracteriza porque la diferencia
entre X y su proyecciéon, X, es perpendicular a H.

En el contexto de la prediccién lineal, dicha diferencia X — X recibird el nombre de error de
prediccion.

Puede consultar algunos resultados sobre las proyecciones ortogonales en este enlace.

2.1.2. Las predicciones lineales son proyecciones ortogonales

La forma general de un predictor lineal es
gt(€) = bepYr +bnYio1 +bpaYe 2+ = bex (Y) = be(B)Yy,
donde by es una serie formal de cuadrado sumable.

El error cuadratico medio del predictor lineal (MSEL) es minimo cuando el error de prediccién
(Yite — g1(£)) es ortogonal a cada una de las variables aleatorias del pasado del proceso;! es decir,
cuando

E((Yt+g —bexY|y)- Yn) = 0, para cualquier n < t.

—

Consecuentemente, el mejor predictor lineal (que denotaremos con Y;, ;) es la proyeccién ortogonal
de Y; ¢ sobre la clausura ? del subespacio formado por las combinaciones lineales de 1 y las variables
aleatorias Y;,Y;_1,Y: o, .. ..

Denotando dicha clausura con Hy,, podemos decir que el predictor lineal que minimiza los
—
errores de prevision, Y, es la proyeccion ortogonal de Y;; ¢ sobre Hy,.

Es habitual referirse a los elementos de Hy, como variables observadas;® y a todo el espacio Hy,
como el conjunto de informacion empleado en la prevision.

LCuando el proceso Y tiene media cero, esta condicién es equivalente a que el error de previsién esté incorrelado
con el pasado del proceso.

2Sea 5p{1,Y;,Yi—1,...} la clausura en la norma de L? del subespacio vectorial engendrado por la constante 1 y el
“pasado” de Y. Es decir, completamos el conjunto sp{1, Yz, Y;_1,...} de las combinaciones lineales de la constante 1
y las variables {1, Yz, Y:—1, ...}, con los limites de todas las sucesiones de Cauchy de elementos de sp{1, Yz, Yi—1,...}
(es decir, le afiadimos la clausura). De esta manera toda sucesién de Cauchy de elementos del espacio converje en
norma a algin elemento del propio espacio, pues hemos anadido los limites (as{ tendremos un espacio de Hilbert
donde la proyeccién ortogonal estd bien definida). Para abreviar, denotaremos sp{1, Yz, Y:—1,...} con Hy,.

3Este nombre viene sugerido por el contexto de la previsién de datos reales. Pero es solo una interpretacién
del formalismo matemaético. Fijese que los objetos con los que estamos tratando son wvariables aleatorias, es decir,
funciones matematicas. Las funciones mateméaticas son una costruccion intelectural por lo que, en ese sentido, hablar
de variables aleatorias del pasado es similar a hablar de los argonautas del futuro o los unicornios del pasado. Lo que
es relevante es que dichas variables son elementos del espacio Hy, sobre el que estamos proyectando las variables.


https://mbujosab.github.io/CursoDeAlgebraLineal/libro.pdf#appendix.13

Cuando Y = ¢ x U es un proceso estocdastico lineal causal, estacionario e invertible, se cumple
que Hy, = Hy, (véase la seccién Nota sobre subespacio sobre el que proyectamos al prever).*

Restringir la btisqueda a funciones lineales implica que, si la esperanza condicional no es lineal
respecto al pasado, el mejor predictor lineal sera inferior a la esperanza condicional.

MSE < MSFEL.

La igualdad se da solo cuando la esperanza condicional es lineal en Y'|;; y por tanto no ha sido
excluida por la restriccion. En resumen, MSEL = MSFE solo cuando la esperanza condicional
E(Yite | Y|:t) coincide con la proyeccién ortogonal de Yi;, sobre Hy, (que es exactamente lo que
ocurre cuando el proceso estocastico tiene distribuciéon normal).

Los resultados anteriores, aplicables a procesos estacionarios infinitos, también son validos para
procesos no estacionarios si consideramos un tramo finito del pasado de Y, es decir, si nuestra
prediccion depende de Y .7 = (Y1,...,Y7). En tal caso la discusién se centra en proyectar (o
condicionar la esperanza®) sobre el conjunto finito de variables aleatorias del pasado Y .. Asi,
tanto la esperanza como la varianza condicional serdan finitas, lo que asegura que todo esté bien
definido.

2.1.3. Proyeccion sobre el pasado de un proceso lineal causal, estacionario e invertible
Sea Y = ¢+« U es un proceso estocéstico lineal causal, estacionario e invertible.

Para £ > 0,

= denominamos prevision de Yiiy basada en la historia del proceso hasta Y; a la proyeccion

———

ortogonal de Y;,4 sobre Hy,; que denotamos con Y; .

= Andlogamente, la “prevision m basada en el pasado de'Y ” es la proyeccién ortogonal de
U4 sobre Hy, = Hy,.

—

Fijese que Uy ; siempre es cero; pues el ruido blanco es ortogonal a su pasado, Upy¢ L Hy,,
por ser incorrelado y con esperanza nula®

Sin embargo, para los indices (¢ — k) donde k& > 0:

= la proyeccién de Y;_j y la de U;_j sobre Hy, son las propias Y;_ y U;_j respectivamente,
ya que ambas variables aleatorias pertenecen al espacio Hy, = Hy, sobre el que se proyectan
(i.e., son variables observadas).

Ademas para cualquier indice j:

= Con las secuencias constantes (c¢; = ¢ para todo t) tenemos que ¢;; = ¢ dado que 1-c € Hy,.

4donde Hy, denota la clausura en la norma de L? del subespacio generado por la constante 1 y el pasado del
proceso de ruido blanco U

Sentonces estaremos proyectado ortogonalmente sobre funciones medibles de un conjunto finito de variables alea-
torias: {Y1,...,Yr}.

SPara una discusién sobre correlacién y ortogonalidad, léase la seccién 3.1.1 de los apuntes https://github.com/
mbujosab/Ectr/blob/master/apuntes-Ectr-print.pdf


https://github.com/mbujosab/Ectr/blob/master/apuntes-Ectr-print.pdf
https://github.com/mbujosab/Ectr/blob/master/apuntes-Ectr-print.pdf

Tras este repaso de las proyecciones ortogonales, ya podemos ver cémo calcular predicciones
para los modelos ARIMA causales.

3. Calculo de predicciones de procesos ARIMA

Sea Y un proceso ARIMA(p,d,q) x (P,D,Q)s
¢,(B) ®p(B°) VIVYY, = c+60,(B)©,(B°)U;; teN.
donde ¢ puede ser distinto de cero para permitir procesos con esperanza no nula.

Denotemos con ¢ al polinomio de grado p+ P + d + D resultante del producto convolucién de
los polinomios de la parte AR:

p(2) = @,(2) * ®p(27) % Vo« V]Sj.

Y denotemos con 9 al polinomio de grado g + @ resultante del producto convolucién de los polino-

mios de la parte MA:
9(2) = 0,(2) * ©,4(2°).

Entonces podemos reescribir el modelo ARIMA de una manera mucho méas compacta:
p(B)Y; =c+9(B)Us.
Debido a la simple estructura de los modelos ARIMA, tenemos que

p q
Vi=c+ > onYew+ U+ > 09Uy (1)
k=1 =1

De (1), para £ = 0,41, 42, ... y t arbitrario

p q
Vipe=c+ Y opYertk + Upse + Y, —0kUsro, (2)
k=1 k=1

Dividiendo los sumatorios de (2) en dos partes: por un lado la suma desde k = 1 hasta £ — 1, y
por otro la suma del resto (de £ en adelante); tenemos que’

1 -1
Yie=c+ Y onYipor+ Z OrYero—k + Upre + Y, —0rUpro—i + Z — kUt 0k, 3)
k=1 k=t k=1 k=t

Indicar la relacién de cada elemento con el subespacio Hy, nos ayudara a calcular las previsiones:

€Hy, €Hy, pues k>/ €Hy, pues k>{
=~
l—1 -1
Yire= ¢+ exYirik +Z%Yt+e k4 Ue + Y —9Usi—k +Z —UUpto—k; con £ > 1.
k=1 = k=1 k=¢C
—_——— ~— —
ZHy, pues k<t 1Hy, LHy, pues k<t

(4)

"Recuerde que en la notacién con sumatorios se asume que si el limite inferior del indice (el que aparece abajo del
. . . . n
sumatorio) es mayor que el valor que aparece arriba, el sumatorio es cero: si m > n entonces Zi:m a; =0.




Por linealidad de la proyeccion ortogonal, el predictor ¢-pasos adelante de Y; es

-1 p q
Yirge =+ Y oeYerokt + Y orYerok + O —0Usso—i : (5)
k=1 k=t k=t

donde lo que era ortogonal a Hy, se anula, y lo que pertenece a Hy, no cambia.

A partir de esta expresién podemos obtener férmulas recursivas tanto para los predictores como
para sus actualizaciones cuando se disponen de nuevas observaciones.

3.1. Ejemplos
3.1.1. ARMA(1,1)

Yipe =c+ ¢1Yipo—1 + Uppr — 01U,

la ecuacién (5) da lugar a dos casos en funcién de ¢
Yijip =c+ @1V — 01U

o —

—
Yieop =c+ 1Yoy cuando £ > 2.
donde la segunda ecuacion es recursiva (y la primera nos indica el paso inicial). Asi:

Para /=1 m:c—kqﬁlYt—GlUt.

Para /=2
Yiro =c+ ¢1f+1\\t
=c+ ¢1(c+ ¢1Y: — 01Uy)
=c(1+ ¢1) + ¢1Y; — 161U,
Para /=3

Yiy3=c+ ¢51m
=c+ ¢1(c(1+ ¢1) + 1Y, — $101Uy)
=c(1+ ¢1 + ¢7) + $1Ys — 1601 Us.

Para | = k Repitiendo el procedimiento llegamos a que:

Yipep = oL+ é1 + -+ 6) + 61Y; — ¢{ 101U

Como |¢1| < 1y |0] <1, la prediccién cuando ¢ — oo tiende al valor esperado del proceso

C

o

o
lim Y3, 44 =
{—00



3.1.2. AR(1)

Basta sustituir # = 0 en (6) para particularizar el resultado un modelo AR(1),

— C
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3.1.3. MA(1)

De igual manera, sustituyendo ¢ = 0 en (6) particularizamos para un modelo MA(1),

—

Yiap = =5 — U4

—
Cc

Yiege =174, paral=>2.

Y —
prediccién
Intervale de 95 por (\el'm) —r—

L L L L L
1975 1976 1977 1978 1979 1980

En ambos casos se observa que Y}, 4, converge a su valor esperado yu = E(Y;1,) cuando £ — oo.
Esta propiedad se verifica en todos los modelos ARMA estacionarios, causales e invertibles.



3.1.4. Paseo aleatorio sin deriva

Para un paseo aleatorio ¢ =1, =0y pu =0 en (6):

th—i—€|t:Y;f’ 621’2""7
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3.1.5. Paseo aleatorio con deriva

Si el paseo aleatorio tiene deriva, el modelo es ¢ =1, 8 =0y p # 0 en (6):

Vip=c-6+Y, £=1,2,...,
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3.1.6. IMA(1)

Basta sustituir ¢1 = 1 en (6) para particularizar el resultado a un modelo IMA(1),

Yipp =c+Yi— 601U
Yipgp =c L+Y— 601U, cuando ¢ > 2.



B —

prediccién
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1980

3.1.7. IMA(1) estacional

Para V12Y; = (1 — ©1B'?)U; (con p = 0 para simplificar); donde j = 1,2,...,12
=Yirj—12 — U j—12-1.

cuando ¢ > 1.

Yt+j\t
—_—

prediccion de cada mes {
Yirirazor = Yigje
Desde el segundo ano, cada predicciéon es como la del mismo mes del afio anterior.

105 -
c —
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4. Varianza de las predicciones lineales

Consideremos primero modelos lineales, causales y estacionarios.
Sea Y; = ¥(B)U; la representacién MA del proceso, donde ¥ = ¢! x 6. Entonces:

Yo =Y UilUiei.
i=0

La prediccion lineal éptima serd su proyeccién ortogonal sobre Hy;:

oo
—
Yipop = Y eyiUsy.
Jj=0

10



—
Restando Y, de Yii¢ obtenemos el error de prediccion:

et(0) = Yire =Ygy = Uppe +01Uso1 + - + Y 1Uppa,
Cllya esperanza, €s Cero.

Asumiendo que Y tiene distribucién gaussiana, @t = E(Yiqe | Y|4); y por tanto

Ele(0)?] = Var(e() = 0*(1+ 4 + -+ vFy)
donde 1+ % + .-+ + 1/1%_1 es la suma del cuadrado de los £ primeros coeficientes de la secuencia
1 = ¢! % 0, que es una secuencia de cuadrado sumable.
Y ahora consideremos modelos lineales, causales NO estacionarios.

» Suponga que Y es SARIMA (¢ tiene raices en el circulo unidad) pero que simultdneamente
U tiene un comienzo (que U; = 0 para t < 0; por tanto Y; = ¥(B)U, = 0 para t < 0).

= El célculo sigue siendo el mismo. Aunque ahora 1 = ¢~ " * 0 no es de cuadrado sumable, en
las sumas solo hay una cantidad finita de términos no nulos.

= La incertidumbre en las predicciones difiere entre modelos estacionarios y no estacionarios.
En los estacionarios, como 1, — 0 cuando k aumenta, la varianza de la prediccion tiene a un
valor constante: la varianza marginal del proceso.

Por ejemplo, en un modelo AR(1), donde v, = ¢*, cuando ¢ tiende a infinito

lim Var(er(£)) = o*(L+ 4 + 5 +---) = 0?/(1 = ¢?).

L—o0

Si |¢| estd préximo uno, la varianza marginal serd mucho més grande que la varianza condicionada,
o2. Pero la incertidumbre es finita pues la varianza marginal también lo es.

= En modelos no estacionarios, como la serie 3" 12 no converge, la incertidumbre en la prediccién
a largo plazo crece indefinidamente: no se puede anticipar el comportamiento de un
proceso no estacionario a largo plazo.

4.1. Intervalos de confianza para las previsiones

Si asumimos que la distribucién de las innovaciones es gaussiana, podemos calcular intervalos
de confianza para diferentes horizontes de prediccién.

—

Como Y;4 tendra distribucion normal con esperanza Y, y varianza

P(L+Y7+ -+ 7 ),

Virs € (Tova £ 21 Var(ea(s)

donde z1_, son los valores criticos de la distribucién normal.

tendremos que

En modelos MA(q) la varianza deja de crecer si £ > ¢, pues 1, = 0 para todo k > q.

11



5. Adaptacion de las predicciones a las nuevas observaciones

Contamos con predicciones para t + 1 hasta ¢ + j basadas en Hy,. Queremos actualizarlas con
Hy,.,- Segun (7), la prediccién de Y;;, con informacién hasta ¢ es:

Yivoge = YUt + Yo aUp—1 + - ...

—

—_—
Comparando Y;q; con Y;1 obtenemos el error de prediccion U1 = Y41 — Yy

La nueva prediccién para Y;yy, incorporando Y;yi como informacion adicional, sera:

Yiro—1ji41 = Ye1U + U1 + . ..

Restando las dos previsiones, tenemos que:

—

Yire1j+1 — Yeror = Ye-1Usq1.
Al observar Y11 y obtener el error de previsién Uiy, podremos revisar las previsiones:
—_— —
Yire1i01 = Yirge + Ye-1Ua

(las predicciones se revisan sumando un multiplo del dltimo error de prediccién).

Si no hay error de previsién un periodo adelante (U1 = 0), no hay revision del resto.

6. Modelos con logaritmos

Si se tomaron logaritmos para estabilizar la varianza, es necesario recuperar las previsiones de
la serie original a partir de las de la serie transformada. Si

Yite = In(Xpp)
entonces la prevision puntual de la serie original es
— — ]_
Xovop = exp | Yo + §Var(et(£))

Y el Intervalo de confianza
Il—a(XtM) = (aa b)

donde
a =exp (m - (217%) Var(q(ﬁ)))
b=exp (@ + (Z1_%) VW’(et(E)))

que es no simétrico alrededor de la prevision.

12



7. Nota sobre subespacio sobre el que proyectamos al prever

Sea un proceso estocastico lineal causal y estacionario de segundo orden definido por

o0

Y, =Y Ui,

k=0
donde:

- Zzo:() ¢1% < o0,
» U es un proceso de ruido blanco con E[U;] =0y E[U?] = 02 < o0,

= el proceso es invertible, es decir, existe una secuencia {m;};>o con > 72 77? < oo tal que
o0
Ut = Z T Y;g,j.
J=0

Bajo las hipétesis anteriores se cumple que los subespacios cerrados de L? generados por el
pasado de Y; y por el pasado de las innovaciones U; son iguales:

Hy, = Hu,

donde Hz, =35p{l, Zn, Zn_1,...} denota la clausura en la norma de L? del subespacio engendrado
por las variables aleatorias {1, Z,,, Z,,—1, Zn—2, . . .}. He incluido la constante 1 para poder considerar
procesos con esperanza no nula. La “H” de la notaciéon Hz, tiene como objetivo recordar que se
trata de un espacio de Hilbert y que dicho espacio esta engendrado por las variables aleatorias que
constituyen la “Historia” del proceso desde Z,, hacia atras.

Demostracion:
1. Primera inclusion C:

Cada Y; se puede expresar como combinacién lineal de las innovaciones pasadas:
(o]
Y= e Upg.
k=0

Por tanto, todo Y; pertenece al subespacio cerrado generado por {1,U;,U;_1,U;_9,...}, y al
incluir la clausura en L? obtenemos
Hy, € Hu,

2. Segunda inclusion D:

Por invertibilidad, cada U; se puede escribir como combinacion de las Y pasadas:
[e.e]
U = Z Tm Yi—m-
m=0

Asi, cada U, pertenece al subespacio cerrado generado por {1,Y;, Yi_1,Y;_o,...}, y al incluir
la clausura en L? obtenemos la inclusién opuesta.

HYt 2 HU)‘,
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