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En esta leccion veremos conceptos algebraicos usados en la modelizacién de series temporales.

1 Secuencias de numeros

1.1 El espacio vectorial de las secuencias infinitas (]RZ, +, )

Consideremos el conjunto R% de secuencias infinitas de niimeros reales

T = (, r_9, T_1, Lo, X1, :UQ,...) = (l’t ‘ t e Z)

Las secuencias se pueden sumar y también se pueden multiplicar por escalares.
Si ¢,y € RZ y a € R, entonces

a:—l—y:(xt—l—yt]teZ)

y
a-x=(a-z|te).

El conjunto RZ junto con la suma elemento a elemento y el producto por escalares constituyen un
espacio vectorial.

1.1.1 Notacién mediante funciones generatrices

En la expresion * = (..., z_9, x_1, Tp, *1, T2,...) separamos los elementos por comas, e
indicamos la posicién con un subindice. Pero en
a = (...,0,1,4,9 20,...

,qué posicién ocupan estos nimeros en la secuencia?
Las funciones generatrices resuelven este problema. En ellas los elementos se separan con el
sfmbolo "+" y la posicién es indicada con la potencia del simbolo "z"

a = - F02 24127 44204924022 4 -

Asi podemos denotar la secuencia & de manera muy compacta del siguiente modo

o
x = Z 2t = x(2)
t=—00
iPero esta expresion no es una suma! es solo un modo de expresar una secuencia. Dicha
expresion se denomina funcién generatriz.
La sucesién 0 =32 _ 02! se denomina sucesion nula.
Ademds, denotaremos con 1 la secuencia constante uno: 1= (..., 1,1,1,...) = 3,5 12"



1.1.2 Caracteristicas de algunas secuencias

En una sucesién a no nula llamamos
Grado al menor indice entero que verifica la propiedad:
j > grado(a) = a; =0

Para la sucesion, 0, diremos que su grado es menos infinito (grado(0) = —o0).

Cogrado al mayor indice entero que verifica la propiedad:
J < cogrado(a) = aj; =0

Para la sucesién, 0, diremos que su cogrado es infinito (cogrado(0) = o0).
Una sucesiéon a es
Absolutamente sumable (/') si S22 || < o
De cuadrado sumable (/%) si  >2° _ a? < o0

Una sucesién absolutamente sumable siempre es de cuadrado sumable, ¢1 C ¢2.

1.1.3 Algunos subespacios de (RZ, +, ")

Secuencias con final si tienen grado (a partir de cierto indice son cero).

P
a(z)=(..., ap-3, ap—2, ap_1, ap, 0, 0, 0,...) = Z a2t
t=—00

Secuencias con principio si tienen cogrado (antes de cierto indice son cero).
[e.e]
t
a(z)=(..., 0, 0, 0, ag, agt1, Gks2, Akt3,...) = Z%Z keZ
t=Fk
Series formales si su cogrado > 0.
o0
t
a(z)=(..., 0, 0, 0, ag, a1, ag, a3,...):Zatz k>0
t=k
Polinomios son series formales con grado
P
t
a(z)=(...,0,0,0, ap, ar,..., ap, 0, 0, 0,...) :Zatz k>0
t=k

(p.e. ap+aiz+ azz? es un polinomio de grado 2).


https://en.wikipedia.org/wiki/Formal_power_series

1.2 Producto convolucién

Sean a y b sucesiones con principio (con cogrado). Su producto convolucién es la sucesion:

(axb), = Z arbs; r,s,t €7
r+s=t

El cogrado de a * b es la suma de los respectivos cogrados.
La convolucién también esté definida entre sucesiones:

o con final (con grado). El grado del producto es la suma de los respectivos grados.

o absolutamente sumables (¢!).

‘ TODO Incluir las demos en los apuntes :QECTRAPL:

1.3 Anillos conmutativos y cuerpos
1.3.1 Anillos conmutativos

Un anillo conmutativo es un conjunto S equipado con dos operaciones binarias, la suma + y el
producto * que satisfacen tres conjuntos de axiomas.
En cuanto a la suma

e (a+b)+c=a+ (b+c) paratodo a,b,cen S (i.e. + es asociativa).
e a+b=>b+a paratodoa,ben$S (i.e. + es conmutativa).
o FExiste un elemento 0 tal que a + 0 = a para todo a € S.
o Para cada a € S existe —a € S tal que a + (a) = 0.
En cuanto al producto
e (axb)xc=ax(bxc) paratodo a,b,cenS (i.e. * es asociativo).
e axb=>bx*xa paratodoa,benS$S (i.e. * es conmutativo).
o Existe un elemento 1 tal que a * 1 = a para todo a € S.
El elemento 1 es la secuencia cuyos elementos son cero excepto un 1 en la posiciéon cero:
1 =12 = (...,0,0,[1],0,0,...)
El producto es distributivo respecto de la suma: Para todo a,b,c en S
e ax(b+c)=(axb)+(axc)
e (b+c)xa=(bxa)+ (cxa)
1.3.2 Cuerpos
Un cuerpo es un anillo conmutativo que adicionalmente satisface:

o Para cada @ € S no nulo (a # 0), existe b € S tal que axb = 1.

(Todo elemento no nulo del conjunto tiene una inversa en dicho conjunto)



1.4 Clasificacion de algunos subconjuntos de sucesiones

Son anillos el conjunto de series formales (cogrado > 0), polinomios y £!.

Para algunas sucesiones (no nulas) de estos subconjuntos o no existe inversa o, cuando existe,
es una sucesion de otro tipo (p.e. las inversas de un polinomio no son polinomios en general).

Son cuerpos el conjunto de secuencias con principio, secuencias con final (y el Cuerpo de frac-
ciones de polinomios)

1.5 Inversas
1.5.1 Inversas de secuencias con principio
Supongamos que a # 0 y que k = cogrado(a). Definimos b del siguiente modo:
0 sij<—k
bj = i sij=—k
DS MR I B

Por construccién, cogrado(b) = —k y en consecuencia (a * b); = 0 si j < 0. Obviamente,
(a*xb)y=1;y ademas (a*b); =0sij > 0.

Es asi ya que

j—k
(axb); = Z aybs = Z aj—rby

r+s=j r=—k
j—k—1
= Z aj—rbr + akbj,k
r=—k
Ikt ik
= Z G;j—rbr‘i‘ak(i Z bTaj—k+k—r)
ay
r=—k r——*Fk
J—k-1 j—k—1
= Z ajfTbT‘ - Z b?“ajf'r =0
r=—%k r=—=k
Ejemplo: Para el polinomio 1 — az
0 sij<O
(1 —az)™" = inversa con principio de (1 —az)=4¢1 sij=0
a’ sij>0

es decir (...,0, , a, a?, a®,...) = 270 a’27;  (donde la posicién j = 0 estd marcada con un
recuadro).



Comprobacion:
(1—az) ZjajzJ = Za]zj - azZa]zJ
= = =
— Z al — Z al 2
_CLOZO + Z . aj

=120 + Z 027 =1
j=1

1.5.2 Inversas de secuencias con final
Supongamos que a # 0 y que p = grado(a). Definimos b del siguiente modo:

0 sij>—p
bj =14 o sij=—p
;j} i br@jipy  Sij < —p

Por construccion, grado(b) = —p.

Ejemplo: Para el polinomio 1 — az

0 sijg>—1
(1 —az)¥" = inversa con final de (1 —az) = { =1 sij=-1
— sij<-1
es decir (..., 5—31, ;—21, _al,@, )= j_:l_oo —al
Comprobacién:
—1 A —1 —1
(1—az) > —d2/ =Y —d2d +(-az) Y —als
j=—00 j=—00 j=—o00
~1 0
= Z —a? 2+ Z al 2’
j=—00 j=—00
—1 —1
= Z —a 2 + Z a’ 2+ a°2°
pR— j=—oo
—1
=Y (@ -d)d+1 =1
Jj=—00

Si definimos la funcién entre secuencias R : RZ — R? tal que R(aj) = a—j, es decir, la funcion
/reverso/

R(a(2)) =a(z™")

se puede demostrar que para toda secuencia con final a
— —D>
= R((R(@)™).

6



1.5.3 Inversas de polinomios

Ahora sabemos que todo polinomio

por tener cogrado tiene una inversa con cogrado (con principio)
por tener grado tiene una inversa con grado (con final)

y que dichas inversas no son de la forma %%, a;2t 6 S°F___a;2' (i.e., no son polinomios).
Por el ejemplo anterior sabemos que para 1 — az ambas inversas son

. (1—az)_>:Z‘;ioajzj = (...,0, , a, a®, a3,...)

o (1—azx)* = j_:l_oo—ajzj = (...,;—31, ;—21, _71, yeel)

Es evidente que si |a| # 1 una de las inversas est4 en ¢! y la otra no.
Pero si |a| = 1 ninguna de las inversas pertenece a ¢!
Ademas, por el Teorema fundamental del Algebra también sabemos que:

Todo polinomio univariante no nulo con coeficientes reales puede factorizarse como

CoPL¥- kP

donde c es un nimero real y cada p; es un polinomio ménico (i.e., el coeficiente de 2°
es 1) de grado a lo sumo dos con coeficientes reales. Mds ain, se puede suponer que los
factores de grado dos no tienen ninguna raiz real.

Podemos factorizar un polinomio a sin raices de médulo 1 como
a=bxc
e donde b es un polinomio con las raices de médulo menor que 1y
e donde c es un polinomio con las raices de médulo mayor que 1
Como tanto los polinomios a, b y ¢ como las inversas b*~ y ¢ pertenecen al anillo ¢!,
ax (b xc )= (bxc)x (b xc ") =bxb¥  xcxc " =1x1=1.

La secuencia (b~ *¢c™>) es "la" inversa de a en ¢

En general, dicha inversa no tiene grado ni cogrado finitos y se denota con a™! = %
(es la inversa que aparece en los libros de series temporales)

Evidentemente dicha inversa no existe si a tiene alguna raiz de médulo 1.

En los manuales de series temporales se dice que un polinomio a es invertible si

(la inversa con principio) @ > = a~! (la inversa absolutamente sumable).

(v solo es posible si sus raices estan fuera del circulo unidad).

Hay infinitas inversas. Si una secuencia tiene dos inversas, entonces tiene infinitas.
Sean a, b y d secuencias tales que axb=1 y axd =1; y sean 8y § dos escalares tales que
8+ = 1. Entonces

ax(fb+dd)=p(axb)+dlaxd)=p1+01=(8+)1=1
Asi, para 3y ¢ tales que 3+ § = 1, sabemos que (8b + dd) es otra inversa de a.


https://en.wikipedia.org/wiki/Fundamental_theorem_of_algebra

1.5.4 Cuerpo de fracciones de polinomios

El cuerpo de fracciones de polinomios

{p*q™ | py g son polinomios y g # 0} ;

es un subcuerpo del cuerpo de las sucesiones con principio (i.e., con cogrado finito)

Toda fraccion de sucesiones con grado y cogrado (con principio y final) pertenece al cuerpo de
fracciones de polinomios, pues toda sucesion con grado k y cogrado es de la forma p* (2¥)™, donde
p es un polinomio.

Cuando las raices del polinomio q estan fuera del circulo unidad (i.e., ¢~ = g~!) es habitual

denotar la secuencia p x ¢~ asi %’

)
(P*xq ")(2) )

Este conjunto es fundamental en la modelizacion ARIMA.

1.6 Operador retardo B y suma de los elementos de una secuencia.

Por conveniencia se usa el operador retardo B en la notacion:
Bx; = 41, parat e Z.
Aplicando el operador B repetidamente tenemos
kat = x4, parat,z€Z

Asi, si la secuencia x(2) = .72 x:2! es sumable, entonces la expresién

[e.9]

{E<B)= Z I‘tBt = --+r 9+ 1+x0+T1+"""

t=—00

tiene sentido como suma.

1.6.1 Polinomios y secuencias en el operador retardo a(B) actuando sobre secuencias
Asi, para el polinomio a(z) = ag + a1z + a2z + a3z, y la secuencia y, tenemos
a(B)y: = (ao + a1B + a2B* + azB?)y,

= aoy: + a1 Blyt + GQBzyt + G3Bgyt
= apYt + a1Y¢—1 + a2Yt—2 + azyr—3

= Zi:() ArYi—r

= (a*y)
Y en general, si @ e y son secuencias sumables, entonces

a(B)yr = (- +a_9B+a_1B~ +ag+aiB+asB>+-- )y,
o+ a—2Yyo + a1yl + aoyr + a1y—1 + a2yp—2 + - - -
= (a*y)



1.7 Convolucién de una serie formal con el "reverso" de otra

Por tdltimo, si tenemos dos series formales a y b, entonces

a(z) *b(z71) =(apz® + a1zt +agz® + ) (- +baz 2 F b1z + bp20)

(. ey Z aj+gbj, Z aj_lbj, ZjeZ ajbj s Z aj+1bj, Z a,j+2bj, e )

JEZ. JEZ. JEZ. JEZ.

(D ajunty | ke Z)

JET

es decir,

(a(z) * b(z_l))k = Z ajiib;.

JET
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