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Resumen

Esta leccion veremos las dificultades que ocasiona la correlacién serial y algunos tipos de
procesos débilmente estacionarios que nos permitiran lidiar con ella. En particular veremos los
procesos lineales, su valor esperado y su funciéon de autocovarianzas, la funcién de covarianzas
cruzadas entre dos procesos lineales, y las ecuaciones de Yule-Walker.

» leccion en html

= leccién en mybinder

Carga de algunas librerias de R

Primero cargamos la libreria tfarima (Repositorio Cran: https://cran.r-project.org/web/
packages/tfarima/index.html; repositorio GitHub: https://github.com/gallegoj/tfarima)

library(tfarima) # libreria de José Luis Gallego para Time Series
library(readr) # para leer ficheros CSV

library(ggplot2) # para el scatterplot (alternaticamente library(tidyverse))
library(ggfortify) # para pintar series temporales

library(jtools) # para representacién resultados estimacion

library(zoo) # para generar objetos ts (time series)

y ademads fijamos los pardmetros por defecto para las figuras en png del notebook

# fijamos el tamafio de las figuras que se gemeran en el notebook
options(repr.plot.width = 12, repr.plot.height = 4, repr.plot.res = 200)

1. Series temporales vs datos de seccién cruzada

Corresponden a observaciones de un mismo objeto a lo largo del tiempo. El indice indica el
instante de cada medicién. El orden cronoldgico puede ser crucial al modelar los datos.

= Kl motivo es que frecuentemente el valor medido en un instante de tiempo esta relacionado
con otras mediciones proximas en el tiempo (correlacion serial).

= Si es asi, ya no deberiamos asumir que las variables aleatorias del proceso estocastico subya-
cente, X = (X; |t € Z), son independientes entre si.

Esto tiene importantes implicaciones en las técnicas de anélisis y los modelos a utilizar.

Veamos algunos ejemplos de series temporales. . .
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1. Poblacién en Australia

PoblacionAustralia_ts = as.ts( read.zoo('datos/PoblacionAustralia.csv',
header=TRUE,
index.column = 1,
sep=",",
FUN = as.yearmon))
p <- autoplot(PoblacionAustralia_ts)

p <- p + labs(y = "Habitantes", x = "Afios") + ggtitle("Poblacién australiana (datos anuales)")
p <- p + scale_x_continuous(breaks = scales::pretty_breaks(n = 20))
P
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PIB_UEM_df <- read_csv("datos/PIB_UEM.csv",
show_col_types = FALSE)
fmt <- "%YQY%q"
PIB_UEM_df$Time <- as.yearqtr(PIB_UEM_df$obs, format = fmt)
head (PIB_UEM_df,3)
<- ggplot (PIB_UEM_df, aes(Time, PIB))
<- P + geom_point() + geom_line()
<- P + scale_x_continuous(breaks = scales::pretty_breaks(n = 15))
<= P + labs(y = "Miles de millones de euros", x = "Afios")
<- P + ggtitle("PIB UEM a precios corrientes (datos trimestrales). Fuente Banco de Espafia")
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3. Temperatura media en el Parque del Retiro. Madrid

TemperaturaRetiro_df <- read_csv("datos/Retiro.txt", show_col_types = FALSE)
# Afiadimos fechas



TemperaturaRetiro_df$Time <- as.yearmon(1985 + seq(0, nrow(TemperaturaRetiro_df)-1)/12)

<- ggplot(TemperaturaRetiro_df, aes(Time, TemperaturaMedia))

<- P + geom_line() # + geom_point()

<- P + scale_x_continuous(breaks = scales::pretty_breaks(n = 25))

<- P + labs(y = "Grados Celsius", x = "Afios")

<- P + ggtitle("Temperatura media mensual en el Parque del Retiro. Fuente: Comunidad de Madrid")
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4. Rendimiento porcentual diario del IBEX 35 (std)

IBEX35_ts = as.ts( read.csv.zoo("datos/IBEX35.csv",
strip.white = TRUE))
P <- autoplot(IBEX35_ts) + scale_y_continuous(breaks = scales::pretty_breaks(n = 12))
p <- P + labs(y = "Desviaciones tipicas", x = "Dias")
p <- P + ggtitle("Rendimiento porcentual diario del IBEX 35 (std.). Fuente: Archivo Prof. Miguel Jerez")
p

Rendimiento porcentual diario del IBEX 35 (std.). Fuente: Archivo Prof. Miguel Jerez
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= Datos centrados y estandarizados, i.e. el eje vertical estd en desviaciones tipicas.

= Los wvolatility clustering son caracteristicos de series financieras de alta frecuencia.

5. Produccién de cemento

ProduccionCemento_df <- read_csv("datos/ProduccionCemento.csv",
show_col_types = FALSE)
fmt <- "% YM/m"
ProduccionCemento_df$Time <- as.yearmon(ProduccionCemento_df$obs, format = fmt)
# head(ProduccionCemento_df,3)
P <- ggplot(ProduccionCemento_df, aes(Time, ProduccionCemento))



P <~ P + geom_line() # + geom_point()

P <- P + scale_x_continuous(breaks = scales::pretty_breaks(n = 25))

P <- P + labs(y = "Miles de Toneladas métricas", x = "Afios")

P <- P + ggtitle("Produccién de cemento (Datos mensuales). Fuente Banco de Espafia")
P
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1.1. Correlaciéon serial vs muestreo aleatorio simple
Con datos de
seccion cruzada solemos asumir que el muestreo es aleatorio simple
= i.e., los datos son realizaciones de variables aleatorias i.i.d.
series temporales dicha asuncion resulta generalmente errénea

» con frecuencia el nivel esperado (o la volatilidad) parece cambiar con ¢

» con frecuencia hay dependencia temporal (correlacion serial).

Ejemplo: no parece aceptable asumir que ProdCementoiggopror se distribuye igual que
ProdCementosnoorros (ni que sea independiente de ProdCementoigsonson)-

Veamos por qué esto genera dificultades. ..

Consideremos el proceso estocastico
X =(Xy|t=0,£1,£2,...).

Caracterizar su distribucién conjunta (todos los momentos) es demasiado ambicioso.
Asi que, tentativamente, vamos a fijarnos solo en los dos primeros momentos:

E(X:)=w y Cov(Xy, Xp) = E[(Xt — )X — pr)] = s tLkEZ
(si k=t entonces ys = Var(X:) = o?).

Si el proceso X fuera gaussiano, conocer estos pardmetros bastaria para caracterizar la distri-
bucién conjunta. Pero atn asi. ..

= necesitariamos para cada X; una muestra suficiente para estimar los parametros
e pero en una serie temporal tenemos una sola realizaciéon de cada X;.

= Ademds. .. para cada variable aleatoria X; hay infinitos pardmetros.



1.2. Simplificacion del escenario
Si X es débilmente estacionario se reduce drasticamente el nimero de parametros:
E(Xy) =np (1)
Cov( Xy, Xe—k) =k (2)
El desafio para el analista es (y ndtese el abuso de lenguaje)
primero transformar los datos para lograr que sean "estacionarios".
= (Algo vimos en la leccién 1))
después transformar los datos estacionarios en "ruido blanco"
» (Es lo que iniciaremos en esta leccién y las siguientes)

Todo este proceso constituye la especificacién y ajuste de un modelo a la serie temporal.

Antes de atacar los temas de especificacién y ajuste de modelos, debemos estudiar un poco los
procesos estocasticos débilmente estacionarios que vamos a utilizar.

2. Procesos estocasticos de segundo orden

El ambiente natural para estudiar las propiedades de segundo orden de una coleccién de variables
aleatorias es el espacio de variables aleatorias X definidas en un espacio de probabilidad tales que

E(X)=0 y BE(X?) <o

donde E es el operador esperanza. Denotaremos este espacio con H.

2.1. Un poco de geometria

El espacio, dotado de producto escalar y norma

(X|Y)=EXY), I X =/ E(X?), X, Y e H,

es un espacio de Hilbert,
Notese que como las variables de H tienen esperanza cero, el producto escalar entre X, Y € H
también es
(X |Y)=Cou(X,Y).
Por tanto, en este espacio H la nocién geométrica de ortogonalidad coincide con la nocién estadistica

de no correlacion. Por tanto, en este contexto los términos producto escalar, covarianza y esperanza
del producto seran intercambiables.

Una coleccion de variables aleatorias pertenecientes a H
X=(X¢|t€Z) con Xy € H

se denomina proceso estocdstico de seqgundo orden.

SiY = (Y; |t €Z) es tal que E(Y;) = p # 0, entonces Y no es de segundo orden.

Pero basta restar p de cada Y; para tener un proceso (Y — pl) de segundo orden.

Por ello siempre asumiremos (sin pérdida de generalidad) que las variables aleatorias de los
procesos estocdsticos de esta leccion (y la siguiente) tienen esperanza cero.


./Lecc01.slides.html#/3/1

2.2. Primeros momentos de procesos estocasticos de segundo orden

Si E(X¢) < oo para t € Z, entonces E(X) es la secuencia

E(X)=(E(Xy) |teZ) = E(X)2' = (..., BE(X_1), E(Xo), BE(X1),...)

teZ

Si X tiene segundos momentos finitos, la secuencia de autocovarianzas de orden k es
(Cov(Xt,Xt,k)) teZ) =(y,, |t€2)
:(7 Yie,—19 Vi,00 V1o kaza--'); ke Z.

(nétese que la secuencia solo contiene covarianzas de orden k)

Asi, para cada par (k,t), tenemos la covarianza -y, entre X; y X;_j. Por tanto, en general,
tenemos una esperanza para cada t y una covarianza de orden k para cada t. Dado que ¢ recorre
todos los niimeros enteros, jesto son muchos momentos! Por eso necesitamos reducir el nimero de
pardmetros restringiéndonos a procesos estocasticos débilmente estacionarios.

2.3. Procesos estocéasticos (débilmente) estacionarios y la ACF

Un proceso estocéstico de segundo orden X se dice que es débilmente estacionario (estacionario
en covarianza o, sencillamente, estacionario) si E(X;) = p para todo t € Z y la covarianza entre
X, v X; solo depende de la diferencia s — t para todo s,t € Z.

En tal caso, definimos la funcién de autocovarianzas como:

0o
7:(7k|k‘6Z):("'77*17707 717727"') = Z’Vk’zk
—00

(ndtese que esta secuencia si incluye todas las covarianzas).

Y se denomina matriz de autocovarianzas de X a la matriz simétrica

Yo Y1 72
7Y% M
]_-‘ =

72 Y1 Y0

Tanto la secuencia 4 como la matriz I" son *definidas positivas™; es decir, para todos los enteros
n > 1y escalares c1,co,...,cp

n n
ZZCCJ% -j 2

i=1j=1
ya que

n n n n n
ZZ cic;Cov(X;, X;) = Cov ZCin‘, chXj = <Z ciXi | ZciXi> =
i=1j=1 i=1 j=1 i=1 i=1

Esto es equivalente a que las submatrices principales de I' son definidas positivas.

2
> 0.

3

n

> X,

i=1

Es mas, una secuencia « es definida positiva si y solo si existe un espacio de Hilbert H y un
proceso estocastico estacionario X con X; € H tales que vy, = Cov(Xy, Xy—) para todo ¢,k € Z
(Kolmogorov, 1941).



Propiedades de la funciéon de autocovarianzas v (ACF):

= >0

= ~ es definida positiva; y por tanto,

e 7y es simétrica: v, = y_g
o ~ es acotada: |vk| <o

Y, si yp > 0, lamamos funcién de autocorrelacion (ACF) a la secuencia: p = = (v) = 3 %zk.

7o kez

3. Notacién: convolucién y el operador retardo

Los procesos estocasticos se pueden sumar elemento a elemento y se pueden multiplicar por
escalares. Si X e Y son dos procesos estocasticos y a € R, entonces

X+Y =X+ [teZ) vy aX=(aXy)]|teZ).

El conjunto de procesos estocésticos con la suma y el producto por escalares es un espacio vectorial.

Sea a una secuencia de nimeros y sea X un proceso estocastico tales que la suma

o0

Z apXi_g

k=—00
converge para todo . Entonces:
Definimos el producto convolucién (x) de a con X como el proceso estocéstico:

a*X-(Z arXst€Z>

r4s=t
(ax X)) = Z a,Xs, parat € Z.
r4+s=t

es decir

Por tanto, cada elemento de (a x X) es una combinacién de variables aleatorias de X

Podemos aplicar el operador B sobre los elementos de un proceso estocastico X.
BX; = Xy, parateZ.

Aplicando el operador B repetidamente tenemos

B X, = Xy, para t,z € Z
Asi, para el polinomio a(z) = ag + a1z + asz? 4+ a3z, y el proceso estocastico Y’
a(B)Y; = (ag + a1B + a2B? + a3B?)Y;

=aoY: +a1Yi 1 +a2Yy o +azYi 3
=(axY), parateZ

[ee)
Y en general, si la suma Y. apY;_p converge para todo t, entonces
k=—00
a’(B)YZ = ( c a—2B_2 + a_lB_l +ag+a1B+ GQBQ R )Y;f
=---F+a2Yiot+a 1Y taYi+arYii+aYi o+
=(axY);, parateZ



4. Ejemplos de procesos (débilmente) estacionarios

4.1. Proceso de ruido blanco
Una secuencia U = (U | t € Z) de variables aleatorias incorreladas y tales que
EU;)=0 y Var(Uy) = EU?) =o?
para t €Z y 0 < 0% < oo se llama proceso de ruido blanco. U ~ WN(0,0?).

Al ser variables aleatorias incorreladas, su funcion de autocovarianzas es
_ 2,0 _ 2
¥(z) = 0%2" = (...,0,0,0%,0,0,...)
» Es el proceso estacionario (no trivial) mas sencillo.

= Este proceso es el pilar sobre el que definiremos el resto de ejemplos.

4.2. Procesos lineales

Sea U ~ WN(0,02) y sea b € £?; es decir, una secuencia de cuadrado sumable 3" bj2- < 0.
JEZ

Denominamos proceso lineal al proceso estocastico X = b U cuyos elementos son
o
X; = (bxU) = bB)U; = > bjUi_j; tcZ.
j=—00
b(B) se denomina funcion de transferencia del filtro lineal que relaciona X; con Uy.

El proceso estéd bien definido puesto que la serie infinita converge en norma por el Teorema de
Riesz-Fisher (Pourahmadi, M. 2001, Teorema 9.7). Y el proceso es estacionario porque, usando la
continuidad de los productos escalares (Pourahmadi, M. 2001, Teorema 9.2),

m n
Yo = Cov(Xppg, Xi) = (Xpn | Xi) = mlgrgoo< > biUi—i | Y bjUt_j>
i=—m j=-n

o0

= > > bibj{Upni | Uy)

1=—00 j=—00

= o? Z Z bibjOtyk—it—;

I=—00 j=—00
=0’ Z bibire = (b(2) *b(z™ "))

que solo depende de k (en la tercera linea, §, , es la delta de Kronecker; y en la cuarta hemos usado
la dltima ecuacién de la Leccion 4).

El proceso lineal es “causal” si ademds b es una serie formal (i.e., cogrado(b) > 0)
oo
X = ijUt_j; te?Z
=0

(pues cada X; es una suma de variables "del presente y/o el pasado").

La clase de procesos lineales causales incluye muchas e importantes subclases de procesos,
algunas de las cuales son objeto principal de estudio de este curso.



4.2.1. Media mévil infinita. MA (o0)

Sea U ~ WN(0,0%) ysea 1 € ¢? una serie formal con infinitos términos NO nulos; entonces
el proceso estocastico v * U, cuyos elementos son

X: = (pxU) = v(B)Uy = Y iUy teL
j=0

se denomina proceso de media mévil infinita MA (co).

Algunas clases de procesos lineales causales tienen una representacion parsimoniosa, pues basta
un numero finito de parametros para representarlos completamente. Por ejemplo, cuando 1 tiene
un numero finito de términos no nulos. ..

4.2.2. Proceso de media mévil de orden ¢q. MA(q)

Sea. U ~ WN(0,0%) y sea 6 un polinomio de grado ¢ con 6y = 1; entonces el proceso
estocastico 8 x U, cuyos elementos son

q
X, = (0xU) = 0B)U; = Y _ 0;Up_y; tez

=0
se denomina proceso de media mdvil MA(q).
Es decir, si @ = (1 — 61z —--- —6429) :
Xe=U—60U1— - —0,Us_y.

Hay otros procesos lineales con representacién parsimoniosa.

4.2.3. Proceso autorregresivo de orden p. AR(p)

Sea U ~ WN(0,0?) , se denomina proceso autorregresivo de orden p a aquel proceso estocastico
estacionario X que es la solucién de la siguiente ecuacién en diferencias

px X =U

donde ¢ un polinomio de grado p con ¢y = 1;

Por tanto,
P
(¢ X)=0B)X: =) ¢;Xi—j = Up.
=0
Si ¢=(1—¢1z2—---— ¢pzP) entonces X = (X, |t € Z) es solucién de la ecuacion:
Xi = 1 Xi1 — o — 0 Xi—q = Up.

El problema con la anterior definicién es que la ecuaciéon ¢ * X = U no tiene solucién tnica (y
en algunos casos ninguna solucién es estacionaria). Despejemos X para verlo.
Multiplicando ambos lados de la ecuacién por una inversa de ¢ tenemos

X =inversa(¢) xU.
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Y si denotamos la secuencia inversa(¢) con a entonces

Xt = a(B)Ut = ZajUt_j.
JEZ

Pero. .. ;Qué secuencia a usamos como inversa de ¢? Recuerde que hay infinitas y la mayoria
no son sumables (si el polinomio ¢ tiene raices unitarias ninguna lo es).

(e8]
En tal caso la expresiéon a(B)U; = > a;U;—; carece de sentido (pues no converge).
Jj=—00

Requisitos sobre el polinomio autorregresivo ¢. Para que el proceso AR exista y sea:

1. lineal y estacionario, exigiremos que ¢ no tenga raices de modulo 1.

Entonces existe una tnica inversa absolutamente sumable: ¢! € ¢* C (2.

La inversa @ = ¢! corresponde a la tnica solucién estacionaria de ¢+ X = U. (Si ¢ tuviera

raices de médulo 1 no existirfa ni ¢!, ni la solucién estacionaria).

Xe=¢ 'B)Ui= Y a;U

j=—0c0

2. causal exigiremos que las raices de ¢ sean mayores que 1 en valor absoluto (raices fuera del
circulo unidad): ¢! = ¢ (serie formal € ¢! C ¢?).

Xi=¢ '(B)U: =) _a;U;;
=0

(jde nuevo un proceso lineal causal!)

El siguiente modelo lineal es una combinacién (o generalizacién) de los dos anteriores.

4.2.4. Proceso autorregresivo de media mévil. ARMA(p, q)

Sea U ~ WN(0,0?%) , se denomina proceso autorregresivo de media mévil (p,q) al proceso
estocastico estacionario X que es la solucién de la ecuacién en diferencias:

dpx X =0xU

donde el polinomio autorregresivo ¢ tiene grado p con ¢y =1 y con todas sus raices fuera del
circulo unidad (por los motivos anteriormente vistos); y el polinomio de media mdvil 6 es de grado
gcon 6y =1;

(7] (7]
es decir, X =—xU; donde — = ¢ 1«0
o) 0]

Tanto ¢! como 6 son series formales absolutamente sumables y como ¢! y las series formales
son anillos, ¢ 1« @ = & € ¢! también es una serie formal absolutamente sumable (y por tanto de
cuadrado sumable). Consecuentemente el proceso estocéstico es un proceso lineal causal.

0 oo
Xt = f(B)Ut = ZajUt—j
j=0

¢
donde a = ¢! % 0.

11



4.2.5. Proceso autorregresivo de media mévil con media no nula

Consideremos un proceso Y con media distinta de cero, es decir,

E(Y;)=pn#0
y definamos la secuencia constante g = 3 puzd = (..., p, pty 1, . . .).
JEZ

Decimos que Y es un proceso ARMA(p, ¢) con media distinta de cero si X es ARMA(p, q)
dpx X =0xU
donde X =Y — pu es evidentemente un proceso de media cero. Por tanto

ox (Y —p)=0+xU
oxY —pxu=0+xU
d+xY =pxu+0xU

Es decir, si ¢(B) es 1 — ¢1B — ¢2B? — -+ — ¢,BP, entonces
¢(B)Y, =c+0(B)U;

donde
c=(l=¢1—g— =g

y donde pu = E(Y;), es un proceso autorregresivo de media mévil ARMA(p, q) con media no nula.

5. Primeros momentos de procesos lineales causales

5.1. Esperanza y autocovarianzas de un proceso lineal causal

Sea X = v x U, donde v es una serie formal de cuadrado sumable (¢ € ¢?) y donde
U ~WN(0,0%). Recordando que la convolucién es una operacién lineal:

EX)=E¥«U)=¢y+«EU)=1v*0=0.
Consecuentemente, la covarianza de orden k para cada X; es
Yo =B ($(B)X1) - (¥(B) X )]
=E[ (U + U1 + Ui 2+ ) ($oUs—k + 41U g1 + Yol g +-))]
=0 ZjeZ (ERRTF ya que E(UpU;) =0 si j # h,
que no depende de t (X es estacionario). Es méas, por la tltima ecuacién de la leccién 4
W= o’ ZjeZ birrd; = o2 (P(2) xp(z7h), para k € Z.

Y, por tanto
v =0"P(2) xp(z7) 3)

con grado igual al grado de @ y cogrado igual a menos el grado de .
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5.2. Covarianza cruzada entre dos procesos lineales causales

Sean W =60xU e Y =4xU, donde8 y 1 son series formales de cuadrado sumable y
donde U ~ WN(0,c?).
Entonces la covarianza cruzada (de orden k € Z) entre Wy e Y;_j es

B[W:-Yii] =E[(0B)V:) - ((B)V:-)]
:E[(QOUt +01Ui—1 + 02Ui—2- - ) (voUs—i + V1Us—p—1 + Y2Up—j—2 - - )}
=02 Zjez 01k ya que E(UpU;) =0 si j#h
que tampoco depende de t. Es mas, por la tltima ecuacién de la leccién 4
Yoy (k) = 0° ZjeZ 0kt =0 (8(2) x(27")), para todo k € Z.

Es decir...
Repitiendo los mismos pasos que en el caso de la autocovarianza, llegamos a que la funcién de
covarianzas cruzadas es la secuencia

Ve = 0°0(2) x9p(27) (4)

con grado igual al grado de @ y cogrado igual a menos el grado de .

5.3. Las Ecuaciones de Yule-Walker para un AR(p) estacionario

Por una parte (lado izquierdo):
Si X es un proceso (débilmente) estacionario con E(X) =0 y ¢ es una serie formal absolu-
tamente sumable; entonces para t, k € Z

E[(6B)X:)-Xis] = SBE(X:-Xik) = dB)n (5)

que no depende de ¢, por ser X es un proceso (débilmente) estacionario.

Por otra parte (lado derecho):
Si X tiene representacion X = 1p * U donde U ~ WN(0,0%) y 1 € £? es una serie formal con
1o = 1; es decir, si es un proceso lineal causal

(o]
Xe=U+3 U,
entonces para t, k € Z

o2 cuando k=0

ElU; - Xo—k] = E[Ut (Ut—k + Zjil ijt_k_jﬂ - {O cuando k # 0 ©)

Sea un AR(p) estacionario: @(B)X; =U; donde ¢(z) =1—¢12'—- —¢,2P. Multiplicando
por X;_; vy tomando esperanzas:

E[(¢(B)Xt) : Xt,k} = E[U; - Xy_4]

para k=0: (por 5y 6)

p
¢B) =0 = w-dm——Gp=0" = == &%
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Dividiendo por vy (y recordando que py = 1):

d)(B) 0'2 N o2 N 0'2
po = — Y = 3& Y=
Y0 #(B)eo 1= 301 bip

para k> 0: (por 5y 6)
dB)w =0 = wm—01m—1— " —PpV—0p=0 = W= Z?zl i V—j-
Dividiendo por p:
¢B)or=0| = pp—1p—1— " —ppr—p=0 = pp= Z?Zl OjPk—j-

Por tanto, la estructura autorregresiva del proceso impone que las autocovarianzas (y las auto-
correlaciones) verifiquen las ecuaciones de Yule-Walker.

5.4. Funcién de autocovarianzas para un ARMA (p, q)

Sea un ARMA (p, q) estacionario: ¢(B)X; = 8(B)U; donde ¢ y 6 no tienen raices comunes.
Multiplicando por X;_, tomando esperanzas y sustituyendo X;_j por su representacién MA (o),
donde v = g:

E[(6(B)X,) - X, | = E[(0(B)U) - Xi | = E[(0B)) - (w(B)U:1 )]

$(B)k (por 5) S

Donde hemos usando (5) y renombrando (B)U; =W y ¥(B)U; =Y. Asi:

¢(B)7k = Tw,y (k)

= (0(z) + (=), por (4)
Y como 8(z) * (z~1) tiene grado g y cogrado —oo
0 k> g (comoen un AR)
SB) e = o? (0(2) * ’I/J(Z_l))k k <q (que depende de 8y ¢) Q
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