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Resumen
En esta leccién veremos tres funciones que describen las caracteristicas correspondientes a
los momentos de segundo orden de los procesos lineales: la funcién de autocorrelacién (ACF),
la funcién de autocorrelacién parcial (PACF) y la densidad espectral (estas tres funciones son
transformaciones de la funcién de autocovarianzas del proceso). Veremos la estructura de estas
funciones en procesos lineales genéricos y luego particularizaremos a procesos de ruido blanco,
procesos MA y procesos AR.

Carga de algunas librerias de R

Primero cargamos la libreria tfarima (Repositorio Cran: https://cran.r-project.org/web/
packages/tfarima/index.html; repositorio GitHub: https://github.com/gallegoj/tfarima)

library(tfarima) # libreria de José Luis Gallego para Time Series
library(readr) # para leer ficheros CSV

library(ggplot2) # para el scatterplot (alternaticamente library(tidyverse))
library(ggfortify) # para pintar series temporales

library(jtools) # para representacién resultados estimacion

library(zoo) # para generar objetos ts (time series)

y ademas fijamos los parametros por defecto para las figuras en png del notebook

# fijamos el tamafio de las figuras que se gemeran en el notebook
options(repr.plot.width = 12, repr.plot.height = 4, repr.plot.res = 200)

1. Funcién de autocovarianzas y funcion de autocorrelacién (ACF)

Sabemos que si un proceso estocéstico es estacionario, la covarianza entre X; y X, no depende
de t; tan solo depende de la distancia temporal k entre ambas variables aleatorias: Cov(Xy, X¢—x) =
~v,. También sabemos que

» La secuencia v = (7 | k € Z) se denomina funcion de autocovarianzas

» Dividiendo =4 por 7y obtenemos la secuencia p = (pi | k € Z) donde

_ Cov( Xy, Xi—k) _ Ok
VVar(X)Var(Xi_r) %’

Pk

que se denomina funcién de autocorrelacion (ACF).

Veamos otras transformaciones de v que subrayan diferentes caracteristicas de la interdepen-
dencia temporal en un proceso estocastico.


https://cran.r-project.org/web/packages/tfarima/index.html
https://cran.r-project.org/web/packages/tfarima/index.html
https://github.com/gallegoj/tfarima

2. Funcién de autocorrelacién parcial (PACF)

Dado un conjunto de variables Z = (Z1, Z, ... Z}), la correlacion condicional px,y|z entre las
variables X e Y es
pxyiz = Corr(X —BE(X | Z), Y - E(Y | Z))

El problema es que no siempre es facil conocer las esperanzas condicionadas E(X | Z) y E(Y | Z).
Pero es sencillo restar de X y de Y los ajustes X y Y correspondientes a sus respectivas
regresiones lineales sobre Z. La correlacion entre ambos residuos se denomina correlacion parcial
entre X e Y; y mide la correlacién entre ambas variables una vez “descontado” el efecto lineal de
las variables Z.
C’orr((X - X), (Y - ?))

La correlacion parcial entre dos variables X; y X;_, de un proceso estacionario X mide su
correlacion una vez descontado el efecto de las variables X;_1,... X;_(;_1) que median entre ambas.

Xty X1y Xy h-1)s Xtk

Si denotamos con X; v X;_ los ajustes de las respectivas regresiones de X; y X;_p sobre
Xt-1,.-- Xy_(k—1); la correlacion parcial 7y, entre X; y Xy es la correlacion entre los residuos de
sendas regresiones:

mi = Corr((Xy = X1), (Xok — X y))

En un proceso débilmente estacionario las correlaciones parciales solo dependen de la distancia
k, lo que permite definir la siguiente secuencia.

La funcién de autocorrelacién parcial (PACF) de un proceso estocdstico estacionario X
es la siguiente secuencia 7 simétrica (m_p = m):

T =po=1

m=(m|keZ)y={m =Corr(Xy, Xp1)=p1 =72 ,

T = Corr((Xt ~ X0, (Xyop — )/(_t\;/k))

donde )/(\t y )?t\,/k son los ajustes de las respectivas regresiones de X; y X;_j sobre X;_1,... Xt,(k,l);
i.e., las proyecciones ortogonales sobre sp(1, X;—1,... X;_(_1))-

La magnitud de la correlaciéon parcial m, refleja la mejora en la predlccmn de Xt si en
lugar de usar una combinacién lineal con solo los k — 1 primeros retardos, Xt =ap+ Z -1 a]Xt —
empleamos k retardos (i.e., un retardo mas).

(Dicha propiedad nos ayudara a elegir el orden de procesos autoregresivos).

Hay una correspondencia uno-a-uno entre la funcién de autocovarianzas « y la PACF .

Es decir, es posible reconstruir una de las secuencias a partir de la otra (por ejemplo resolviendo
las ecuaciones de Yule-Walker recursivamente con el algoritmo Levinson-Durbin; véase Pourahmads,
M. (2001, Capitulo 7) o Brockwell & Davis (1991, Capitulo 5))

Consecuentemente, la PACF 7 puede verse como una reparametrizacion de la funcién de auto-
covarianzas -.

Veamos otra transformacién de v que también arrojard luz sobre las propiedades de un proceso
estocastico.


./Lecc05.html#org392fab2
https://en.wikipedia.org/wiki/Levinson_recursion

3. Densidad espectral

Si X es un proceso estocéstico con funcién de autocovarianzas v € ¢!, es decir, con funcién de
autocovarianzas absolutamente sumable,

Z [vm| < oo,

heZ
entonces definimos la. densidad espectral de X como
1

1 —thw
flw) = o Z pe” e = 5 Z Y, cos(hw), w € [—m, 7.
T hez h>0

La densidad espectral f(w) satisface las siguientes propiedades:
L (@) = f(-w)

2. f(w)=0

3. [T flw)dw < oo

Es mas, partiendo de la densidad espectral se pueden calcular las covarianzas
m .
Yh :/ fwye ™™dw; helZ
—Tr
Consecuentemente, para h = 0
9 ™
of == / f(w)dw.
-7
Por tanto podemos interpretar la densidad espectral como una descomposicién de la varianza

oscilaciones de distintas frecuencias (o periodos).

(Periodo = +——— donde la Frecuencia = N° de ciclos por unidad de tiempo).

La ACF, la PACF y la densidad espectral son funciones que dependen tinicamente de los dos
primeros momentos de la distribucién.

Su estimacién y posterior andlisis son la herramienta fundamental para elegir un modelo ARMA
para una serie temporal “estacionaria’.

Para entenderlo debemos ver cémo son estas funciones en algunos modelos lineales concretos.

4. ACF, PACF y densidad espectral de algunos modelos lineales

4.1. Procesos lineales causales

Sea el proceso X =+ U, donde U ~ WN(0,0%) y 1 € £? es una serie formal:

Xi=> Uy

J=0
Por la leccién anterior sabemos que E(X;) =0 y que

ny = op(2) xp(z )


./Lecc05.html#org8d85be3

Es decir,

o0
T = 022¢j+|k| ;.

j=0
Por otra parte, 74 — 0 cuando k — oo

Demostracion: aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz

- 5 /o 3 - 3 /o 3
el < 0 [ Y [yl STIilP ] = o[ D] > )2
=0 =0 =k =0

y puesto que % es de cuadrado sumable, la cola 3772, |1;|? converje a cero cuando k — oo.
A partir de v obtenemos las otras tres funciones:

ACF: p = %0

Dens. espectral: f(w) = 5= Y507 cos(hw); w € [—, 7]
PACF: we /% e, m — 0 cuando k — oo
(Cuando 7 € 2 se dice que el proceso es no-determinista.)

4.2. Proceso de Ruido Blanco
Sea X = 1% U, donde U ~ WN(0,0?) ; es decir X; = U; para t € Z. Entonces
» vy = 02(12°% 12%) = 022 = (...,0,0,0%,0,0,...)
s p =21y = 1L~y =120=(..,0010,0,...)
s fw) = o Thsotmeos(hw) = §cos(lw) = & w € [~ 7]

» = 120 = (...,0,0,1,0,0,...)

options(repr.plot.width = 12, repr.plot.height = 2, repr.plot.res = 200)
wn <- um(ar = "(1 - OB)")
display(list(wn), lag.max = 20, byrow = TRUE)
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options(repr.plot.width = 12, repr.plot.height = 5, repr.plot.res = 200)
ide(sim(wn, n = 400), lag.max = 20, graphs = c("plot", "acf", "pacf", "pgram"), main="Ruido blanco")
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4.3. Proceso de media mévil MA(q)

Sea X =0 % U, con U~ WN(0,0%) y donde 6 es un polinomio de orden ¢ > 0, con g = 1y
con todas sus raices fuera del circulo unidad (8> € £'), es decir

q
X = Z‘ngtfj + Uy.
j=1

Este requisito no es necesario para que el proceso sea estacionario, pero por conve-
niencia se usan modelos MA que puedan tener una representacion AR (o) causal (es
decir, usando observaciones del pasado “para construir” el presente):

1 o
X=0xU — E*X:U = U= ¢;Xi
j=0

donde ¢ = 07> = 0! € (1. Entonces se dice que el modelo MA es “invertible” Cual-
quier modelo MA sin raices en el circulo unidad se puede reparametrizar para obtener
un modelo invertible con la misma funcion de autocovarianzas “y” (Véase Seccién 2.6
de Fuller (1996)) y, consecuentemente, las mismas ACF, PACF y densidad espectral
que el modelo original. Para tener una asociacion uno a uno entre ACFs y procesos
estocdsticos, siempre asumiremos que las raices de los polinomios MA, 6, son mayores
que uno en valor absoluto.

Entonces E(X;) =0y
q
v = 0%0(2) x0(z7Y) = 023 0;,40,2% (grado q y cogrado —q) (leccién anterior)
5=0
p = 57 ,
flw) = %O(e*iw) 0(e™) = 3£ 3 ycos(hw); w € [—m, 7 (g cosenos +1)
h=0

7 tiene grado oo y cogrado —oo y_su magnitud decae paulatinamente cuando k — oo

4.4. Proceso de media mévil MA(1)
Sea X = (1—602)*U con |0] <1ycon U~WN(0,0?), es decir
Xy =U; — 0U;_,.


./Lecc05.html#org8d85be3

sy = 02(1-02)%x(1—0271) = o2(..., 0, =0, (1+6%), =0, 0, ...)
“p =57 = oamY = (0 0L e Lo 0, 1)

= flw) = 20 ) 0(e) = 2 ((1+06%) — 2Wcos(w)); we [-m,7]

4.4.1. MA(1) con raiz positiva

options(repr.plot.width = 12, repr.plot.height = 2, repr.plot.res = 200)
malp <- um(ma = "(1 - 0.9B)")
display(list(malp), lag.max = 20, byrow = TRUE)

0(z)=1-092 = X,=(1-09B)U; (0>0)
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roots(malp)

Real Imaginary Modulus Frequency Period Mult.
1.111111 0 1.111111 0 Inf 1

options(repr.plot.width = 12, repr.plot.height = 5, repr.plot.res = 200)
ide(sim(malp, n = 400), lag.max = 20, graphs = c("plot", "acf", "pacf", "pgram"))
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4.4.2. MA(1) con raiz negativa

options(repr.plot.width = 12, repr.plot.height = 2, repr.plot.res = 200)
maln <- um(ma = "(1 + 0.9B)")
display(list(maln), lag.max = 20, byrow = TRUE)

0(z)=1+092 = X;=(1+09B)U;, (0<0)
P o -
§ B0 &g | [ 8
> 535 go | | T mN_
T 7 1
B ° ° °
K T T T T K T T T T o T T T T T
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Lag Lag Freq
roots(main)
Real Imaginary Modulus Frequency Period Mult.
-1.111111 0 1.111111 0.5 2 1
options(repr.plot.width = 12, repr.plot.height = 5, repr.plot.res = 200)
ide(sim(maln, n = 400), lag.max = 20, graphs = c("plot", "acf", "pacf", "pgram"))
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4.5. Proceso de media mévil MA(2)
Sea X = (1 — 612 —0222)xU, con U ~WN(0,0%) y con

01+ 65 < 1; 0y — 01 < 1; ‘(92|<1;

es decir Xy = Uy — 01U;_1 — 02Uz _s.

sy = 02(1 — 012 — 022%) (1 — 0127 — 02272)
o = o?(1+ 6% + 03); 11 =02(—61(1—09)); Y2 = 0%(—0a)
YB=y4=--=0 (v es simétrica)

(i.e., invertible)




_ 1. _ 1
" P = Y T it
. flw) = g((1+9%+9§) — 20,1 + 605) cos(w) — 292cos(2w))
= 7 tiene una expresién complicada, pero su magnitud decae paulatinamente.

4.5.1. MA(2) con 6, >0y 02 >0

options(repr.plot.width = 12, repr.plot.height = 2, repr.plot.res = 200)
ma2thpp <- um(ma = "(1 -0.6B - 0.3B72)")
display(list(ma2thpp), lag.max = 20, byrow = TRUE)

0(2)=1-06z-032> = X;=(1-06B-03B)U; (6 >0y6 >0)

;§3|| T f&%z
roots(ma2thpp)
Real Imaginary Modulus Frequency Period Mult.
1. 1.081666 -8.077936e-28 1.081666 0.0 Inf 1
-3.081666  8.077936e-28 3.081666 0.5 2 1

options(repr.plot.width = 12, repr.plot.height = 5, repr.plot.res = 200)
ide(sim(ma2thpp, n = 400), lag.max = 20, graphs = c("plot", "acf", "pacf", "pgram"))
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4.5.2.

MA(2) con 6; <0y 02 <0

options(repr.plot.width = 12, repr.plot.height =

ma2thnn <- um(ma = "(1 +0.9B + 0.9B"2)")
display(list(ma2thnn), lag.max

20, byrow

TRUE)

2,

repr.plot.res = 200)

0(z) =1+0,9z +0,92>

= X;=(1+0,9B+0,9BH)U;

(01 <0yl <0)

E—; 5o ‘ | So ‘ | | 1 L L §g:
g . I A B B 57
s 7 v s s N T
Lag Lag Freq
roots(ma2thnn)
Real Imaginary Modulus Frequency Period Mult.
1. -0.5 0.9279607 1.054093 0.3286569 3.042687 1
-0.5 -0.9279607 1.054093 0.3286569 3.042687 1
options(repr.plot.width = 12, repr.plot.height = 5, repr.plot.res = 200)
ide(sim(ma2thnn, n = 400), lag.max = 20, graphs = c("plot", "acf", "pacf", "pgram"))
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4.5.3. MA(2) con 6, >0y #2<0

options(repr.plot.width = 12, repr.plot.height =

ma2thpn <- um(ma = "(1 -1.1B + 0.9B"2)")

display(list(ma2thpn), lag.max = 20, byrow

TRUE)

2,

repr.plot.res = 200)

0(z) =1—1,1z 4+ 0,92>

= X;=(1-1,1B+0,9B)U;

10

(61 >0y 6y <0)




g = = ]
é E | ‘gg |.|| ||I.I L (%_c:
= 7 ! v s s ! A
Lag Lag Freq
roots(ma2thpn)
Real Imaginary Modulus Frequency Period Mult.
1. 0.6111111 0.858868 1.054093 0.1515749 6.597397 1
0.6111111  -0.858868 1.054093 0.1515749 6.597397 1
options(repr.plot.width = 12, repr.plot.height = 5, repr.plot.res = 200)
ide(sim(ma2thpn, n = 400), lag.max = 20, graphs = c("plot", "acf", "pacf", "pgram"))
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4.54. MA(2) con 6, <0y 02 >0
options(repr.plot.width = 12, repr.plot.height = 2, repr.plot.res = 200)
ma2thnp <- um(ma = "(1 +0.6B - 0.3B72)")
display(list(ma2thnp), lag.max = 20, byrow = TRUE)
0(z) =1+06z-032> = X;=(14+06B-03B)U; (6, <0y6b >0)
% o 2 <]
S .l soll 1
g T e &
s 7 ! P T ! e S S R
Lag Lag Freq
roots(ma2thnp)
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Real Imaginary Modulus Frequency Period Mult.

1. 3.081666  3.831501e-21 3.081666 0.0 Inf 1

-1.081666 -3.831501e-21 1.081666 0.5 2 1
options(repr.plot.width = 12, repr.plot.height = 5, repr.plot.res = 200)

ide(sim(ma2thnp, n = 400), lag.max = 20, graphs = c("plot", "acf", "pacf", "pgram"))
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4.5.5. MA(2) con dos raices reales, una positiva y la otra negativa

options(repr.plot.width = 12, repr.plot.height =
ma2pn <- um(ma
display(list(ma2pn), lag.max =

"(1 - 0.64B72)")

20, byrow =

2, repr.plot.res = 200)

TRUE)

1.0

0(z) =1 — 0,642

= X, =(1-064BH)U;

(raices reales: +, -)

§ ¢s ge U Bo
;o -] N
roots(ma2pn)
Real Imaginary Modulus Frequency Period Mult.
1. 1.25 0 1.25 0.0 Inf 1
-1.25 0 1.25 0.5 2 1

options(repr.plot.width = 12, repr.plot.height
ide(sim(ma2pn, n = 400), lag.max =

20, graphs

= 5, repr.plot.res = 200)
= C("plot", ||acf||’ Hpacf“’ “pgraln”))

12
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4.5.6. MA(2) con un par de raices complejas
options(repr.plot.width = 12, repr.plot.height = 2, repr.plot.res = 200)
ma2np <- um(ma = "(1 + 0.64B"2)")
display(list(ma2np), lag.max = 20, byrow = TRUE)
0(z) =1+0642> = X;=(1+0,64BHU; (par de raices complejas)
g 2 :
% e
2 gl | -
+ 0 0
% < < S
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Lag Lag Freq

roots (ma2np)

Real Imaginary Modulus Frequency Period Mult.
1. 0 1.25 1.25 0.25 4 1
0 -1.25 1.25 0.25 4 1

options(repr.plot.width = 12, repr.plot.height = 5, repr.plot.res = 200)
ide(sim(ma2np, n = 400), lag.max = 20, graphs = c("plot", "acf", "pacf", "pgram"))
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4.5.7. MA(2) con dos raices reales y negativas

options(repr.plot.width = 12, repr.plot.height = 2, repr.plot.res = 200)
ma2rojo <- um(ma = "(1 + 1.6B + .64B"2 )")
display(list(ma2rojo), lag.max = 20, byrow = TRUE)

6(z) =1+1,62+0,642> = Xy =(1+1,6B+0,64B*)U; (r. reales: -,

1
~—

0
0

% g: ‘I 6: ‘ | | R 8
g <° SN 5
57 ! ) s T 7 J ) s T
Lag Lag Freq
roots(ma2rojo)
1 Real Imaginary Modulus Frequency Period Mult.
" -1.25  -1.110223e-16 1.25 0.5 2 2

options(repr.plot.width = 12, repr.plot.height = 5, repr.plot.res = 200)
ide(sim(ma2rojo, n = 400), lag.max = 20, graphs = c("plot", "acf", "pacf", "pgram"))
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4.5.8. MA(2) con dos raices reales y positivas
options(repr.plot.width = 12, repr.plot.height = 2, repr.plot.res = 200)
ma2violeta <- um(ma = "(1 - 1.6B + .64B"2 )")
display(list(ma2violeta), lag.max = 20, byrow = TRUE)
0(z) =1—-162+0642> = X, =(1-1,6B+0,64B>U; (1. reales: +, +)
PR = .
- w0 w0 -
3 En <7 o
S sol | So . 8-
o e
\Il S‘_ T T T T E‘_ T T T T g T T T T T T
H 5 10 15 20 5 10 15 20 0.0 0.1 02 03 0.4 05
Lag Lag Freq
roots(ma2violeta)
1 Real Imaginary Modulus Frequency Period Mult.
" 1.25  -2.775558e-16 1.25 0 Inf 2
options(repr.plot.width = 12, repr.plot.height = 5, repr.plot.res = 200)
ide(sim(ma2violeta, n = 400), lag.max = 20, graphs = c("plot", "acf", "pacf", "pgram"))
" T T T T T
0 100 20‘0 300 400
| 58
&3 ||l||||I,...II gg‘“‘ll'l,,'.”.l £
T T T T T T T T E_ T T T T T
5 10 15 20 5 10 15 20 0.1 0.2 0. 0.4 05
lag lag Frequency
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4.6. Proceso autorregresivo AR(p)

Sea ¢ x X = U, con U ~WN(0,02%) y donde ¢ es un polinomio de grado p > 0 con ¢ = 1.
Entonces

(p* X)r = p(B) Xy = (1 + 1B+ ¢oB* + -+ ¢,B) X; = U,
Y por tanto

p
Xe=U =Y ¢jXij.
j=1

Si todas las raices del polinomio ¢ (de grado p) estdn fuera del circulo unidad, es decir, si
el polinomio AR es “invertible” (¢~ = ol e ?1) entonces X tiene una representacién como
proceso lineal causal MA (o0):

1 o0
$xX=U = X=_xU = Xi=U+) dlij

donde ¢! =1p = (1, 11, 1o, ¢3,...) tiene grado oo.

Por tanto E(X;) =0 para todot € Z y

v = UQﬁ * ﬁ = o2 ‘kzowﬁkwjzj (grado oo)  (Ec. de Yule-Walker)
]7 —

=1

p= 37

0'2 S
flw) = EW = & hZ::O’Yh cos(hw); donde w € [—m, 7.

(suma infinita de cosenos)

Pero la PACF, 7, es una secuencia con grado p y cogrado —p (demo en los apuntes).

4.6.1. Demostracién de que la PACF tiene cogrado —p y grado p
P
= Sea X un proceso causal AR(p): X; = Y ¢;X;—; + U; donde U ~ WN(0,0?).
j=1
» La proyeccién de Xj11 sobre el espacio sp(Xs : Xi) generado por Xo,... Xy (con k > p) es:

p
X1 = Pypxtox) (K1) = D 0 Xpq1—;
=1

= De su representacion MA(oo): Y € sp(Xo: Xy) = Y € sp(U; | j < k), pues

Xp =) iUy = $p(Xo:Xy) CspUj|j<k) L Uppa
i=0

» SiY € sp(Xy: Xi) entonces C’ov((XkH — )@),Y) =Cov(Ug41,Y) =0
= Denotemos con X; a la proyeccion Py x,.x,)(X1) de Xj sobre sp(Xa : Xj)
= Ahora es facil ver que 7, = 0 para k > p, pues
= Corr((Xpyr — Xpp1), (X1 — X1))
= CO?“T(UkJrh(Xl —)?1)) =0

ya que Ugy1 L (X7 — )71) € spUj | j < k).
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4.7. Proceso autorregresivo AR(1)
Sea (1—¢2)* X =U, con |¢p|<1 ycon U~ WN(0,0?), es decir
Xy = oXi 1+ Uy

Como
(1—az)*x(1+az+a*2®+a32+---) =1,

ahora hay que calcular infinitos términos en
2 -1 —1y—1
¥ =0"(1—¢z) x(1—0z ") .
Hay varias formas de hacer los calculos. Una es via los productos convolucion; puesto que

(1—a? )*1:(1+a2z+a4z2+a623+_..):Za2\h|zh
hez

(para verlo basta sustituir a? por b), tenemos que (1 — az)~!* (1 —az=1) 7! es:

2 3
(..., 0, 0, 0, 1, a, a’, a’,  ...)
3 2
(..., a’, a*, a, 1, 0, 0, 0, ...
_ ( a® a? a 1 a a? a® )
— e 1+a2? 1+a2? 1+a2? 1+a?? 1+a2? 1+a2? 1+a2° -

(donde ademas hemos sustituido z por 1, pues cada término es una suma).

Es decir (1 —az) '« (1 —az71)"1 = % al¥l

T—a2 zk; y por tanto
keZ

N = 0_2(1 _ d)Z)il % (1 _ ¢271)71 — - iQd)Q i ¢|k|zk

k=—o00
Pero también podemos usar las Ecuaciones de Yule-Walker (Lecc. 5). En este caso (donde el

unico pardametro es ¢; = ¢), en cuanto a la ACF tenemos que:

PE = Opr—1 k>0
y como pg = 1
pr=0¢" k>0
Y en cuanto a la varianza, dado que p; = ¢

o? o?

Tl—pp 1—¢%

Por tanto, la funcién de autocovarianzas es

o2 s
Y =P = T > gk

Yo

k=—o00

Asipues,si (1 —¢2z)* X =U, con |¢p|<1 ycon U~ WN(0,0%), es decir, si

Xt =0Xi 1+ U
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como X = (1—¢z)"'%U, tenemos que

o
~v =1 —¢2) ' x(1—-gz7 1)t = % S plklk grado oo y cogrado —oo
k=—o00
2 & R
b= iy iy F S o ek

j=—00
o0 0_2 ,
flw) = % th:OVh cos(hw) = ﬁm (compérese con MA(1)).

T = (.., 0,707 o, 1, ¢, 0,0, ...) grado 1 y cogrado —1

4.7.1. AR(1) con raiz positiva

options(repr.plot.width = 12, repr.plot.height = 2, repr.plot.res = 200)
arlp <- um(ar = "(1 - 0.9B)")
display(list(arlp), lag.max = 20, byrow = TRUE)

o(2)=1-092 = X;=09X, 1+0U, (¢ >0)

o o
w |
. 0
: | ‘ | ‘ ‘ ’ | | |
! NN 5 =
T o
s 5o L1l 8o 3
o <° xo &
] w0
° & 3
= <] <] .
a T T T T o T T T T T T T T T
5 10 15 20 5 10 15 20 0.0 0.1 02 03 0.4
Lag Lag Freq
roots(arip)

Real Imaginary Modulus Frequency Period Mult.
1.111111 0 1.111111 0 Inf 1

options(repr.plot.width = 12, repr.plot.height = 5, repr.plot.res = 200)
ide(sim(arlp, n = 400), lag.max = 20, graphs = c("plot", "acf", "pacf", "pgram"))

T T T
0 100 200 300 400

t
©
o o 2
= = s
w0 w0
S B °
L[] 3
w g
5o o So i 1 i e
Q3 o T T T T B
8
0 0 S
27 27
=2 o g :
' T T T T ' T T T T ° T T T T
5 10 15 20 5 10 15 20 0.1 0.2 03 0.4
lag lag Frequency
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4.7.2. AR(1) con raiz negativa

options(repr.plot.width = 12, repr.plot.height

arin <- um(ar = "(1 + 0.9B)")

2, repr.plot.res = 200)

display(list(arin), lag.max = 20, byrow = TRUE)
$(2)=1+09: = X,=-09X1+0U; ($<0)
Z wf_ | ‘ | | [ R 65_ %7
| I I R AR I 5
SO, 3
! S ! S S . I
Lag Lag Freq
roots(arin)
Real Imaginary Modulus Frequency Period Mult.
-1.111111 0 1.111111 0.5 2 1
options(repr.plot.width = 12, repr.plot.height = 5, repr.plot.res = 200)

ide(sim(arin, n = 400), lag.max

20, graphs

c("plot", "acf", “pacf", npgramu))

ACF
0.0

1.0

0.5

T
300 400

1.0

0.5

0.12
T R

0.08

-0.5

PACF

0.0

-0.5

Periodogram

0.04

I

-1.0

1

0.00
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4.8. Proceso autorregresivo AR(2)

Sea (1 —¢12—¢22?)* X =U, con U~ WN(0,02) y con

o1+ g2 <1 P2 — o1 < 1 p2| < 1;
es decir
Xt = 1 Xe1 + 92Xy + U
Entonces
_2( 1 .1
7= (55 56-m)
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2
(de Ec. Yule-Walker: vo = =5 2—5—
p = 'y% (Verifica Ec. Yule-Walker: pp = ¢1px_1 + ¢2pk_2;

(con po = 1 iniciamos el cdlculo de ¢(B)pr = 0 recursivamente)

y resolvemos v, = ¢1Yp—1 + P2Yk—2 Tecursivamente)

decae paulatinamente)

fw) = % !

2m 1+¢§+¢§72¢1 (1+¢2) cos(w)—2¢2 cos(2w)

— ¢1 &1

™ = (7 07 ¢27 1_¢27 17 1_¢27 ¢27 07 )
4.8.1. AR(2) con ¢1 >0y ¢2>0
options(repr.plot.width = 12, repr.plot.height = 2, repr.plot.res = 200)
ar2phpp <- um(ar = "(1 -0.6B - 0.3B"2)")
display(list(ar2phpp), lag.max = 20, byrow = TRUE) #, log.spec = TRUE

$(z)=1-062-0322 = (1-06B—03BHX;=U; (¢ >0y >0)
U Al
roots (ar2phpp)
Real Imaginary Modulus Frequency Period Mult.
1. 1.081666 -8.077936e-28 1.081666 0.0 Inf 1
-3.081666  8.077936e-28 3.081666 0.5 2 1

options(repr.plot.width = 12, repr.plot.height = 5, repr.plot.res = 200)

ide(sim(ar2phpp, n = 400), lag.max = 20, graphs = c("plot", "acf", "pacf", "pgram"))
" T T T T T
[ 100 200 300 400
t
°’HHHHI|| |
‘ég | | | R Eg | - i : ; ‘g’
%) %] ﬁ'fg_
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4.8.2. AR(2) con ¢1 <0y ¢p2<0

options(repr.plot.width = 12, repr.plot.height = 2, repr.plot.res = 200)

ar2phnn <- um(ar = "(1 +0.9B + 0.9B"2)")

display(list(ar2phnn), lag.max = 20, byrow = TRUE)

d(2) =14+0924+0922 = (1+09B+09BHX;,=U; (1 <0y ¢ <0)
ST T T T T T
roots(ar2phnn)
Real Imaginary Modulus Frequency Period Mult.
1. -0.5  0.9279607 1.054093 0.3286569 3.042687 1
-0.5 -0.9279607 1.054093 0.3286569 3.042687 1

options(repr.plot.width = 12, repr.plot.height = 5, repr.plot.res = 200)

ide(sim(ar2phnn, n =

400), lag.max = 20, graphs = c("plot", "acf", "pacf", "pgram"))

T
0 100

T T
300 400

200
t
fl\\\.hu .
UL A
S'_ T T T T S‘_ T T T T §— T T T T T
5 10 15 20 5 10 15 20 0.1 0.2 0.3 0.4 05
lag lag Frequency
4.8.3. AR(2) con ¢1 >0y ¢p2<0
options(repr.plot.width = 12, repr.plot.height = 2, repr.plot.res = 200)
ar2phpn <- um(ar = "(1 -1.1B + 0.9B72)")
display(list(ar2phpn), lag.max = 20, byrow = TRUE)

#(z) =1-1,124092> = (1-1,1B+0,98))X, =0}
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I : q
B b ‘ | | | | || | bs ‘ g
s ! ‘ ‘ ! [ : ’ 7
@ 9] Ea p
= 7 ! R % & ! S T T S S T VR
ag ag req
roots(ar2phpn)
Real Imaginary Modulus Frequency Period Mult.
1. 0.6111111 0.858868 1.054093 0.1515749 6.597397 1
0.6111111  -0.858868 1.054093 0.1515749 6.597397 1
options(repr.plot.width = 12, repr.plot.height = 5, repr.plot.res = 200)
ide(sim(ar2phpn, n = 400), lag.max = 20, graphs = c("plot", "acf", "pacf", "pgram"))
I b 1(')0 2(':0 3&0 4(')0
g T PR |
B | e L1} 8o . e F
) : I S : y T s T & % & W &
lag lag Frequency
4.8.4. AR(2) con ¢1 <0y ¢2 >0
options(repr.plot.width = 12, repr.plot.height = 2, repr.plot.res = 200)
ar2phnp <- um(ar = "(1 +0.6B - 0.3B72)")
display(list(ar2phnp), lag.max = 20, byrow = TRUE)
d(2)=14062-0322 = (1+06B—-03BHX;=U; (61 <0y o >0)
- | . 7
£ ©° ° o
B 4o l l I I e §°
LRI E ;
@ 3 3 1
= 7 ! P T ! S R
Lag Lag Freq
roots(ar2phnp)
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Real Imaginary Modulus Frequency Period Mult.
1. 3.081666  3.831501e-21 3.081666 0.0 Inf 1
-1.081666 -3.831501e-21 1.081666 0.5 2 1

options(repr.plot.width = 12, repr.plot.height = 5, repr.plot.res = 200)
ide(sim(ar2phnp, n = 400), lag.max = 20, graphs = c("plot", "acf", "pacf", "pgram"))

T T T
0 100 200 300 400

°
° o @
<~ = o
9 w
°
° < EN_
|| | 3
5
Lo | | i 6o 1 i 1 £
T
2o | | T E T 8
s
0 0 S
24 i
°
o o g
; S

T T T T ‘ T T T T T T T T T
5 10 15 20 5 10 15 20 0.1 0.2 03 0.4 05
lag lag Frequency

4.8.5. AR(2) con dos raices reales, una positiva y la otra negativa

options(repr.plot.width = 12, repr.plot.height = 2, repr.plot.res = 200)
ar2pn <- um(ar = "(1 + 0.1B - 0.8B72)")
display(list(ar2pn), lag.max = 20, byrow = TRUE)

d(z2)=1+012-082> = (1+,1B— 8B*)X; =U}; (raices reales: +, -)

=a

i
10
I

i

PACF
-10 OIS 00 05 1.0

(1+0.1B - 0.8B%w,
ACF
-10 -05 00 05 1.0

!
0
1

roots (ar2pn)

Real Imaginary Modulus Frequency Period Mult.
1. 1.18228  7.754818e-26  1.18228 0.0 Inf 1
-1.05728 -7.754818e-26  1.05728 0.5 2 1

options(repr.plot.width = 12, repr.plot.height = 5, repr.plot.res = 200)
ide(sim(ar2pn, n = 400), lag.max = 20, graphs = c("plot", "acf", "pacf", "pgram"))
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lag lag Frequency
4.8.6. AR(2) con un par de raices complejas
options(repr.plot.width = 12, repr.plot.height = 2, repr.plot.res = 200)
ar2np <- um(ar = "(1 - 0.1B + 0.8B72)")
display(list(ar2np), lag.max = 20, byrow = TRUE)
d(2)=1-012+082> = (1-,1B+,8BHX; =10} (par de r. complejas)
I 2 o
B e ‘ N L Bo 8]
© 2 ‘ T | T 1 TT T kS &
= 7 : e ! e T R
Lag Lag Freq
roots(ar2np)
Real Imaginary Modulus Frequency Period Mult.
1. 0.0625 1.116286 1.118034 0.2410983 4.147685 1
0.0625 -1.116286 1.118034 0.2410983 4.147685 1
options(repr.plot.width = 12, repr.plot.height = 5, repr.plot.res = 200)
ide(sim(ar2np, n = 400), lag.max = 20, graphs = c("plot", "acf", "pacf", "pgram"))
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4.8.7.

lag

AR(2) con dos raices reales y negativas

0.2 03
Frequency

options(repr.plot.width = 12, repr.plot.height =
"(1 + 1.6B + .64B"2 )")

ar2azul <- um(ar =

display(list(ar2azul), lag.max = 20, byrow

2, repr.plot.res

= TRUE)

200)

d(z) =1+1,62+06422 = (14 1,6B+,64B*)X; =U; (raices reales: -, -)

P ‘ 2 89

Lo, ‘ 2 1

&4 ‘ B

. " -8
“gH’|||'|'|'l'-~ gz“

o <+

g - “ &

: S‘_ T T T T E‘_ T T T T b T T T T T T
e 5 10 15 20 5 10 15 20 0.0 0.1 02 03 0.4 05

Lag Lag Freq

roots(ar2azul)

Real

Imaginary Modulus

Frequency Period

Mult.

-1.25

-1.110223e-16

1.25

0.5

2

options(repr.plot.width = 12, repr.plot.height =

5, repr.plot.res

200)

ide(sim(ar2azul, n = 400), lag.max = 20, graphs = c("plot", "acf", "pacf", "pgram"))
o
s o
°
T T T T T
0 100 200 300 400
t
o = o
B
wn_| 0 | °
3 3 i
‘ | | Ee
5o | | | | So L i )
x° | | | I l io TT T T T 'g 4
Eo
0, 0 S+
Ex C s
o o 8
- : g

lag

25

0.1

T T T T
02 03 0.4 05
Frequency




4.8.8.

AR(2) con dos raices reales y positivas

options(repr.plot.width = 12, repr.plot.height =

ar2rojo <- um(ar = "(1 - 1.6B + .64B"2 )")

display(list(ar2rojo), lag.max = 20, byrow

2, repr.plot.res = 200)

TRUE)

d(z)=1-16z+ ,642> = (1—16B+,64B)X,=U; (raices reales: +, +)
§§;‘||.§; 8%
roots(ar2rojo)
1 Real Imaginary Modulus Frequency Period Mult.
" 1.25  -2.775558e-16 1.25 0 Inf 2

options(repr.plot.width = 12, repr.plot.height =

5, repr.plot.res = 200)

ide(sim(ar2rojo, n = 400), lag.max = 20, graphs = c("plot", "acf", "pacf", "pgram"))
o
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o
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T T T T T
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5.

Siempre estacionario.

(Resumen) caracteristicas de procesos MA(q)

Para ser invertible raices @ fuera del circulo unidad (8> = 87! € /1)

Tipos de representacion del proceso

Como suma ponderada finita (nimero finito de pardmetros)

26

Frequency




Como suma ponderada infinita (solo existe si es invertible):

1 1

Comportamiento de las funciones asociadas a los segundo momentos

ACF (p): Grado (q) y cogrado (—q)

PACF (7): Grado (o0) y cogrado (—oo): Combinacién de exponenciales y/o sinusoidales amorti-
guadas.

Densidad espectral proporcional al inverso de la densidad espectral de 8 x X = U
6. (Resumen) caracteristicas de procesos AR(p)

Siempre invertible.
Para ser estacionario raices de ¢ fuera del circulo unidad (¢ = ¢~ € ¢1)

Tipos de representacién del proceso

Como suma ponderada finita (ndmero finito de pardmetros)

Como suma ponderada infinita (solo si es estacionario)

X:;*U = Xt:;(B)Ut

Comportamiento de las funciones asociadas a los segundo momentos

ACF (p): Grado (c0) y cogrado (—oo): Combinacién de exponenciales y/o sinusoidales amorti-
guadas.

PACF (7): Grado (p) y cogrado (—p)

Densidad espectral proporcional al inverso de la densidad espectral de X = ¢ x U

7. Nota final

Se puede demostrar que
» si un proceso tiene una ACF p con cogrado —q y grado ¢, es un proceso MA(q)
» si un proceso tiene una PACF 7 con cogrado —p y grado p, es un proceso AR(p)

Véase Pourahmadi M. (2001).

Consecuentemente, que la ACF o la PACF se corten “bruscamente” nos indica que el modelo
es AR o MA (ademés de su grado).

Desgraciadamente para los modelos ARMA (qué veremos mas adelante) tanto la ACF como la
PACF tienen infinitos términos no nulos, por lo que su identificacién no es tan sencilla.
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ACF finita ACF persistente

PACEF finita Ruido blanco: retardos conjun- AR: orden indicado por la PACF
tamente NO significativos
PACF persistente MA: orden indicado por la ACF  ARMA
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