Econometria

Marcos Bujosa

20,/11/2023

Puede encontrar la ultima versién de este material en

https://github.com/mbujosab/Ectr

Marcos Bujosa. Copyright (C) 20082023

Algunos derechos reservados. Esta obra estd bajo una licencia de Creative Commons Reconocimiento-Compartirlgual
4.0 Internacional. Para ver una copia de esta licencia, visite http://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/
o envie una carta a Creative Commons, 559 Nathan Abbott Way, Stanford, California 94305, USA.

Indice
I Regresién Lineal (estadistica descriptiva) 2
LECCION 1: Geometria del ajuste MCO 3
1 Ajuste por Minimos Cuadrados Ordinarios (MCO) 3
1.1 Introduccion . . . . . . . o . e e e e 3
1.2 Ajuste minimo cuadratico . . . . . . . . L 4
1.2.1  Una nota sobre la linealidad . . . . . . . . . . . . ... . 5
1.2.2  Recordatorio sobre longitud, perpendicularidad y el Teorema de Pitagoras en R™ . . . . . . .. 6
1.2.3  Criterio del ajuste minimo cuadratico . . . . . . . .. . ... L 7
1.2.4  Las ecuaciones normales . . . . . . . . .. ..o L e e e e 9
1.2.5  Ausencia de multicolinealidad exacta (regresores linealmente independientes) . . . . ... . .. 11
1.2.6  jOjo! El lenguaje habitual en econometria se toma ciertas licencias . . . . . .. ... ... ... 12
LECCION 2: Modelos con 1, 2 y 3 regresores 13
2 Espacios euclideos 13
2.1 Productos escalares en general . . . . . .. Lo Lo e 13
2.1.1 Propiedades de los productos escalares . . . . . . .. .. ... L L Lo 13
2.1.2  Los productos escalares sirven para medir longitudes y dngulos. . . . . . . . . . ... ... ... 13
2.2 Producto escalar usual en el espacio euclideo RN . . . . .. 14
2.2.1 Descomposicion de los semi-productos escalares . . . . . . .. ..o 14
2.3 El producto escalar de uso més comun en estadistica . . . . . . . ... L Lo 15
3 Ajuste MCO con uno, dos, tres 6 k regresores 16
3.1 Una constante como unico regresor (media, desviacién tipica y varianza) . . . . . . . . . ... ... .. 17
3.1.1 De la geometria a la interpretacién estadistica. . . . . . . .. .. L oo oL 21
3.2 Modelo Lineal Simple: ajuste MCO con una constante mas un segundo regresor . . . . . . . . . ... . 22
3.3 Ajuste MCO con una constante y otros dos regresores adicionales . . . . . . . .. .. .. ... ..... 25
3.4 Ecuaciones normales del ajuste MCO con k regresores . . . . . . . . . . oL 25
Problemas de la Leccion 2 26
LECCION 3: Propiedades algebraicas del ajuste MCO. Medidas de ajuste 27


https://github.com/mbujosab/Ectr
http://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/
http://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/

4 Propiedades algebraicas del ajuste MCO
4.1 Sumas de cuadrados y descomposicién de la varianza . . . . . . . . ...
4.1.1 La norma usual y las “sumas de cuadrados” . . . . . . . . . ... L oo
4.1.2 La norma de la estadistica y la descomposicion de la varianza . . . . . . .. ... ... ... ..
4.2 Medidas de ajuste . . . . . .. e e e e e e e e
4.2.1 Coeficiente de determinacion o R? . . . . . . . . . . ...

Problemas de la Leccion 3

IT Modelo Clasico de Regresion Lineal
LECCION 4: Variables aleatorias y momentos condicionados

5 Las variables aleatorias como modelo.
5.1 Relacion con las lecciones anteriores (Parte I). . . . . . . . ... ... Lo Lo

6 Definicion de Espacio Euclideo de Probabilidad
6.1 Esperanza matematica . . . . . . . .. Lo e e
6.2 Subespacios probabilisticos . . . . .. L.

7 Esperanza condicional
7.1 Momentos de variables aleatorias. . . . . . . .. ... L L
7.2 Momentos condicionados. . . . . ... oL L e e
7.3 Relacién con las lecciones anteriores (Parte II). . . . . . .. ..o oo oo
7.3.1 (RM,s) es un Espacio Euclideo Probabilistico . . . . . . ... ... ... ... ..........
7.3.2 La regresion o ajuste MCO es un caso particular de esperanza condicional . . . . . . . .. ...
7.3.3 Y si RV es un subespacio de probabilidad ;dénde estd el azar? . . .. ... ... ... .....
7.4 Diferencias con las lecciones previas. . . . . . . . ..o o
7.5 La regresiéon como descomposicién ortogonal . . . . . .. Lo Lo

Problemas de la Leccion 4

8 Apéndice: interpretacion geométrica de la Probabilidad
8.1 Interpretacion geométrica en un modelo para el lanzamiento de una moneda . . . . . . . . . . ... ..
8.2 “Clases de equivalencia” de variables aleatorias y la esperanza condicional . . . . . .. ... ... ...
8.2.1 “Clases de equivalencia” de variables aleatorias . . . . . . . .. ... ... .. ... ... ...
8.2.2 Laesperanza condicional . . . . . . .. Lo e

LECCION 5: Especificacion y Estimacion del Modelo Lineal General

9 Modelo Clasico de Regresién Lineal
9.1 Los cuatro primeros supuestos en el Modelo Clasico de Regresion Lineal . . . . . .. ... .. .. ...
9.2 Primer supuesto . . . . . L e e e
9.3 Segundo SUPUESEO . . . . . . . . e e e e e e
9.4 Tercer sUPUESEO . . . . . . L o e e e e e e e e e e
9.5 Cuarto supuesto . . . . . ... e

10 Regresién cuando £ es RY
10.1 Dos casos particulares de MLG . . . . . . . . . . e e e
10.1.1 Modelo con una constante como UNiCO regresor . . . . . . o v v v v vt e e
10.1.2 Modelo Lineal Simple . . . . . . . .. oL e

11 Estimacién del Modelo Clasico de Regresion Lineal
11.1 Estimacion de un modelo clasico de regresiéon con una muestra de datos . . . . . . . ... .. ... ..

Problemas de la Leccion 5
LECCION 6: Propiedades estadisticas de los estimadores MCO

12 Espacio Euclideo de Probabilidad para un Muestreo Aleatorio Simple
12.1 Momentos muestrales . . . . . . . . . . e e e e e e e e e
12.1.1 Media muestral . . . . . . . . e e e e

IT

27
28
28
30
31
32

36

37
38

38
39

40
42
42

43
44
46
49
49
49
50
o1
92

54

54
56
98
98
59

61

61
61
61
62
63
64

65
66
66
66

67
68

70

72



12.1.2 La varianza muestral . . . . . . . . . .. 74

12.1.3 La cuasi-varianza muestral . . . . . . . . . L Lo 74

13 Propiedades estadisticas de los estimadores MCO 74
13.1 Estimador MCO de B . . . . . . o o e 75
13.2 Esperanza del Estimador . . . . . . . . . . L L e 76
13.3 Varianza del estimador . . . . . . . . . . L e e e e e 77
13.3.1 Consistencia del estimador MCO . . . . . . . . .. .. 79

13.4 Caso particular: la constante como Unico regresor . . . . . . . . . . .. oo 79
13.5 Caso particular: modelo lineal simple . . . . . . . . . . ... L 79
13.6 Momentos de los valores ajustados y los errores . . . . . . . . . .. Lo 80

14 Distribucién de los estimadores MCO bajo la hipotesis de Normalidad 81
14.1 Quinto supuesto del Modelo Clasico de Regresién Lineal . . . . . . .. .. ... o ... 82
14.2 Estimacion de la varianza residual y la matriz de covarianzas . . . . . . . . . .. ... ..., 82
14.3 Maés sobre eficiencia de los estimadores . . . . . . . . . .. 83

15 Mas sobre medidas de ajuste 83
16 Apéndice de definiciones y resultados 84
Problemas de la Leccion 6 86
IIT Inferencia en el Modelo Clasico de Regresiéon lineal 88
LECCION 7: Inferencia. Contrastes de hipotesis lineales 89
17 Introduccion a la contrastacién de hipdtesis 89
18 Estadistico t de Student 90
19 Contraste de hipotesis sobre coeficientes individuales de la regresion 91
19.1 Contrastes de dos colas . . . . . . . . o e 91
19.2 Contrastes de una sola cola . . . . . . . . . L e 92
19.3 Reglas de decision para contrastes de una cola y de dos colas usando el p-valor . . . . ... ... ... 93
Problemas de la Leccion 7 94

LECCION 8: Inferencia. Contrastes de hipétesis lineales (combinaciones lineales de pardametros).

Intervalos y regiones de confianza 95
20 Contraste de hipétesis sobre combinaciones lineales de coeficientes de la regresién 95
20.1 Eltest F oo o o o e 96
20.2 tversus B oo Lo L e 97

21 Regiones e intervalos de confianza 99
Problemas de la Leccion 8 102
LECCION 9: Minimos cuadrados restringidos y contrastes de hipdtesis lineales 103
22 Estimacién bajo restricciones lineales generales 103
22.1 Propiedades estadisticas del estimador MCR . . . . . . . . ... ... 105
22.2 Contraste de la F mediante sumas residuales . . . . . . . . ... . o o 105
22.2.1 Test de Chow . . . . . . . . o e 107

23 Contraste de normalidad Jarque-Bera 108
24 Apéndice: Demostraciones 109
24.1 Demostracion de la Proposicion 22.1 (minimizacion de residuos sujeto a restriccion) . . . . . . . . .. 109
24.2 Demostracion de la Proposicion 22.3 (varianza del estimador restringido) . . . . . . . ... ... ... 110
Problemas de la Leccion 9 111

III



IV Interpretacién 112

LECCION 10: Interpretacion de coeficientes en modelos con logaritmos 113
25 Interpretaciéon de los parametros en un modelo de regresiéon 113
25.1 Interpretacion “Ceteris pdribus” . . . . . . . . e e e e e e e e e 113
25.2 Regresor y variable explicativa no son siempre lo mismo . . . . . . . .. ... Lo 113

26 Funcién exponencial, funciéon logaritmo y elasticidad 114
27 Modelos con logaritmos 117
27.1 Relaciones lineales en las variables . . . . . . . . . . L L e 118
Calculo de la elasticidad en un modelo Lin-Lin . . . . . . . . . . i 118
27.2 Relaciones Lin-Log . . . . . . . . L e 119
Calculo de la elasticidad en un modelo Lin-Log . . . . . . . . . . i 119
27.3 Relaciones semi-logaritmicas (Log-lineal) . . . . . . . . . ... L. Lo L 120
Interpretacion de coeficientes en un modelo Log-Lin . . . . . . . . . . . e 121
Comparacion del ajuste entre un modelo Lin-Lin y otro Log-Lin . . . . . . . . . . . . .. ... ... 122
27.4 Modelos Log-Log . . . . . . .« e 122
Elasticidades en la demanda del transporte en autobis . . . . . . . . . o o e e e e e e 122
LECCION 11: Interpretacién de coeficientes en modelos con con regresores cualitativos 124
28 Dummies 124
28.1 Interpretacion de los coeficientes de las variables ficticias . . . . . . . . . . .. ... ... .. ..., 124
Diferencias salariales entre hombres y mujeres . . . . . . . ..o e e e e 125
Diferencias salariales entre hombres y mujeres (cont.) . . . . . . . L 126
28.2 Contrastes de homogeneidad . . . . . . . . ... L e 127
28.2.1 Mas contrastes de homogeneidad: uso dummies para contrastar cambios estructurales . . . . . 128

28.3 Términos de interaccion . . . . . . . . . . . e e e e e e e e e 131
Cambio estructural en la participacion de las mujeres en el mercado laboral . . . . . . . . . . .. ... ... 132
Modelo Log-lin con variables ficticias: diferencias salariales entre grupos. . . . . . . . . . . . . . ... ... 132
Precio de viviendas unifamiliares. . . . . . . . .. L e e e e e 133
LECCION 12: Multicolinealidad 134
29 Multicolinealidad 134
LECCION 13: Errores de especificacién 137
30 Incorrecta especificacién por omision de variables explicativas 137
30.1 Esperanza del estimador . . . . . . . . ..o 137
30.2 Varianza del estimador . . . . . . . .. oL 138

31 Incorrecta especificacién por inclusion errénea de variables 140
Problemas de la Leccion 13 142
Soluciones 144

En estas notas encontrard todas las transparencias de clase junto con més informacion.

El desarrollo de la mayoria de los resultados matematicos estd propuesto en forma de problemas al final de cada
leccién. Creo que aligerando los detalles se logra una exposicién mas directa, pero es importante que en una segunda
lectura intente resolver los problemas. Estos problemas de contenido matematico estdn indicados en el margen del
texto (como por ejemplo a la izquierda de este parrafo). El ntmero que sigue a la P es el ntiimero del problema
(ademds, debajo y entre paréntesis se indica la pagina donde aparece el enunciado).

Al final de las notas encontrard las soluciones, pero no debe mirarlas hasta que haya dado con “su respuesta”.
Consultar las respuestas de otro sin haber resuelto antes el ejercicio por uno mismo sirve de muy poco. Recuerde

v



que el aprendizaje es una tarea activa, es decir, usted debe encontar la solucién activamente (individualmente o en
“tdndem” con algiin compaiiero). Nunca debe limitarse a mirar la solucién proporcionada por otro.



Naturaleza y objetivos de la econometria

Sin duda ésta es una seccion importante e interesante, pero pude prepararla sin ayuda del profesor, asi que jléase
alguno de los capitulos introductorios de las referencias de la bibliografia recomendada! Por ejemplo
Wooldridge (2006, Capitulo 1) o Gujarati (2003, Introduccién y Capitulo 1).

Las ideas centrales son:

(Leccién 0) T-1 | Introduccion: ;Por qué modelar?
Modelado consiste en intentar ajustar un modelo matemdtico (estadistico) a un conjunto de datos (“la muestra”).

El modelo es 1til cuando (pese a ser simple) capta las caracteristicas de los datos que consideramos m4s interesantes.
Los objetivos por los que se construyen modelos son variados:

(Leccién 0) T-2 | Algunos ejemplos
e Estimacion:
sensibilidad de un valor financiero a movimientos de un indice de referencia (evaluacién de exposicién
al riesgo y cobertura con derivados sobre el indice)
e Previsiones:
probabilidad de impago de préstamos (funcién de las caracteristicas de la operacién y del solicitante)
e Simulacién:
rendimiento de una cartera de valores en diferentes escenarios
e Control:
bancos centrales: intervencién de tipos para controlar la inflacién




Part 1

Regresion Lineal (estadistica descriptiva)



LECCION 1: Geometria del ajuste MCO

1 Ajuste por Minimos Cuadrados Ordinarios (MCO)
e Capitulos 2 y 3 de Wooldridge (2006)

e Apéndice E1 de Wooldridge (2006)

1.1 Introduccién

En ocasiones se logra una mejor comprensiéon de una variable si se relaciona con otras.

(Leccién 1) T-1| ;Hay relacién entre tamano y precio de una vivienda?
500 *
_ 450
g .
o .
S 400
o .
3
I .
2 350
€
8
_g 300 . o Y
£
250
.. °
200 o

1000 1250 1500 1750 2000 2250 2500 2750 3000
Superficie (en pies cuadrados)

Observando la representacién de precios y tamanos de 14 casas unifamiliares del Campus de San Diego en California
(de un ejemplo sacado del libro de Ramanathan (2002)) puede pensarse que los pares de datos (precio, superficie)
estan dispuestos de manera “aprorimada” a lo largo de una recta

y=a+ bx,
vy que, consecuentemente, podriamos describir su relacién como
Precio = a + b(Super ficie) + OtrasCosas;
donde OtrasCosas es lo que desplaza los puntos por encima y por debajo de esa hipotética recta.

La cuestién en esta primera leccién es: jpodemos encontrar “la recta que mejor se ajusta” a esta nube de puntos? es
decir jpodemos “aprozimar” los datos de precios con una recta de la forma
—

precio =a 1 +b super ficie

donde super ficie es el vector con los datos de superficie y 1 es un vector cuyas componentes son todas iguales a 17
.Y cémo calcular las magnitudes de los pardmetros a y b7 es decir, jcudles son los valores de la constante a y de la
pendiente b de esta aproximacion lineal? Antes de continuar, recordemos el concepto de combinacién lineal:

Definicién 1 (Combinacién lineal de vectores de R™). Sean los vectores by,...,b,,. Llamamos combinacion lineal a
cualquier suma de maultiplos de dichos vectores:

a1by + agby + -+ +anb,
donde los niumeros “a;” son los coeficientes de la combinacion lineal.

Por tanto, podemos reformular la pregunta de mas arriba del siguiente modo: jpodemos “aproximar” los precios de
esas 14 casas mediante una combinacién lineal de los vectores super ficie y 17



1.2 Ajuste minimo cuadratico

Ejemplo: Funcién de consumo

Suponga que consumo (con) y renta disponible (rd) de las familias siguen la relacién:
con = By + B2 rd + otrascosas
donde otrascosas son otros aspectos distintos de la renta (activos financieros, edad, lugar de residencia, etc.).

Disponiendo datos de consumo y renta disp. de N familias como vectores de RY | podemos construir una aproximacion
(eon) del consumo con una combinacién lineal de la renta disponible (rd) y de un término cte. (1) (ignorando las
otrascosas):

con = Bl + Bord = {1; rd;](%).
2

Nomenclatura

e regresando: vector de datos de consumo (con)
e regresores: vector de unos (1) y de rentas disp. (rd): X = [1; rd;} donde X;; =1 y X,=rd.
. _ 3_ (A
e vector de pardmetros: B=|~=
B2
Otro ejemplo: Un modelo para los salarios

salario = 1 + Po educ + B3 exper + L4 IQ + otrascosas;

(disponiendo de datos de N trabajadores) el ajuste es

—_~—

salario = El + %educ + B;ewper + B;iq

donde educ son los anos de formacion del trabajador, exper son sus anos de experiencia laboral e () es una medida
de la habilidad del trabajador (por ejemplo el coeficiente intelectual).

(Leccién 1) T-2 | Ajuste MCQO: funcion lineal en los parametros
La aproximacién (o ajuste) y es una combinacién lineal de los regresores X ;:
Y1 1 Z12 Tk
= M| +Bf ¢ |+t B
YN 1 TN2 TNk
6
Yy = Bl + BoXpy + B3 X+ + B X,
Ej1
= [1; XIZ;"' X|k;} = Xg;
Br
B
donde B = [ : |; x:[1; x|2;...x|k;}.
Br B
Asi los valores ajustados son gy = X3 € RV




1.2.1 Una nota sobre la linealidad

La Econometria tiene una importante componente algebraica. Para consultar sus dudas sobre Algebra Lineal dispone
de una enorme cantidad de excelentes referencias, pero aqui aludiré de manera recurrente al Curso de Algebra Lineal
con notacidn asociativa y un mdédulo para Python (Bujosa, 2022a), pues aqui usaré la misma notacién que en dicho

cursol .

En cualquier caso, y para facilitar la lectura de estos apuntes, iré intercalando algunas definiciones o resultados del
Algebra Lineal que son importantes en un curso de Econometria... Y dado que el titulo de la transparencia anterior
alude al concepto de funcion lineal,®> recordemos la definicién de funcion lineal y veamos una nota sobre el producto
“matriz por vector” que aclarara el uso del término “funcidn lineal” en el titulo de la citada transparencia.

Definicién 2 (Funcién lineal). Sean D y V dos espacios vectoriales. Decimos que la funcion f: D —V es lineal si
satisface las siguientes propiedades:

1. Para todo 7,9 € D, f(ZT+7)=f(Z)+ f(¥)-
2. Para todo @ € D y para todo o € R, f(aZ) = af(7T).

Nota 1 (sobre la expresién matriz por vector Az.). Por una parte, el producto de una matriz A de orden N por k
por un vector & de R* es el vector de RV que se obtiene tomando la combinacion lineal de las k columnas de A cuyos
parametros son los k elementos de . Es decir, si A tiene N filas y k columnas, entonces

Az =z (Ay) +22(A),) +-- + 2k (A)) €RY.

Por otra parte, como Ax es lineal por la derecha, es decir, como A(x +y) = Ax + Ay y Alax) = aAz, el
producto Az transforma linealmente el vector  de R* en el vector Az de RN .

Asi pues, decir que el ajuste y es una transformacion lineal en (3 es lo mismo que decir que y es de la forma: “una

matriz por” el vector 3; y decir que es combinacion lineal de los regresores X|j es lo mismo que decir que es de la

forma: la matriz X “por un vector”. Consecuentemente, la expresién y = X3 significa ambas cosas (ahora puede
volver a releer la tltima transparencia y entender4 su titulo).?

Ejemplo 1. Precio de las viviendas: considere los datos del siguiente cuadro con Precios de venta y Superficie ttil
de 14 casas unifamiliares en University City. San Diego, California. Ano 1990. (Ramanathan, 2002, pp. 78).

price (y) saft () price (%)

n
1 199.9 1065 ?
2 228.0 1254 ?
3 235.0 1300 ?
4 285.0 1577 ?
5 239.0 1600 ?
6 293.0 1750 ?
7 285.0 1800 ?
8 365.0 1870 ?
9 295.0 1935 ?

10 290.0 1948 ?

11 385.0 2254 ?

12 505.0 2600 ?

13 425.0 2800 ?

14 415.0 3000 ?

Table 1: Precio (miles de délares) y superficie (pies al cuadrado). Ramanathan (2002, pp. 78).

Si asumimos que el precio y se relaciona con la superficie « del siguiente modo:

Yn = @ + b x, + otrascosasy,

L Ademis el libro es de acceso libre desde GitHub.

2 Aunque su contenido solo dice explicitamente que el ajuste es una combinacién lineal de los regresores.

3Nétese que la expresién Az también es lineal por la izquierda, es decir, (A + B)x = Az + Bz y (aA)xz = aAz. Esto quiere decir
que XE también es una funcién lineal en los regresores, pero lo mas relevante en el ajuste MCO es que es lineal en los pardmetros ﬁ La
linealidad en los regresores cobrard interés mas adelante, al interpretar los resultados de los modelos estimados por MCO.


https://github.com/mbujosab/CursoDeAlgebraLineal/blob/main/libro.pdf

donde otrascosas son otros factores que influyen en el precio: localizaciéon, mantenimiento, servicios, calidades, etc.;

podemos “aprorimar” el vector de precios, ¥y, con una combinacién lineal de los regresores:

J=PBi1+px = [1; ﬂ(%): X3.

De esta manera,

i 1 1065 1 1065]
Y2 1 1254 1 1254
U3 1 1300 1 1300
Ua 1 1577 1 1577
Us 1 1600 1 1600
U6 1 1750 1 1750
R R A B H e e PR e T R
Yo 1 1935 1 1935
Y10 1 1948 1 1948
Y11 1 2254 1 2254
Y12 1 2600 1 2600
Y13 1 2800 1 2800
i1 1 3000 |1 3000

asi por ejemplo, el precio ajustado para el séptimo piso de la muestra (cuya superficie es de 1800 pies cuadrados) serfa

Jro= (DA +(1800)3 = (1, 1800,)(%) = 4XB = 4¥.

2

La cuestion es:

lqué criterio empleamos para elegir f)’: y B; en el ajuste y = X,@?

Antes de establecer el criterio de seleccién de los pardmetros de ajuste, veamos un:

1.2.2 Recordatorio sobre longitud, perpendicularidad y el Teorema de Pitagoras en R"

Primero recordemos la definicién de producto punto:*

Definicién 3. EIl producto punto de dos vectores a y b de R" es ®
n
a-b= a1b1 +CL2b2 +a3b3 =+ +anbn = Zalbz
i=1

El producto punto nos dota de una métrica con la que definir la longitud o norma de un vector:%

Definicién 4. La longitud (o norma) de un vector a es la raiz cuadrada de a - a:

longitud de @ = |la]| = (/a - a.

Por ejemplo, la longitud de @ = = \/62 +02 4+ (—2)2+32 =149 =T.

El producto punto nos permite definir la ortogonalidad o perpendicularidad entre vectores de R™.

4que es el producto escalar usual en RN (aunque ya veremos mas adelante que no es el producto escalar usado en estadistica).
5En la mayoria de los libros lo denotan con aTh, pero aqui seguiré la notacién del curso de algebra citado més arriba.
6En la siguiente leccién veremos que en estadistica se emplea una forma de medir ligeramente distinta.



Definicién 5. Decimos que a y b son ortogonales o perpendiculares (a L b) cuando a -b = 0.
Y ello da pie a repasar un conocido teorema aplicable a la suma de dos vectores perpendiculares entre si:

Teorema 1.1 (Teorema de Pitdgoras en R™). Sean x,y € R™; entonces x -y = 0 (son perpendiculares) si y solo si
Iz +yl* = 2| + y]*.

Demostracion. (Véase Bujosa, 2022a, Leccién 11). O

Fijese que x e y corresponden a los catetos y el vector suma (& + y) a la hipotenusa de un tridngulo rectdngulo.

1.2.3 Criterio del ajuste minimo cuadratico

Ahora ya estamos en condiciones de establecer el criterio de ajuste, que consistird en minimizar una distancia. Pero
antes de enunciar el criterio necesitamos definir el error de ajuste:

(Leccidn 1) T-3 | Error de ajuste

Dados X e y, el “error de ajuste” al emplear B es

e = y-XB = y-g;

Asi, descomponemos los datos observados y en: .

Llamamos “Suma de los Residuos al Cuadrado” del ajuste y a

N
SRC(B) = > &% = eé = |e|?
n=1
es decir, al cuadrado de la longitud del vector € = (y —y).

Consecuentemente, el error cometido por el ajuste para la observacion n-enésima es

€n = Yn—Yn = ¥ — ¥ = n(y—X,B> = ,€;

y la suma de residuos al cuadrado también se puede expresar como

N N
~ o - 9 _ _ ~ ~
SRCB) =e-e =Y e = (n—9n) =@w-9)-w—-9) = (y—XB)-(y—XPB)
n=1 n=1
(Leccién 1) T-4 | Criterio de ajuste MCO
Y1 1 =
Y2 I
Suponga y = | . y X=
YN 1 zn

Como “criterio de ajuste” buscaremos un B tal que X,é esté lo mds prorimo posible a y; es decir, tal que

la componente € sea lo mds pequena posible en la descomposicion:

y:X§+€

= y + e.




(Leccién 1) T-5 | Geometria de un mal ajuste lineal

Un a demasiado pequefio y un b demasiado grande.

L(1)
Y Yy
zb ¥ L(x) 1) oy la
~ a _ = ~ . ~ ~
xz[l; m;}; ﬂz(g); y=XBj y=y+e; e=y-y F1o

Las cinco figuras muestran una representaciéon del mismo ejemplo visto desde dngulos o perspectivas distintas (las dos

primeras desde cierta altura, las dos siguientes desde el suelo y la Gltima serfa la “vista de pdjaro” desde la vertical).
En cada figura, el “suelo” es el plano (el subespacio) generado por los regresores 1 y x; es decir, el conjunto de todas
las combinaciones lineales de los regresores, que en los libros de algebra también se conoce como espacio columna de
la matriz X, y que con frecuencia se denota con C (X); es decir:

El suelo de las figuras es el conjunto de vectores Xv donde v € R*. Denotamos el conjunto con C (X)

Buscar la combinacidn de regresores mds prézima a y es buscar el punto del “suelo” mas préximo a y (mds cercano
al extremo superior de la flecha verde de la figura). Dicho de otro modo, buscar el vector de C (X) més préximo a y
es buscar la combinacién lineal Xv que mas se acerca a y.

Si agudiza la vista verd que dicho punto aparece pintado en el suelo de las figuras. A partir de ahora a dicho punto
(que es el ajuste MCO de y) lo denotaremos con y.

En las figuras de mas arriba se aprecia que la eleccién de los pardametros a y b es mejorable, pues usar a veces 1 y b
veces & nos conduce a un punto que no es el més préoximo a y, es decir, que

¥ # [Lizs] (%)



El punto y (el punto del “suelo” mds préximo a y) es la proyeccién ortogonal de y sobre C (X). Para seguir con la
exposicién, recordemos la definicién de la proyeccién ortogonal de un vector:

Definicién 6. Llamamos proyeccién ortogonal de un vector y sobre un subespacio V a la funcién lineal Prj,, (¥) tal
que la diferencia Y — Prj,,(Y) es ortogonal V.

En el caso particular que nos ocupa, para cada vector de datos y de R, el vector g del subespacio C (X) es la
proyeccion ortogonal, Prjc(x)(y), de y sobre el subespacio C (X) C R™ engendrado por las columnas de X (i.e., por
los regresores). Dicho vector existe y es tnico (véase la Leccién 11 de Bujosa (2022a)). La diferencia y — ¥ es el vector
de errores €.

Lo ma4s interesante de ¢ se afirma en la siguiente

Proposicién 1.2. La proyeccion ortogonal de y € R™ sobre C (X) C R™ es el vector de C (X) mds prézimo a y.

Demostracion. Sea y la proyeccién de y sobre C (X) y tomemos un vector z cualquiera de C (X). Veamos que y estd
tan lejos 0 més de z que de su proyeccién ortogonal y.

Como z e y estdn en C (X), su diferencia (y — z) estd en C (X) (pues C (X) es subespacio); consecuentemente (y — z)
es ortogonal a (y — y) = e (por ser y la proyeccién ortogonal sobre C (X)). Y como la suma de ambos vectores
perpendiculares es (y —yY) + (¥ — z) = (y — 2), por el Tma. de Pitdgoras concluimos que

2 ~ 2 ~ 12 ~12
ly —zI" =y —=zI" +lly —ylI" = lly -yl

Por tanto, [[ly — z|| > [ly — | = ||é]| | para todo = & C (X). O

1.2.4 Las ecuaciones normales

El modo de encontrar los coeficientes 3 de la combinacién de regresores y = X3 consiste en resolver un sistema de
ecuaciones que se denomina sistema de ecuaciones normales.

Para verlo recordemos que dos vectores de R™ son perpendiculares si y solo si su producto punto es cero
n
alb = a~b:Zaibi:0.
i=1

Consecuentemente, las filas de una matriz A son perpendiculares a un vector b si Ab = 0, pues entonces i|A -b=0.
Por tanto, las columnas de una matriz C son perpendiculares a b si y solo si (CT)b = 0.

bLClj «— C'b=0

Asi pues. ..

(Leccién 1) T-6 | Ecuaciones normales

El vector € es minimo cuando es perpendicular a cada regresor:

eLlX, & 0=Xe=X(y—g)

Consecuentemente R R R
y=X8 < XT(y—XB):O & X'y —XTXB=0
Es decir
Yy = XB si y solo si (XTX)B =XTy (1)
Las soluciones ,@ son los pardmetros del ajuste MCO 3y = XB
(el ajuste que minimiza la longitud de €). Fl1




(Leccién 1)

T-7| Ajuste MCO: geometria de la proyecciéon ortogonal

elX = BZ(Z

=N Yy
(S e
-
zb Yy L(x)
f/“‘”)
a — =

A

~

) es solucion de

NE

XTXB=XTy.
L(x)
Yy
R
£(1) 7 1d
=y +e; e=y—-y

El sistema de ecuaciones (XTX)E = XTy se denomina sistema de ecuaciones normales;’ y para obtener la proyeccién

y de y sobre C (X) basta multiplicar X por cualquier vector que sea solucién de dicho sistema.

8

Es llamativo que para resolver X3 = y (para encontrar la combinacién lineal de columnas de X mds préxima a y)
resolvamos el sistema de ecuaciones normales, donde no aparece ¢. Este procedimiento indirecto funciona porque el

sistema de ecuaciones normales y el sistema X3 = g tienen el mismo conjunto de soluciones (ffjese en las implicaciones

“si y solo si” de (1)).

7En este contexto geométrico, normalidad significa perpendicularidad, de ahi el nombre.
8Fijese que aunque el punto ¥ es tinico, el sistema de ecuaciones normales puede tener infinitas soluciones, es decir, puede haber infinitas
combinaciones de los regresores que sean iguales a . En la siguiente seccién veremos la condicién sobre X para que la solucién sea tnica.
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1.2.5 Ausencia de multicolinealidad exacta (regresores linealmente independientes)

Para que la solucién al sistema de ecuaciones normales (1) sea inica (para que (3 sea inico) es necesario que se verifique
una condicién sobre la matriz de regresores X:

(Leccién 1) T-8 | Condicion para que las ecuaciones normales tengan solucion tinica

Puesto que R R
XB=y > (XTX)3 = XTy, donde X ;

Nxk

ambos sistemas tendran solucion unica si y solo si sus matrices de coeficientes son de rango k.
o . -1
En tal caso, multiplicando ambos lados de las ecuaciones normales por (XTX) tenemos que

B =(XTX)"XTy (2)

es la unica solucion. F13

La condicién de independencia lineal de las columnas de X implica que XTX es de rango completo” y garantiza la

unicidad de las soluciones. Es decir, para una matriz con k columnas X (i.e., cuando hay k regresores):
N xk

~

B estnico & 1g(X)=k & (XTX)_1 es invertible.

Cuando no se cumple la condicién de rango existen infinitos B’s (infinitos valores para los pardmetros) tales que

XB = y. En tal caso, se dice que hay multicolinealidad perfecta (i.e., los regresores son linealmente dependientes).
Veamos un ejemplo.

Ejemplo 2. Ecuaciéon de salarios: Supongamos el siguiente modelo (Ejemplo 3.2. Wooldridge, 2006)

e (51 + B2(educy,) + B3 (antig,, ) + Ba(exper,) + otrascosasn) .

Salar, = ;

donde Salar, es el salario del individuo n-ésimo, educ,, son sus anos de educacién, antig,, sus anios de antigiiedad en la
empresa, y exper, sus anos de experiencia en el sector y otros factores, son otros factores distintos de los anteriores.

Tomando logaritmos tenemos un modelo para la nueva variable In(Salar,,)
In(Salary,) = 61 + B2 (educn) + B (antign) + B4(expern) + otrascosas,,.
(donde ahora , el regresando In(Salary,) es una combinacién lineal de los regresores més otrascosas).

;Qué pasa si jamdas ningun trabajador cambié de empresa? Entonces las columnas de la matriz de regresores X
correspondientes a anos de experiencia y anos de antigiiedad son iguales; asi que XTX no es invertible.

Como ezxperiencia y antigiiedad coinciden, sélo podemos calcular su efecto conjunto:
In(Salar,) = 61 + B2 (educn) + (B3 + Ba)exper,, + otrascosasy,

es decir, no es posible discriminar el “efecto” de la variables antigiiedad y experiencia por separado.

Fijese que si una de las columnas de X es un multiplo de otra; es decir, si la correlacién entre dos regresores es 1 en
valor absoluto'® (por ejemplo, si la tercera columna es a veces la segunda) habrd multicolinealidad exacta. Pero no es
necesario que haya correlacién uno en valor absoluto entre algunos regresores para que haya multicolinealidad exacta;
por ejemplo, si la tercera columna es a veces la primera mas b veces la segunda, evidentemente las columnas de X
serdn linealmente dependientes (aunque no haya correlacién uno en valor absoluto entre dichas columnas, es decir,
aunque ninguna columna sea un multiplo de otra).

910 que implica que para cada regresor hay al menos tantas observaciones como regresores tiene el modelo (N > k).
10Véase la correlacién entre vectores alineados en la Pagina 20.
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1.2.6 ;Ojo! El lenguaje habitual en econometria se toma ciertas licencias

El modelo inicial para los salarios en el ejemplo anterior no es lineal en los parametros, y una vez se ha transformado

logaritmicamente dicho modelo tampoco!. .. pues lo podemos escribir como
b
In(Salar,) = [1; educ; antig; ezper;] g2 + otrascosas
3
Ba

o de manera mas compacta
y = X8 + otrascosas.

Dicho modelo no cumple las condiciones de la Definicién 2 (ya que no es de la forma matriz por vector). No obstante,
los libros de econometria se refieren a un modelo asi como lineal en los pardmetros porque se puede aproximar mediante
el modelo lineal § = X3. Por ello se dice que tomando logaritmos “se linealiza el modelo” inicial, pero la expresién no
es estrictamente correcta. Como dicha expresién estd completamente extendida en econometria, aqui también diremos
que un modelo de la forma y = X3 + w es lineal en los pardmetros, aunque realmente solo seria lineal si w estuviera
multiplicado por un pardmetro adicional S;41. Asi pues, en econometria, al decir que el modelo y = X3 + u es lineal
en los pardmetros lo que se quiere decir es que se puede aproximar por MCO mediante el modelo lineal y = XB.

Enlace a algunas préacticas de la Leccién 1

Fin de la leccidn
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LECCION 2: Modelos con 1, 2 y 3 regresores

Pensando en aquellos alumnos con inclinaciones matemadticas, comenzaré la leccion con una introduccién algo maés

formal de lo que suele ser habitual. Esta introduccién enlazard con los espacios vectoriales de variables aleatorias
que encontraremos mas adelante. Como no todos los alumnos tienen dicha inclinacién, en las transparencias esta
introduccién se pasa por alto.

Pues bien, como el entorno en que se desarrolla la Econometria son los los espacios semi-euclideos,'! empezaré
dedicando unas pdginas a los (semi-)productos escalares.

2 Espacios euclideos

Un espacio semi-euclideo es un espacio vectorial dotado de un semi-producto escalar. Los espacios semi-euclideos
permiten medir distancias y angulos. Mas adelante veremos que los empleados en Estadistica y Probabilidad tienen
la particularidad de que son de tal manera que los vectores (o funciones) constantes “uno” (aquellos que solo toman
el valor uno) siempre tienen longitud (o norma) igual a 1.

En este primer tema (donde tan solo trataremos con listas de datos) trabajaremos dentro del espacio euclideo R .
Mas adelante trabajaremos con espacios semi-euclideos més generales, aunque formados por variables aleatorias.

2.1 Productos escalares en general
2.1.1 Propiedades de los productos escalares

Un producto escalar es una funcién bilineal {_|_) que satisface los siguientes axiomas para cualesquiera vectores ¥,
Y y Z de un espacio vectorial V' y para cualquier nimero real a.

V) =(VI7T)

e Linealidad respecto al primer argumento:

e Simetria: (7

e Positivo:
e Definido: (7|7) =0 & @ =
La diferencia entre un producto escalar y un semi-producto escalar es que éste ultimo no es definido, es decir, no tiene
por qué cumplir la dltima propiedad. Consecuentemente, con un semi-producto escalar puede ocurrir que (7| Z) =0
para algunos vectores Z no nulos (7 # 0).'?

2.1.2 Los productos escalares sirven para medir longitudes y angulos.

Fijado un producto escalar particular (_|_) en un espacio vectorial V, la norma o longitud de un vector 7 es

8|

IZ1l = /(7]

); 3)
y el coseno del dngulo 6 formado por dos vectores no nulos 7 e ¥ es

57) —
cosf = 7_<, | yl ;
[l
que toma valores entre —1 y 1. Cuando el coseno es 1 en valor absoluto (1 6 -1) decimos que los vectores 7 e I estdn
alineados (i.e., uno de los vectores es miltiplo del otro). Por otra parte, dos vectores T e 3 son perpendiculares si y
solo si su (semi)producto escalar (Z|7%y) es nulo:

17 e (Z|F) =0

11E] término espacio semi-euclideo estd tomado de Golovina (1980) y corresponde a un espacio vectorial con un semi-producto escalar.
12En RN tan solo emplearemos productos escalares. Pero en temas posteriores, cuando tratemos con variables aleatorias en general,
necesitaremos emplear semi-productos escalares.

13



2.2 Producto escalar usual en el espacio euclideo RY

El producto escalar “usual” entre vectores de R™ es el producto punto (que ya hemos usado en la leccién anterior):
N
(@ly), = @y = >z
i=1

(Fijese en el subindice “u” que indica que nos referimos al producto escalar “usual” del espacio euclideo RN).

Nota: Aunque los textos de estadistica usan mayoritariamente expresiones con sumatorios (como la de la derecha), yo usaré de
manera preferente expresiones como la de la izquierda o la del centro, por ser mucho mas breves.

Por (3) sabemos que el producto escalar de un vector por si mismo es su norma al cuadrado, es decir, es el cuadrado
de su longitud. Asi, empleando el producto escalar (_| ), usual en el espacio euclideo RY tenemos que

(z|z), =2 = = |z
Consecuentemente llamamos norma euclidea de  en RY a

e, = v& .

(Fijese en el subindice “u”, que indica que estamos usando la norma del producto escalar “usual”).

2.2.1 Descomposicion de los semi-productos escalares

Producto componente a componente en RY (o producto Hadamard). Definimos el producto componente a
componente, € ® y, entre dos vectores x e y de RV como el vector de RY cuya componente n-ésima es el producto

de las componentes n-ésimas de e y:  (Z1,...,Zn) © (Y1, -, Yn) = (T1Y1, -, TnlYn)-
1 1 1
Es deci _ ) . 1 ]2 | -3 | -6
S decir, (:c O] y)ln = TpYn; POr ejemplo, x = E Yy = 5 = xTxOY= 15
4 0 0
Es facil comprobar que si a es un nimero y « e y son vectores de RV:
exOYy=yox e (x+y)0z=x0z4+y0Oz e 10z =mcx,

e (ar) Oy =a(y O x) e 00x=0

donde 0 es el vector cuyas componentes son nulas y donde 1 es el vector cuyas componentes son todas iguales a 1.

Con y? nos referiremos al vector y ® y, es decir, al vector cuyas componentes son el cuadrado de las de y. De esta
manera tenemos que el cuadrado de la longitud de y es ||yHZ = (yly), = y-y = Zivzl y? = 1-y2.

Fijese que si ; © y; = T, © Y, entonces (x,|y,), = T, - Y; = Ty - Yy = (T5| Yy),, €s decir, que
el conjunto de pares { (a; Oy, (x| y)u) ‘ T,y € RN} es una funcién.

(Véase la definicién de funcidn en el apéndice de la Leccién 6 de Curso de Algebra Lineal con notacién asociativa. . ).
Todo semiproducto escalar que cumple lo anterior se puede descomponer en dos operaciones: un producto componente
a componente (o punto a punto) y alguna forma de agregacién (que normalmente se denomina suma o integral?®).
Vedmoslo en en el caso del producto escalar usual en RY.

El producto escalar usual se descompone en dos operaciones: un producto de funciones componente a
componente (punto a punto) y la suma de las componentes del vector resultante (véase la Figura 1).

N
(x|y), = -y = Z%% = ‘la suma de las componentes del producto x= ®y ‘
i=1

13Integral de Lebesgue.
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zOyY
RN x RN —/—=,

RN
N
Suma de componentes de xQY = Y z;y;
(zly), =t
R

Figure 1: Diagrama del producto escalar usual en R, que es la suma de las componentes del producto Hadamard.

2.3 El producto escalar de uso mas comiin en estadistica

El promedio de un conjunto de datos es una idea central en Estadistica. Dicho promedio es un valor que queremos
que, de algin modo, “resuma” el conjunto de datos. Esta idea condiciona el tipo de producto empleado en estadistica.

Imagine que recabamos un conjunto de datos y todos ellos resultan ser “unos”, parece natural pensar que el valor que
mejor “resume” dicho conjunto sea precisamente el niimero 1. Para lograr que asi sea, en probabilidad y estadistica se
emplean productos escalares tales que todo vector constante 1 tenga longitud 1. Fijese que el producto escalar (_| ),
usual en RY no cumple este requisito cuando N > 1, pues

N
I;=1-1=> 1°=N
n=1

y por tanto ||1||, = V' N. En estadistica el producto escalar mds habitual es:**

(wly), = (@ v). (1)

(Fijese que el subindice “s” indica que nos referimos al producto escalar frecuentemente usado en estadistica).

Con este nuevo producto escalar la norma al cuadrado de un vector x es

ol = (zl2), = y(@ ) = (1 2%) (5)

y arroja el resultado deseado independientemente del niimero N de componentes (de unos) del vector 1, pues

1 N
1P = —(1-1) = = = 1; 1. =v1=1
(RN N( ) N ; = 1, =v1

(donde el subindice “s”, que indica que es la norma del producto escalar frecuentemente usado en estadistica).

Para abreviar me referiré a este producto escalar y a esta norma como “los de la estadistica” (pero recuerde que el
nombre es engafioso, pues no son los tinicos que se usan en estadistica)'®. A partir de ahora, si no se indica lo contrario,
al decir “la norma de un vector x” nos referiremos a la norma en estadistica ||z||, = /Nlz - x.

Media aritmética Empleando este nuevo producto escalar podemos definir la media aritmética (o media):

Definicién 7. La media aritmética, 1, de un vector y es el producto escalar (de la estadistica) entre 1 e y:

1 N
py = (1ly), = N (1-y) = NZ%' 6)

Fijese que la media es una forma de “sumar” (o agregar) que cumple el objetivo de que el “promedio” de un vector

constante 1 sea siempre 1: .

Fijese también en que, como los productos escalares son lineales tanto en el primer como en el segundo argumento,

la media aritmética (que es un producto escalar con 1) es lineal y por tanto tenemos que |ii(ay) = alpy)| ¥y

H(zty) = Ha + Hy ‘; o de manera méas compacta ‘ P(az+by) = pla + Opiy |

arroja valores N veces mayores (en valor absoluto) que el de la estadistica, {_|_),.

14 Consecuentemente el producto escalar usual, {_|_) s

u
15 Al calcular con medias ponderadas (donde hay ponderaciones distintas) estaremos empleando productos escalares diferentes.
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Por ultimo, como =, Oy, = &, O Yy = (T;|Y1), = (X2|Ys),, es decir, como de nuevo el conjunto de pares

{ (xoy, (z|y),) ’ x,y € RY } es una funcién, también podemos factorizar el producto escalar de la estadistica:

N
<ﬂc|y>g = N‘l(:c.y) = %szyl = ’media del producto € O Y| = pzoy);
i=1

es decir, el producto escalar de la estadistica es la composicién del producto Hadamard y una operacion de tipo “suma”
(que en este caso se denomina la media aritmética'®). En adelante recuerde que el producto punto x -y es el producto
escalar usual de RY, y que la media aritmética del producto H(zoy) €5 el producto escalar de la estadistica.

zOY
RN x RV —2,

RN
N Ty
media del producto xQy: > 5\?1 = K(z0y)
(zly), =t
R

Figure 2: Diagrama del producto escalar en RY en estadistica; que es la media del producto componente a componente.

Ortogonalidad en RY. Si dos vectores son perpendiculares con el producto escalar usual (_| _),» también lo son
con el producto escalar de la estadistica, (| _),, pues

zly & zy=0 & N' z y)=0 & Loy =0 (7)

Ademas, como & ® 1 = @, concluimos que un vector « es perpendicular a 1 si y solo si su media es cero:
rll & f@er) =pa =0 (8)
iDos normas distintas! Como disponemos de dos productos escalares en RY | disponemos de dos normas (o maneras
de medir) diferentes; y por cuestiones de tradicién trabajaremos con ambas en la leccién siguiente.!” Afortunadamente

el paso de una a otra es sencillo cuando manejamos el cuadrado de la norma. Por (4) sabemos que el cuadrado de la
2 . 2 . .
norma usual ||z||; = x-x es N veces mayor que el cuadrado de la norma en estadistica ||z||; = N} (z - x); es decir,

Izl = N Jl]3. 9)

3 Ajuste MCO con uno, dos, tres 6 k regresores

(Leccién 2) T-1| Geometria MCO
El ajuste de regresiéon MCO es una descomposicion ortogonal:

y=19y + e; donde y=X0 Le

donde los parametros B se obtienen resolviendo | XTX ﬁ =XTy |y donde 1 € C (X) Fl16

Solo hablamos de regresion (o ajuste) MCO cuando 1 pertenece al subespacio C (X) sobre el que se proyecta y.'®

160 esperanza matemdtica, o en un contexto més general, integral de Lebesgue.

7En Econometria es tradicional referirse tanto a la suma de cuadrados (cuadrado de la norma que usa el producto escalar habitual)
como a la varianza (cuadrado de la norma que usa el producto escalar de la estadistica).

18Es decir, una proyeccién ortogonal es una regresion si y solo si los vectores constantes pertenecen al subespacio sobre el que se proyecta.
Habitualmente esto se garantiza en Econometria imponiendo que la primera columna de X sea el vector constante 1; aunque no siempre
es as{ (véase la leccién sobre variables ficticias).
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3.1 Una constante como tunico regresor (media, desviacién tipica y varianza)

Estudiemos el caso mas sencillo, donde la tnica columna de X es el vector 1. Este caso corresponde al modelo

Y, = a+ otrascosas,,

(Leccién 2) T-2 | Ajuste MCO con una constante (vector de unos) como tnico regresor
;Qué es el ajuste MCO g si X = [1]? (Y, = a + otrascosas,)
Las ecuaciones normales R
XTXB =XTy

se reducen a una unica ecuacién

1a)@)=0y) = @)=[N"1v)

N
~ - 1 .
Portanto a = N'(1-y) = N E Vi = [y;  asique

X3 = 1]@) = 1py = 7. (10)

Mas arriba vimos que la media p,, es el producto escalar (en estadistica) entre 1 e y; pero ahora tenemos una segunda
“forma de ver” la media aritmética; una forma que estd intimamente relacionada con la proyeccién ortogonal:

La media i, es el valor por el que hay que multiplicar 1 para obtener el vector constante mas préximo a y.
Demos nombre a dicho vector (que denotaremos con g):

Definicién 8. Llamamos vector de medias de y a la proyeccion y de y sobre los vectores constantes L’(l).

Hy 1
Por tanto y = = ||y = 1y, donde py esla media de y.
Hy 1

Fijese que como las proyecciones ortogonales son funciones lineales (Definicién 6 en la pdgina 9), el vector de medias

de una combinacidn lineal es una combinacién lineal de vectores de medias: (ax +by) = aT +b7Y.
(Leccién 2) T-3 | El vector de medias y y la media aritmética g,
()"
Yy
~ :
- > £(1)
z= (:uz)l [ty | [tg | Y= (:U’y)]-

Y = (uy)l y py = (y|1),.
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La media del vector de medias T es igual a la media de x, es decir uz = g

Demostracion. (Si piensa en la representacion geométrica verd que el resultado es trivial. La demo también lo es.)
Como T = (pz)1 y la media aritmética es lineal, y como p3 = 1; tenemos: pz = pu)1) = (Ha)it(n) = Moo O

Por otra parte, como T es la proyeccién ortogonal de x sobre 1, se verifica que 1 L (x —T); de hecho,

la diferencia (x — T) es la proyeccion ortogonal de x sobre el subespacio ﬁ([l; ])J' ortogonal a 1.
Por tanto, la media de (z — @) es necesariamente cero (Ecuacién 8 en la pdgina 16).

Resumiendo, cuando proyectamos ortogonalmente un vector  de R sobre 1, lo descomponemos en una componente
constante T y otra componente (x — T) que es perpendicular a la primera; y que muchos manuales de econometria
denominan “vector de desviaciones respecto a su media”. Aqui, y por contraposicién, la llamaré componente variable.'
La longitud de la componente constante T es ||T||, = |1z |. A continuacién nos fijaremos en la longitud de la componente
variable (x — ).

Desviacién tipica y varianza. De todos los miltiplos del vector 1, el vector de medias @ es el que estd a la menor
distancia de @. Dicha distancia se denomina desviacion tipica (i.e., la longitud de la componente variable & — T):

Definicién 9. Llamamos desviacién tipica de « a la norma (o longitud) |jx —Z||,; y la denotamos con o4.

0o =z -7, = \(@-D|@-D), = /i@ =

Como las proyecciones ortogonales son funciones lineales (pagina 6), la proyeccién de Az sobre E(l)l es Mz — ) ,

cuya longitud es la desviacién tipica de Az, por tanto | o(rz) = [A|og |

Definicién 10. Fl cuadrado de la desviacién tipica de & se denomina varianza de x:

N
_ _ _ 1
02 = -7 = (@ -B)|@ D)), = fpazy) = O @~ o)’
1=1

Dado que al multiplicar & por A su desviacién tipica se multiplica por |A|, tenemos que 0(2)@) =\02 |

La ortogonalidad entre el vector de desviaciones (o componente variable) (x — T) y el vector constante 1 tiene
implicaciones geométricas que son permanentemente explotadas por la estadistica jResulta que la estadistica es fun-
damentalmente una aplicacién del Teorema de Pitagoras!

Tma. de Pitagoras y la estadistica Recuerde que si a y b son perpendiculares, y ¢ = a + b, entonces:
2 2 2
lel” = llal” + (6],
donde a y b son los catetos y ¢ la hipotenusa de un tridngulo rectdngulo. Asi, como (y —y) L 7, tenemos que

2 —2 —2 —2
lylly = ly =gl + 17l = o + 17l

es decir, que o, = ||y||§ - HﬂHi Por (5) y (6) sabemos que ||y\|§ = fi(y2) [ ¥ como la longitud de 1 es 1 y § = 1py,

también sabemos que | ||y, = |1y || Consecuentemente llegamos a una segunda expresién para la varianza

o0y = Hey) — (y)”, (11)

donde fi(y2) es el cuadrado de la hipotenusa y los otros dos términos son el cuadrado de los catetos del tridngulo.

9Pero fijese que dicha componente variable pudiera ser en algiin caso el vector constante 0.
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(Leccién 2) T-4 | La desviacion tipica y el Teorema de Pitagoras

£(1)"
_ Y
L U
ly —9ll, =0y
£(1)
Yy

, —n2 -
Asi, 032, = ||y—y||3 = NIZ(yi_ﬂy)2 = K((z—z)2)>

pero por el T. de Pitdgoras, también

2 =2 2
oy = Iyl =171, = 2 — (ny)™

Fijese que sumar un vector constante (paralelo a 1) no cambia la desviacién tipica, y que sumar un vector de media
nula (perpendicular a 1) no cambia la media.

(Leccién 2) T-5| Vectores constantes y vectores de media nula

Yy +al

— £(1)

<

0, =0 & z=al, =0 z 11 (12)

Recuerde que p, es un valor numérico y que T es un vector constante (un multiplo de 1).

(Leccién 2) T-6 | Media: valor puntual y vector de medias

<o

8|
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Para finalizar esta secciéon vamos a anadir la definicién de dos estadisticos mads: la covarianza y la correlacion.

Definicién 11. La covarianza entre e y es el producto escalar (de la estadistica) de las proyecciones (x — ) y
(y —9):

T2y = M(e-m)0w-7)
Nétese que dado que (y —¥) es la proyeccién de y sobre el subespacio de vectores ortogonales a los vectores constantes,
(y — ) es ortogonal a todo vector constante. En particular

M@-mor) =
Y como u((w—i)@(y—g)) = ,u((w_i)ey) — M((w—i)@y)’ también tenemos que
- ., 2
Oxy = M((w—f)@y) y también Oy = M((m—f)@w)’

pues 0ze = 02. También podemos deducir un expresién alternativa para la covarianza:
Ozy = Hzxoy — Haxly- (13)

Definicién 12. Llamamos correlacién entre e y al coseno del angulo formado por las proyecciones (x —) y (y—79):

Oxy

Pxy a0y (14)

Como es un coseno (véase la Seccién 2.1.2) su valor siempre estd comprendido entre —1 y 1, es decir, —1 < pg, < 1.

y—by
£

Figure 3: Perspectivas distintas representando el dngulo 6 cuyo coseno es la correlacion entre los vectores « e y.
Multiplicando y dividiendo por N obtenemos distintas expresiones para la correlacion:

Nogy (x—%) (y —7) z-(y-y9)

o \/(Na%) « (no3) \/((w_x)-(w—w)) (-9 w-n) \/(w'(”"“’”)) “(v-w-9)

Vectores alineados: Cuando y = Ax con A # 0 (cuando y es un maltiplo no nulo de x) tenemos que

2
Toy = M(z-2)0(y-7) = H@-2)ore—2) = M(@-z)2) = A0g-

Asi, de (14), deducimos que si y = Az

) Oy )\O‘i - /\0:26 _ i _ 4
Y Oz 0y T20(\z) (Nowos |l ’

es decir, 1 cuando A es positivo y —1 cuando A es negativo.
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3.1.1 De la geometria a la interpretacién estadistica

Cuando proyectamos ortogonalmente un vector de datos x sobre 1, lo descomponemos en una componente constante
y otra componente variable que es perpendicular a la primera.

Denominamos vector de medias, T = i1, a la componente constante. Al ser T el vector constante mas préximo a x,
es habitual interpretar la media pg, como “el valor central” alrededor del cual se distribuyen los datos.

Por otra parte, denominamos vector en desviaciones respeto a la media (x — T) a la componente variable de . La
longitud de (x — ) se denomina desviacidn tipica y, de algiin modo, indica la “dispersidn de los datos” alrededor de
su valor central.

Fijese que al saltar a la interpretacion estadistica destacamos aspectos tales como el “valor central de los datos” o
su grado de “concentracién”, que son interpretaciones subjetivas de la informacién contenida en los datos, y que no
son parte del formalismo matemético de las definiciones.?? Exactamente lo mismo ocurre con la varianza, que es el
cuadrado de una norma y cuya interpretacién como medida de dispersién es, de nuevo, una interpretaciéon o lectura
subjetiva. Esto es extensivo a otros conceptos, como la probabilidad, que quedan fuera del contenido del curso.

La covarianza entre x e y es el producto escalar entre sus respectivas componentes variables, |i((z-z)0(y—7)) =
NN (2 — pia)(yi — f1yy). Es decir, es la suma de los elementos del vector (x — ) ® (y — ¥) dividida por N.
Consecuentemente, una covarianza positiva significa que en dicha suma “dominan” los productos positivos, es decir,
“dominan” los casos en los que ambas desviaciones son positivas o ambas son negativas. Pero esto no quiere decir
necesariamente que “lo mds frecuente” sea que si x; es mayor que p, entonces y; también es mayor que py (¥
viceversa). Bien podria ocurrir que lo més frecuente fuera lo opuesto, que en la mayoria de los casos donde x; > g
resultara que y; < [y, pero que estas las diferencias respecto a los valores medios fueran tan pequenas que la suma de
los correspondientes productos fuera un numero negativo pero no alejado de cero, y que sin embargo en unos pocos
casos en los que x; > i (en los que es mucho més grande) también ocurriera que y; > i, (y viceversa) dando lugar
a algunos sumandos positivos muy grandes. En tal caso la suma (la covarianza) podra resultar positiva aunque haya
muchos méas sumandos negativos, es decir, aunque sean mucho mas frecuentes los casos en los que valores de & por
encima de la media de & vengan acompanados de valores de y por debajo de la media de y.

La correlacion entre @ e y es el coseno del dngulo formado por sus componentes variables (x — ) e (y —g) (v tiene
el mismo signo que la covarianza). Cuando los vectores (x — T) e (y — ¥) forman un dngulo pequefio la correlacién
estd préxima a 1; y cuando (x — %) e (y — ¥) apuntan en direcciones casi opuestas, forman un dngulo muy abierto y
la correlacién estd proxima a —1. Cuando la correlacién es cero los vectores (x — ) e (y — ¥) son perpendiculares.

Tenga en cuenta que correlacién nula no significa que x e y sean ortogonales; de hecho, x e y podrian estar casi
alineados y, sin embargo, tener correlaciéon nula (por ejemplo si, en la Figura 3,  y y estuvieran casi alineados con 1,
pero contenidos en planos a escuadra cuya recta comin son los vectores constantes, por ejemplo si & esta contenido en
el plano horizontal e y en el vertical). Por otra parte, dos vectores perpendiculares entre si pueden tener correlacién
1 en valor absoluto (por ejemplo si ambos vectores estdn contenidos en el mismo plano, pero forman un angulo de 90
grados entre ellos). Por tanto, no confunda vectores ortogonales con vectores con correlacidn nula.

20Recuerde también que disponemos otros modos alternativos para reflejar estos aspectos: la mediana, la moda, el coeficiente de variacién,
valores maximos y minimos o rangos intercuartilicos; también representaciones graficas como histogramas, diagramas de caja, diagramas
de dispersién, etc.
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3.2 Modelo Lineal Simple: ajuste MCO con una constante mas un segundo regresor

(Leccién 2) T-7| Ajuste MCO con un regresor adicional a la constante
Y,, = a + bX,, + otrascosas,, (Modelo Lineal Simple).
Las ecuaciones normales N
XTXB =Xy,
donde ahora
Y1 1 =
Y2 R ~ a
Yy = . ) X=1. _|:17w;i|; /8: R
YN 1 zn
se reducen a
1-1) (1-2)] 0 (1w
(i) -
(x-1) (- =) Ty

A continuacién puede ver la solucién de este sistema de ecuaciones normales (correspondiente al modelo lineal simple)
Su célculo esté propuesto como problema al final de la leccion.

(Leccién 2) T-8 | Solucion para el modelo lineal simple

Para el Modelo Lineal Simple, la solucién al sistema de ecuaciones normales es:

b= (15)
y

Asi, cuando realizamos una regresién sobre un vector de unos mas un regresor adicional, la pendiente de la recta de
regresién ajustada, b, es la covarianza entre e y dividida por la varianza de x, por tanto

b= oy _ H(z-=)o(y-7)) _ H=o(y-7))

0% W@-me@-7) HMao@-)
Multiplicando y dividiendo b por o, tenemos b= ?—Qy = ;:—;’m . Z—Z = ;:;’y . Z: = Pay Z—Z; es decir
b= pay ZZ

Por tanto, la pendiente estimada en el Modelo Lineal Simple es el coeficiente de correlacién entre el regresor « y el
regresando, multiplicado por la desviacién tipica del regresando y dividido por la desviacion tipica del regresor .
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(Leccién 2) T-9 | Ajuste del modelo lineal simple

£(1)

Operando (o fijindose en la figura derecha de la transparencia anterior) se pueden deducir varios resultados. Primero:

y=al+bx =7y| &6
que nos permite demostrar que la varianza de los valores ajustados es la varianza de @ por el cuadrado de la pendiente
del ajuste b (que también se aprecia en la misma figura de la transparencia anterior). Es decir, que
2 _ P2(2) — 2 P-4
o7 =0 (02) = o | (A7) (26
Y por tltimo, operando también llegamos a concluir una sencilla relacion entre la covarianza entre y y @ y la covarianza
entre y y los valores ajustados. La relacién es
oyg = b(0yz) = oyba | (18) (15_65

Veamos un ejemplo de estimacién de un modelo lineal simple?!.

Ejemplo 3. Precio de las viviendas: precio de 14 viviendas en University City. San Diego, California. Afio 1990.
(Ramanathan, 2002, pp. 78).

’ 1w (Codigo: EjPvivienda.inp ‘ ....................................................................................

n  Precio (y) Superficie (x)
1 199.9 1065
2 228.0 1254
3 235.0 1300
4 285.0 1577
5 239.0 1600
6 293.0 1750
7 285.0 1800
8 365.0 1870
9 295.0 1935
10 290.0 1948
11 385.0 2254
12 505.0 2600
13 425.0 2800
14 415.0 3000

Table 2: Superficie (pies al cuadrado) y precio de venta (miles de ddlares)

Tratemos de ajustar por MCO los precios de las viviendas mediante la siguiente recta de regresion:

Qzal-l-@w = {l;w;} (?)z XA3.

2

21La primera practica con ordenador del fichero PracticasClase.pdf reproduce este ejemplo.
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Calculando

loz=) X,=2673 x-x=)» X=55462515

1-y= ZYn =44449 x-y= ZXnYn =9095985.5

y sustituyendo en el sistema de ecuaciones normales del Modelo Lineal Simple tenemos:

~

(26753 =

~

(55462515)b =

44449
9095 985.5

(14a  +
(26753)a  +

cuya solucién @ = 52.3509 y b = 0.13875 es el ajuste por minimos cuadrados de a y b. Alternativamente, de (15),
(16), y del valor de los estadisticos obtenemos idénticos valores:

Oxy

2
Ox

b= 4= fly — pab = 52.3509

= 0.13875;

Por tanto o
precio = 52.35 4+ 0.139 (sqft)

Asi, por ejemplo, con esta muestra el precio de venta ajustado de una casa de 1800 pies cuadrados, serd
yr = 52.35 + 0.139(1800) = 302.1 miles de dolares.

No obstante, aunque la séptima casa de la muestra es de 1800 pies su precio solo fue y; = 285 miles de ddlares. Esta
discrepancia (€7 = y7 — y7) puede sugerir que la casa tiene algo que ha disminuido su valor (mala ubicacién, pocos

servicios, mal estado, etc).??

n  Precio  Superficie = Precio ajustado Error €
1 199.9 1065 200.1200 -0.22000
2 228.0 1254 226.3438 1.65619
3 235.0 1300 232.7263 2.27368
4 285.0 1577 271.1602 13.83984
5 239.0 1600 274.3514  -35.35142
6 293.0 1750 295.1640 -2.16397
7 285.0 1800 302.1015 -17.10148
8 365.0 1870 311.8140 53.18600
9 295.0 1935 320.8328  -25.83278
10 290.0 1948 322.6365  -32.63653
11 385.0 2254 365.0941 19.90587
12 505.0 2600 413.1017 91.89826
13 425.0 2800 440.8518  -15.85180
14 415.0 3000 468.6019  -53.60187

Table 3: Superficie (en pies al cuadrado), precio de venta (en miles de dblares), precios y errores estimados.

(Leccién 2) T-10 | Recta de regresion

Precio (miles de $) y superficie util (pies al cuadrado) de 14 casas unifamiliares en University City. San Diego, California. Ano 1990.
(Ramanathan, 2002, pp. 78)

500 |- m Precios de venta -]
o Ajuste (p = 52.35 + 0.14 - sqft) 0
°
— o = m
400 [—
= =
2 - ¢
g
5 v
300 5 (o
&® "
200[ @ ! ! ! ! ! ! ! |
1000 1250 1500 1750 2000 2250 2500 2750 3000

superficie 1til (sqft)

F26

22Esta interpretacién del error de ajuste es especulativa y podria ser completamente errénea, entre otros motivos, porque el modelo
ajustado fuera inadecuado. Usted siempre debe ser consciente de que la formalizacién matemaética solo nos indica propiedades algebraicas,
pero que nada dice sobre la adecuada interpretacién de resultados empiricos (en eso las matemadticas nos ayudan poco).
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3.3 Ajuste MCO con una constante y otros dos regresores adicionales

1z 13 By
Enestecaso X =i 1 |=[Xy Xy Xpgi| dondeX; =1; v B=[5,
1 zn2 N3 B3

Mas abajo puede encontrar en forma de ejercicios el desarrollo algebraico de este modelo. Aqui solo vamos a ver, con
un ejemplo simulado, que el ajuste lineal es un plano de regresiéon que “corta” una nube puntos. Para ello, ejecute el
guién de Gretl de méas abajo. Abra la ventana del modelo con el ajuste MCO. En el ment de “Gréaficos” seleccione
“grafico de variable estimada y observada” --> “contra S y D”. Vera el plano de regresion que corta a la nube de
puntos justo de la inica manera en que se minimiza la suma de los errores al cuadrado del ajuste.

Ejemplo 4. Precio de las viviendas simulado (dos regresores):

Modelo simulado: p =100 4 3s — 130d + u

a00

precio x 1000eur

precio x 1000
3
gt
- fa
£
4

a 50 60 78 80 % 100 6.2 6.4 0.6 0.8 1

distancia en horas

1iCobdigo: SimuladorEjPvivienda.inp

En modelos con atin més regresores es imposible “visualizar” el ajuste del hiper-plano de k — 1 dimensiones que corta
una nube de puntos en un espacio de k dimensiones. Afortunadamente no es necesaria tal visualizacién, basta analizar
las propiedades algebraicas. Son las mismas, sea cual sea el numero de regresores. Lo veremos en la Leccion 3. ..

3.4 Ecuaciones normales del ajuste MCO con k regresores

Las matrices y vectores de las ecuaciones normales (XT)XB = XTy en el caso general (k regresores) quedan del
siguiente modo. La matriz de coeficientes XTX es la matriz simétrica:

1|(XTX)|1 1I(XTX)|2 1|(XTX)|1<:
XTX = o XTR) o (XTX) e (XTX,,
g XTX), L (XTX) ) XTX),

donde cada elemento de la matriz XTX es de la forma i (XTX)lj = (X)h‘ . (X)Ij = EnN:1 T Tnj-

Si X|; = 1, entonces 1|(XTX)|1 =1-1=N;y Z,l(XTX)Il = 1|(XTX)|i =1-X,= niijl T
Por otra parte, el vector del lado derecho XTy es
1|XTy
XTy = XY e R¥
leTy

donde Z.|XTy = 25:1 TniYn; YV SI Xll =1, entonces su primer elemento es lley =1.y= 25:1 Yn -
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Problemas de la Leccion 2

(L-2) PROBLEMA 1. Demuestre el Teorema de Pitdgoras, es decir, que si @ y b son perpendiculares (si (a|b) =0), y
si ¢ = a + b, entonces ||c||” = |la]® + ||b]°.

(L-2) PROBLEMA 2. Demuestre que 0py = fzoy — Hally
(L-2) PROBLEMA 3. Demuestre que g = al + bz

(L-2) PROBLEMA 4. Demuestre que 0?27 :82(gi),

(L-2) PROBLEMA 5. Demuestre que oy5 = b(0yz)

(L-2) PROBLEMA 6. Resuelva XTX§ = XTy para el caso de un regresor adicional a la constante, es decir, donde
X = [1; :c]

(L-2) PROBLEMA 7. ;Coémo afectaria al ajuste MCO que el segundo regresor  de un Modelo Lineal Simple fuera
un vector de constantes ¢?

Ajuste MCO en modelos con tres regresores

(L-2) PROBLEMA 8. Obtenga el sistema de ecuaciones normales para el siguiente modelo con tres regresores: y =
al + bx + cz + otrascosas

(L-2) PROBLEMA 9. Obtenga la siguiente solucién para el sistema de ecuaciones del ejercicio anterior.

@ =fly — flg b— iz C (19)

~ (022)02y — Oxyos

I (20)
Oz )0x OzyOg

R o

(L-2) PROBLEMA 10. Si la covarianza entre & y z es cero en el modelo con tres regresores jcon la estimacién de qué
modelo coincide la estimacién de ¢?

Multicolinealidad perfecta:
(L-2) PROBLEMA 11. ;C6émo afectarfa al célculo de los pardmetros del ajuste MCO del modelo con tres regresores el
hecho de que x y z tuvieran un coeficiente de correlacién con valor absoluto igual a uno?

Fin de los Problemas de la Leccion 2

Enlace a algunas practicas de la Leccion 2

Fin de la leccidn
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LECCION 3: Propiedades algebraicas del ajuste MCO. Medidas de ajuste

4 Propiedades algebraicas del ajuste MCO

e Capitulos 2, 3 y Apéndice de Wooldridge (2006)

(Leccién 3) T-1| Geometria MCO
El Ajuste por regresién MCO es una descomposiciéon ortogonal:

y= 19 + e; donde g=XB L e

donde los pardmetros 3 satisfacen | XTX 8 =XTy |y |1 €C (X) | 29

Recuerde que dos vectores a y b de RY son ortogonales si, y solo si,>®> a-b =" a;b; = 0. Por tanto, un vector a es

perpendicular a las columnas de X si aX =0 o, lo que es lo mismo, si XTa = 0.

Dado que ¥ es la proyeccién de y sobre las combinaciones lineales de los regresores XI i la diferencia € = y — ¢ es

la proyeccién de y sobre el subespacio de vectores perpendiculares a los regresores.>* Por tanto € es ortogonal a los
regresores y, consecuentemente, a cualquier combinacién lineal Xv. En particular, los errores € son ortogonales a los

valores ajustados g (por ser estos la combinacién lineal XE)

(Leccién 3) T-2| Minimos cuadrados ordinarios: Propiedades algebraicas

El calculo MCO de Ben y = XB + e implica que F11
e L X,;, es decir exX =0|
Y como y = Xﬁ, entonces € L y (puese -y = QXB =0 ,@),
es decir, eX=0 = |e-y=0 (22)

Y como 1 eC (X) tenemos que

e = 0| y por tanto . Asique |g=17|
(Véase y la figura en (F29)) F30

Como y=9y+¢€ ycomo € L1 (pues X siempre es tal que 1 es combinacién de sus columnas)?® tenemos que

= Hg | (23)

si y solo si pgep = 0 si preferimos expresarlo con el producto escalar habitualmente usado en la estadistica.

23

24Es decir C (X)l7 la proyecciéon sobre el complemento ortogonal del subespacio generado por los regresores le (véase Bujosa, 2022b).

25De hecho lo habitual es que la primera columna X|1 sea precisamente el vector constante 1.
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ya que un vector tiene media nula si, y solo si, es perpendicular a las constantes (Ecuacién 12 en la pdgina 19).

4.1 Sumas de cuadrados y descomposicién de la varianza

En la figura de la primera transparencia estdn presentes varios tridngulos rectangulos?S. Aunque la figura destaca
con colores el tridngulo rectdngulo cuya hipotenusa es y y cuyos catetos son y y € (es la decir, la descomposicién
ortogonal de ¥ en y més €), también se destaca un segundo tridngulo, orientado perpendicularmente al vector de unos,
cuyos lados estdan marcados con lineas discontinuas.

Ese segundo tridngulo estd nuevamente representado en la siguiente transparencia (tridngulo con lados rojo, azul y
verde). El cateto vertical (rojo) corresponde al vector de errores de ajuste € = y — y. El cateto horizontal (en azul)
es la diferencia (y — ) entre el vector g ajustado por MCO y su proyeccién sobre los vectores constantes (es decir,
su vector de medias, que como 1 € C (X)7 resulta ser § = 7). Por dltimo, la hipotenusa (en verde) es la diferencia
(y — v) entre el vector de datos y su proyeccién g sobre los vectores constantes. Por tanto, en este segundo tridngulo
tanto la hipotenusa como los catetos estan en un plano perpendicular a 1.

Esta orientacién perpendicular a 1 es la que hace que la interpretacion del Teorema de Pitdgoras en este segundo
triangulo sea interesante desde el punto de vista de la estadistica y la econometria. Pero para verlo tenemos que dar
significado a la longitud de los lados de este tridgngulo en particular.?”
Recuerde que disponemos de dos productos escalares en RY. El producto escalar usual 6 producto punto: <w|y>u =
x -y; vy el producto escalar asociado a la media aritmética: <w |y>s = Yroy = N1 (w y) Asi que disponemos de “dos
varas para medir” longitudes a la hora de interpretar el Teorema de Pitdgoras: por una parte tenemos el cuadrado
2 s 2 -1
de la norma usual, ||z|, = - @, y por la otra el cuadrado de la norma en estadistica, |||/ = pzz = N ' (z - x).
Consecuentemente el cuadrado de la norma usual es N veces mayor que el cuadrado de la norma inducida por el
producto escalar de la estadistica
2 2
Nlz|[s = [l

4.1.1 La norma usual y las “sumas de cuadrados”

(Leccién 3) T-3| MCO: T2 de Pitadgoras y sumas de cuadrados
(y—9)
~~

Como (y—y)Le ysusumaes (y—vy) = (y—-9y)+ e

Iy -DI* = G-I + lle]? (24)

Con la norma del producto escalar usual en RY
2 ~ 2 ~2
Iy =), = 1@ -9, + llell,
sTC SEC SRC

26 Cuatro en total, dos de ellos comparten € como cateto vertical; y los otros dos comparten el vector de medias de § como cateto sobre
la recta de vectores constantes £ (1).

2"Més adelante también daremos significado al coseno del éngulo entre la hipotenusa (y — %) y el cateto horizontal (g —y) de este
tridngulo particular.
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Sin mencionar explicitamente la interpretacién geométrica (ni la norma utilizada), los libros de econometria dan
nombre a cada uno de los lados del citado triangulo:

Suma Total de Cuadrados es el cuadrado de la norma usual del wvector de desviaciones y —vy de los datos y
respecto a su media (hipotenusa):

N
STC = -9l = w-9-0G-7 = > G-m?

Suma Explicada de Cuadrados es el cuadrado de la norma usual del vector de desviaciones y — 7y del ajuste Yy
respecto a su media (cateto horizontal):

N
SEC = |@-DI = @-9) -@-7) = Y.(Gi—uy)? (dondey =pg).
=1

Suma de Residuos al Cuadrado es el cuadrado de la norma usual del vector de desviaciones de errores de ajuste

€ respecto a su media, que es nula: € — € = e (cateto vertical).
~112 o~ o~
SRC = ell, = e-e = > e =3 (¢—pe)’  (dondepuz=0).

Dado que estamos midiendo el cuadrado de la longitud de los lados de un triangulo rectangulo, podemos acudir al
Teorema de Pitagoras para concluir que

STC = SEC+ SRC,

Es decir, la regresion MCO descompone la Suma Total de Cuadrados del regresando y en dos partes, la Suma Ezxplicada
de Cuadrados del ajuste Yy y la Suma de Residuos al Cuadrado.

(Leccién 3) M Sumas de cuadrados
|STC = SEC + SRC|
STC=(y-9) (y -9) =No,
SEC=(y-v) (y—-y) =No (pues § = y)
SRC=e¢€-e =No2 (pues ug = 0)

STC =) (yn—my)*  SEC=) (n—py)*s  SRC=) (4o — 1)’

Modelo Lineal Simple

136 136 136
134 [TJ: 134 134
132 132 132
130 ’ 130 130

50 60 70 80 90 50 60 70 80 90 50 60 70 80 90
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4.1.2 La norma de la estadistica y la descomposicién de la varianza

En la Leccién 2 vimos que la longitud (medida con la norma de la estadistica) de la componente de x ortogonal a 1
es su desviacién tipica (Seccién 3.1). En consecuencia, el cuadrado de la longitud de cada lado del tridngulo dispuesto
perpendicularmente a 1 es una varianza. Asi, cambiando la “vara de medir” tenemos que

2 2
oy, = 05 +05. (25)
La regresién descompone la varianza del regresando y en la varianza del ajuste Y y la varianza del error de ajuste €.

El cambio en el modo de medir es inmediato: dado que el cuadrado de la norma usual es N veces mayor que el
cuadrado de la norma de la estadistica, ||£L'Hi = N||:13||§7 tenemos que

STC = No; SEC = Nog; SRC = No2.

(Leccién 3) T-5| Dos varas para medir lo mismo: descomposicion de la varianza

Veamos idéntica relacién, pero medida con la norma de la estadistica
2 ~ 12 ~12
Iy =9I, = -9l + llell,
~—~—

2 2 2
O',y J@ GE

STC — SEC+SRC dividiendo por N o

Fijese que en las figuras anteriores podemos ver en total cuatro tridngulos rectdngulos (los dngulos rectos estén
marcados con pequenos cuadrados en cada uno de los correspondientes tridngulos). A la relacién que ya hemos visto:

e y-9) (y—-vy)=WwW-7) - (Y—-y)+e-e, obien oy = 0127 + 02| (Descomposicién de la varianza),
STC SEC SRC

podemos anadir la de los dos triangulos que comparten el cateto: ¥ (y donde juy = pi5).

ey y=y-y+y—-9) (y—79), o bien 0124 = pi(y2) — (py)? | (Ecuacién (11) en la pagina 18)
—_————
sTC
ey y=9-y+y-9) (y-—-19), o bien U% = W) — (py)? . (Ecuacién (11) en la pagina 18)
—_———
SEC

Asi como una relacién que cumple la varianza de los errores debido a la descomposicién ortogonal y = y + €:

oy-y:§.§+é.§; o bien g%:u(yg)_#(gQ)_
——
SRC

En los cuatro casos, hemos aplicado el Teorema de Pitdgoras, para obtener la descomposicién del cuadrado de la
respectiva hipotenusa (con la norma usual). Luego hemos dividido por N y hemos despejado para obtener expresiones
para cada una de las tres varianzas teniendo en cuenta que N (y -y) = (y2) Y que Ny -g) = (ny)?

Por otra parte, fijese que los tres vectores: y, § e g tienen idéntico vector de medias: § =y = g, pues el propio
vector Y es la proyeccién ortogonal sobre £ (1) de los tres. Dicho de otro modo: iy = i = jig.
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Comentario. El término “Suma Ezxplicada de Cuadrados” proviene de la relacion STC = SEC+SRC. Su intencion
es sugerir que el ajuste MCO descompone la variabilidad del vector y en dos partes: SRC' recoge la variabilidad de los
residuos (aquello que el ajuste no “explica”) y SEC recoge la variabilidad de los valores ajustados y (aquella parte de
la variabilidad de y que se puede replicar (“explicar”) con la combinacion lineal de los regresores Y ).

Pero debe tener presente que el término “explicacion” es enganoso. En el ejemplo del precio de las viviendas y su
superficie, es sensato suponer que los precios dependen de las caracteristicas de las viviendas y, en particular, que parte
de las variaciones de los precios entre distintos pisos se deben al diferente tamano de éstos. En tal caso el nombre
de “suma explicada de cuadrados” puede tener sentido (es sensato pensar que si se amplia el tamafio de una vivienda
aumentars su precio).

Ahora bien, suponga que trata de ajustar una regresion lineal segun la siguiente expresion:
super ficie = 1 + P2 precio + (otras cosas). (26)

Aqui la superficie aparece como funcion del precio de la vivienda. Si ajustamos este modelo por MCO tendremos que
STC = SEC + SRC. No obstante, carece de sentido suponer que el tamano de la vivienda es funcion del precio; de
lo contrario deberiamos suponer que si la vivienda experimenta un alza o baja en su precio, su superficie aumentard o
disminuird en consecuencia.

No olvide que la relacion STC = SEC + SRC es puramente algebraica (T® de Pitdgoras) y que su interpretacion
como suma de lo explicado mds lo no explicado sdlo puede ser aceptable si la funcion ajustada en la regresion “tiene
sentido” desde un punto de vista de la Teoria Econdmica (o del “sentido comin”).

La posible interpretacion de los valores obtenidos mediante una regresion como la de la Ecuacion 26 es de cardcter
exclusivamente estadistico (y no de Teoria Econdmica): si un piso tiene un precio muy elevado, cabe “esperar” que el
piso sea grande (pero de ningin modo podemos deducir que el precio del piso “explica” su superficie).

4.2 Medidas de ajuste

Al ajustar unos datos por MCO tenemos dos casos extremos, cuando y es una combinacién de los regresores resulta
que el propio y es la combinacién de los regresores més préxima a si mismo, por tanto 4y = y. Como el el ajuste es
perfecto el vector de errores es cero: € = 0.

El otro extremo sucede cuando y es perpendicular a los regresores. En tal caso, la combinacién de los regresores mas
préxima a y es el vector nulo, ¥ = 0, asi que € = y. Consecuentemente la Suma Explicada de Cuadrados es cero.

(Leccién 3) T-6 | Dos casos extremos

Ajuste perfecto cuando y € C (X), pues Yy =y
2
e

STC = SEC; (SRC =0) esdecir o) = 0?27; o3z =0).
Ajuste nulo cuando y 1 C (X), pues y =0
STC = SRC; (SEC =0) esdecir o = 0%; (0127 =0).

Las medidas de ajuste sirven para comparar la bondad del ajuste de modelos alternativos aplicados a un mismo

31



regresando y. Los dos casos extremos que hemos visto (el ajuste nulo y el ajuste perfecto) nos dan una pista sobre
cémo disenar un posible criterio que permita comparar distintos ajustes.

(Leccién 3) T-7| ;Qué ajuste es mejor (donde se parecen mas y y y)? ;arriba o abajo?

~ —2
ly — 9l

12
ly — 9|

4.2.1 Coeficiente de determinacién o R?

Dado que (en un modelo con més de un regresor, i.e., k > 1) el ajuste es perfecto cuando SEC = STC' y es nulo
cuando SRC = STC; es facil idear una funcién que tome valores entre cero (ajuste nulo) y uno (ajuste perfecto).
Basta dividir el cuadrado de la norma de la componente variable del ajuste (||§ — g||>) por el cuadrado de la norma
de la componente variable de los datos (||y — ¥||*)... siempre y cuando el regresando y no sea constante.

Con este cociente estaremos empleando como criterio para evaluar la bondad del ajuste la proporcion de la variabilidad
del regresando y que es recogida por el vector ajustado .

. _ lg—9l* _ SEC
ly—g|*  STC

(con y # 0).

<Ll

Esta funcién se denomina coeficiente de determinacion y se denota con R%. Por el Teorema de Pitdgoras sabemos que

17 —g|° =y — 5| — ||e|’, asi que alternativamente podemos expresar R2 como
12 a2 <112 2
— —|le e SRC 0%
R2 — Hy y” — |2‘ || - 1 H ||7 s = 1— - 1— 7;3 (COH y 7& 0) (27)
ly — 9l ly — 7 STC oy

Pese a que esta segunda expresion del R? es més larga, resulta ser la mds frecuente en los manuales de Econometria
(imagino que el motivo es que recuerda a la expresién de otra forma de medir el ajuste que veremos enseguida).

La notacién “R?” del coeficiente de determinacién proviene del hecho de que este cociente es el cuadrado de la
correlacién entre y e y. Para comprobar que R? es (pgy)2 debemos recordar que g = 1, y tener en cuenta que
Y-y =19y (y en consecuencia figoy = figog)- Asi, por la Ecuacién 13 en la pagina 20 sabemos que

- PN _ 2 2
99y = Hgoy —Hgly = Hyoyg —Hyg = 0y
Consecuentemente
2 2 2 232 9
) & %5 % (3) (7yg) >
B = o2 o2 o2 0202 (0,09)° (Pgy)” (28)
Yy Yy g Yy y Yy y
Ty . .z . . ~
donde pg, = = es el coeficiente de correlacién lineal simple entre y e y.

O'yO'iI‘
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Y dado que la correlacién de dos vectores es el coseno del dngulo formado por sus respectivas “componentes variables”
(véase la Figura 3 en la pagina 20), también tenemos que el R? es el cuadrado del coseno del dngulo 6 formado por el
vector (y — ) y el vector (g — 7). 2

Caso especial:

El Modelo Lineal Simple. Ya sabemos (ecuaciones 17 y 18 en la pdgina 23) que para el MLS se verifica
tanto que, o =b%-02 como que Oyg =b-0ya; asi pues, de (28) concluimos que en el MLS

Yy xT
2 R 2 R 2
2 _ Ogy _ b-oya _ b-oya _ 2
BT \Toma) ~Gg) ~ e
0505 o2 @ . gw) by/ogos
Leccién 3 - edidas de ajuste
( ) T-8 | Medidas de aj
Coeficiente de determinacién: R?
SEC SRC
R =—_— =1—-— 0<R?’<1
STC sTC’ - -
O’g ()'g
g e 2
= — = 1 _ — — =~
012! 0121 (pyy)

En caso del MLS también tenemos que R2 = (pwy)z

Coeficiente de determinacién corregido o ajustado: R?

2 SRC
_ 5% Nk N -1
2_1_¢ _1_N=k _q1_1""1_R2
R =1 52_1 o = 1 N—k(l R*) <1
y N—1
SRC _ .2 : : 5. o STC — .2 ; ;
donde R =53 esla cuasi-varianza de €; y J—7 = sy, es la cuasi-varianza de y

Coeficiente de determinacién ajustado Llamamos modelos anidados a modelos que comparten el mismo regre-
sando y, pero en los que el conjunto de regresores de uno de los modelos es un subconjunto de los regresores del otro.
Por ejemplo, son anidados el modelo que ajusta el precio de las viviendas en funcién de su superficie, y un segundo
modelo que, ademds de la superficie, también incluye el nimero de dormitorios y cuartos de bafio.

Pensemos qué ocurrird si comparamos la bondad de ajuste de modelos anidados (y una misma muestra). El ajuste
MCO de y es la proyeccién ortogonal sobre el subespacio C (X) que contiene todos los vectores que son combinacién
lineal de los regresores (las columnas de X). Es decir, de todos los vectores que hay en C (X), el vector y es el que estd
més préximo a y. Al anadir nuevos regresores a los ya existentes (nuevas columnas a X), no desaparece ninguno de los
vectores de C (X) que ya habia; pero (si alguno de los nuevos regresores es linealmente independiente de los anteriores)
habremos ampliado C (X) con una infinidad de nuevos vectores. En esta situacién solo caben dos posibilidades: el
vector més proximo a y sigue siendo el mismo de antes, es decir, ninguno de los nuevos vectores de C (X) estd mas
cerca de y o bien puede que alguno de los nuevos esté méas cerca de y. Consecuentemente, al anadir nuevos regresores
la longitud de los errores ||€]|, se mantiene (si los nuevos regresores son ortogonales a y) o bien se reduce (que es lo
més frecuente en la préctica).

Esto conduce a un problema préctico: siguiendo el criterio R? un modelo que incorpore nuevos regresores jamas sera
considerado peor, pues su vector de errores nunca serd mayor que el correspondiente al modelo reducido.

Volvamos al ejemplo del precio de la vivienda e incorporemos algunos regresores sin sentido: el nimero de pares
de zapatos que el arquitecto que firmé el proyecto de construccion tenia cuando se gradud. El segundo digito del
numero de la licencia de conducir del conductor que llevé el primer porte de ladrillos a la obra y la presién en bares del

28Ffjese que dicho dngulo 6 estd indicado en las figuras de la transparencia correspondiente al frame en en la pagina anterior.
Mirando las figuras es inmediato darse cuenta que cuando el dngulo estd préximo a cero el ajuste es bueno, y que cuando el dngulo esta
préoximo a ser un angulo recto el ajuste es muy malo.
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neumatico delantero derecho del vehiculo en el que los transporté. Salvo en el remoto caso de que los nuevos regresores
sean ortogonales a los precios (i.e., salvo que se dé la remotisima casualidad de que y - Xli =0 parai=3,4,5), el R?
del modelo con 5 regresores (tres de ellos absurdos) serd mayor que el del modelo con dos (constante y superficie).

Es evidente que no tiene ningun interés practico preferir un modelo por el mero hecho de tener mas regresores. Lo
que buscamos es que los regresores incluidos en el modelo tengan capacidad predictiva (como ocurre con el tamano
cuando queremos predecir el precio de una vivienda, o la potencia del motor con el precio de un coche, o la altura con
el peso de una persona, etc.). En consecuencia, para poder comparar sensatamente, es necesario penalizar la cantidad
de regresores de manera se prefiera un modelo ampliado solo cuando los nuevos regresores mejoren el ajuste tanto
como para compensar la penalizacién impuesta. La siguiente medida de ajuste penaliza el nimero de regresores (k).

Definicién 13. FEl coeficiente de determinacion corregido R? de define como

52 SRC
D2 __ e _ _ N-—k
R =1 2 = 1—- 555 conk>1,
] N—1
donde 5% = % se denomina cuasi-varianza de € y donde 5121 = % se denomina cuasi-varianza de y.
Como
s2  SRC SRC 42
e _ Nk N _ _©
2 = sIC > 510 = 53 (cuando k > 1),
y N—1 N y

resulta que R? < R?. Ademds, el coeficiente de determinacién corregido es negativo cuando % > % Operando,

también podemos deducir que R? =1— =1 (1 — R?).

La ventaja del coeficiente de determinacién corregido R? es que penaliza los modelos con un elevado numero de
pardmetros (al corregir por el nimero de grados de libertad N — k), ello permite comparar el ajuste de modelos
anidados. Muchos analistas consideran esta correccién como insuficiente. Consecuentemente se han propuesto otros
criterios (criterios de informacion) que sehialaremos en la Seccién 15 y que penalizan atin més el nimero de pardmetros.

Los programas econométricos suelen mostrar tanto el B2 como el R?. Por una parte el coeficiente de determinacién
R? nos indica la proporcién (en tanto por uno) de la variabilidad del regresando que es captada por el ajuste; y por
otra el coeficiente de determinacién ajustado (o corregido) R? nos permite comparar modelos cuando estan anidados.?”

Fijese en la salida de Gretl para el ejemplo del precio de 14 viviendas en University City. San Diego, California. Ano
1990. (Ramanathan, 2002, pp. 78). En ella se pueden ver el R? y el ? corregido.

(Leccién 3) T-9 | Ajuste en el ejemplo de las casas

‘ 1w Codigo: EjPvivienda.inp ‘ ...................................................................................

Estimaciones MCO utilizando las 14 observaciones 1-14
Variable dependiente: price
Coeficiente Desv. Tipica Estadistico ¢ Valor p

const 52,35 37,29 1,40 0,19
sqft 0,14 0,02 7,41 0,00
Media de la vble. dep. 317,4929 D.T. de la vble. dep. 88,49816
Suma de cuad. residuos 18273,57 D.T. de la regresiéon 39,02304
R? 0,820522  R? corregido 0,805565
F(1,12) 54,86051 Valor p (de F) 8,20e-06
Log-verosimilitud —70,08421  Criterio de Akaike 144,1684
Criterio de Schwarz 145,4465 Hannan—Quinn 144,0501

Nota practica importante: Los coeficientes de determinaciéon nos dan informacién sobre la bondad del ajuste,
pero jojo! No es recomendable darles demasiada importancia. Hay aspectos mas relevantes a la hora de valorar la
calidad de los modelos. .. por ejemplo, que las predicciones del modelo sean sensatas.

29También muestran otros criterios basados en modelos probabilisticos (criterios de informacién de Akaike y de Schwartz que nombraremos
en la Seccién 15, cuando hablemos de variables aleatorias y hayamos afiadido el supuesto de normalidad sobre las perturbaciones).
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Préctica 1. Reproduzca en Gretl el siguiente ejemplo sobre el cdlculo del coeficiente de determinacién ajustado para
comparar modelos con distinto nimero de regresores.

Ejemplo 5. Peso de ninos segun su edad:

1COAIZ0: PeSOEAG . IIP |« ntt ittt ettt et

n  Peso Kg Edad
1 39 7
2 40 7
3 42 8
4 49 10
5 51 10
6 54 11
7 56 12
8 58 14

Table 4: Peso (en kilogramos) y edad (en afios)

Mod 1: peso = 11 + S2edad + otrascosas

= Peso observado

60 -

50 -

Peso del nino en kilogramos

6 8 10 12 14
Edad del nino en anos

Peso Kg = 19,6910 + 2, 93003 Edad
(6,999) (10,564)

T=8 R*=0,9405 F(1,6)=111,6 & =1,8161

(entre paréntesis, los estadisticos t)

Mod 2: peso = 11 + Bzedad + Bsedad? + otrascosas

wn

g = Peso observado

£ 60|

=)

=

g

pt 50 =

=]

=

i) L]

=} 40

o

8

A~ [ ! !
6 8 10 12 14

Edad del nino en anos
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Peso_Kg = —5, 11497 + 8,06835 Edad — 0, 252102 Edad2
(—0,664) (5,159) (—3,305)

T=8 R2=0,9776 F(2,5)=153,57 & =1,1148

(entre paréntesis, los estadisticos t)

Mod 3: peso = 511 + Bzedad + Bsedad? + fiedad?® + otrascosas

= Peso observado

50 |-

40 -

Peso del nifio en kilogramos

6 8 10 12 14

Edad del nino en anos

Peso Kg = 81,7714 — 18,5964 Edad + 2, 37778 Edad2 — 0, 0836541 Edad3
(1,904) (—1,419) (1,845) (—2,043)

T=8 R>=0,9863 F(3,4)=168,75 & =0,87188
(entre paréntesis, los estadisticos t)

Problemas de la Leccion 3
Propiedades algebraicas del ajuste MCO

(L-3) PrOBLEMA 1. Demuestre que en la descomposicién y =y + €, si pug =0 entonces fiy = pg.

(L-3) PROBLEMA 2. Demuestre que §y -y =4 - ¥.
Pista. Recuerde que y =y +e yquey-e =0.
Medidas de ajuste MCO

(L-3) PROBLEMA 3. Calcule el coeficiente de determinacién para un modelo en el que el tinico regresor es el vector
de constantes. (Pista: piense cuanto vale SEC en este caso.)

Fin de los Problemas de la Leccion 3

Enlace a algunas practicas de la Leccién 3

Fin de la leccidn
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https://github.com/mbujosab/Ectr/blob/master/Practicas/Gretl/Lecc03.pdf

Part 11

Modelo Clasico de Regresion Lineal
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LECCION 4: Variables aleatorias y momentos condicionados

(Léase el Capitulo 1 de Wooldridge (2006))

5 Las variables aleatorias como modelo.

Una vez vista la regresién por MCO en R”, es buen momento para avanzar otro paso y considerar un modelo para
los datos que emplearemos en econometria. Dicho modelo asume que

\ los datos son realizaciones de variables aleatorias. \

Antes de seguir debemos recordar qué significa esto. Si usted ha cursado asignaturas de estadistica quizé ya lo sabe:
una variable aleatoria es una funcién,>® que asigna un niimero real a cada elemento (suceso elemental) de un conjunto
Q (denominado conjunto de sucesos elementales). Ademds, ciertos subconjuntos de © (llamados sucesos®') tienen
asignada una medida (entre cero y uno) que es denominada la probabilidad del suceso. As{, cuando se usan variables
aleatorias como modelizacién de los datos observados, se asume que cada observacién (cada dato disponible) es una
“realizacién” de una variable aleatoria (es decir, la imagen de un suceso elemental). .. jmenudo lio de nombres! ;no??

Asi pues, por “realizacién” se entiende cada uno de los posibles valores que toma la funcién (la variable aleatoria).
Es decir, se asume que cada dato es la imagen de algin suceso elemental (algin elemento del dominio 2). Asi, de la
misma forma que para la funcién f(z) = 22 los valores 0, 1 y 4 son respectivamente la imagen de los elementos de
los siguientes subconjuntos de su dominio: {0}, {—1,1} y {—2,2}; en el caso de una variable aleatoria X, los valores
(las realizaciones) tomados por dicha funcién X (w) son las imédgenes de los sucesos elementales w € £ que componen
su dominio €. Y del mismo modo que si alguien nos dice que se esta fijando en un punto particular de la grafica de
f(x) = 22 en el que la funcién vale 9, esta informacién no permite saber si dicho punto es la imagen de x = —3 o de
x = 3, conocer el valor tomado por una variable aleatoria generalmente tampoco nos permite saber de qué suceso es
imagen dicho valor.

La estadistica pone nombres especiales®® a conceptos que son de uso comtn en otras dreas de las matematicas: llama
realizaciones a los valores tomados por una funcién (a la que llama variable aleatoria), y al dominio de la funcién lo
llama conjunto de sucesos elementales. Toda esta nomenclatura especifica de la estadistica puede hacer pensar que
las variables aleatorias, sus realizaciones, los sucesos y la probabilidad de dichos sucesos tienen que ver algo con la
“realidad”, pero no es asi. Tan solo son construcciones intelectuales (meros objetos matematicos). Su utilidad radica
en que dichas construcciones mentales se emplean como modelos abstractos para preguntar cuestiones como ;qué
podemos concluir si interpretamos el lanzamiento de un dado “como si fuera una variable aleatoria” con determinada
distribucién de probabilidad?... y comparar lo que se deduce del modelo matematico con lo que se observa en la
naturaleza. Si ese “modelo abstracto” describe las observaciones, entonces lo consideraremos un modelo adecuado.

Figure 4: (Restos de una edificacion visigoda). En la naturaleza no hay dngulos rectos, rectas paralelas, planos, etc..

De manera similar, objetos matematicos tales como rectas, dngulos rectos o planos no existen en la naturaleza.
Asi, en una habitacién “con forma rectangular”, ni el suelo de la habitacién es perfectamente plano, ni los dngulos
de las esquinas son exactamente rectos, ni las paredes enfrentadas son perfectamente y paralelas entre si (por no
decir que las mediciones que tomemos tampoco seran exactas). Consecuentemente, cuando medimos el drea de una
habitacion multiplicando la longitud de dos paredes adyacentes, estamos empleando datos tomados de un objeto real y
actuando como si el objeto verificara las propiedades abstractas (e irreales) del modelo matematico. Con los modelos
probabilisticos ocurre algo similar. No se deje persuadir por la sugerente nomenclatura de la estadistica: la realidad
y los objetos matemaéaticos estdn en esferas completamente distintas.

30pbsérvese lo poco atinado del nombre. . . se denomina “variable” aleatoria a lo que realmente es una funcidn
31F{jese que un suceso elemental es un elemento de €2, pero que un suceso es un subconjunto de Q.

32]a presentacién tradicional de la probabilidad ni emplea una nomenclatura clara ni ayuda a interpretar la regresién.
33y en mi opinién. . . confusos
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Puesto que los datos numéricos de naturaleza econémica son resultado de alguna serie de acontecimientos acaecidos en
la economfia (acontecimientos que de manera “difusa” asociamos mentalmente con un supuesto conjunto de posibles
eventos o sucesos... no todos igualmente verosimiles), parece natural emplear variables aleatorias en los modelos
econdmico, pues las variables aleatorias asignan “probabilidades” a “sucesos”.

Asi, podemos emplear una variable aleatoria como “modelo” para el volumen diario de ventas en un establecimiento
comercial. Por experiencia sabemos que algunos eventos raramente suceden, y que otros son mas verosimiles. Si
consideramos un establecimiento muy grande (como El Corte Inglés del Paseo de la Castellana) es muy muy raro que
el volumen de ventas en una jornada laboral ascienda a tan solo 15 céntimos de euro (pues los acontecimientos que
pudieran dar lugar a ese resultado son muy remotos). Que a lo largo de una jornada ocurra algo que suponga un
volumen de ventas de solo 15 mil euros también es muy raro aunque mas verosimil que un volumen de 15 céntimos. Asi,
al modelar con una variable aleatoria las ventas diarias de El Corte Inglés, se asume que los sucesos de €2 “asociados”
a circunstancias muy inusuales deben tener asignada una probabilidad (una medida) muy pequena.

Es decir, mediante una abstracciéon matematica, se intenta modelizar la verosimilitud de cada volumen de ventas con
la probabilidad de ciertos subconjuntos de un conjunto abstracto 2. Pero... jquién es el conjunto §2 para “el volumen
de ventas de El Corte Inglés del Paseo de la Castellana”? ;El conjunto de potenciales acontecimientos es finito? Si
lo es, jse pueden enumerar todos sus elementos? Si es infinito ;se puede describir formalmente?... No. jEn el fondo
la asociacién entre potenciales acontecimientos de una jornada y € resulta ser completamente vaga! En matematicas
se trata con conjuntos de numeros, conjuntos de funciones, etc. ;Es el conjunto de potenciales acontecimientos de la
jornada un “conjunto matemdtico”?... ;Son rectas las paredes de la construccién visigdtica de la fotografia?

Entender que una variable aleatoria asocia cada posible acontecimiento en torno al funcionamiento del establecimiento
con un determinado volumen de ventas es erréneo. La variable aleatoria no puede realizar dicha asociacién porque no
hay definida ninguna asociaciéon entre un conjunto abstracto 2 y la lista de posibles acontecimientos de una jornada
comercial. La citada asociacién tan solo es una vaga y ambigua asociacién mental que no podemos asimilar como
una variable aleatoria. Sin embargo, denominar a 2 como el conjunto de sucesos elementales induce a pensar que
si enumeraramos los elementos de €2 estariamos enumerando los posibles acontecimientos que podrian afectar a las
ventas del establecimiento comercial. Pensar asi es similar a asumir que, por el mero hecho de calcular el area de una
estancia usando las longitudes de las paredes, estamos dando por hecho que la construccién visigoda de la figura de
mas arriba estd formada por estancias perfectamente rectangulares.

Esta absoluta vaguedad en la asociacién entre los “hechos” del mundo real y el conjunto abstracto de sucesos ele-
mentales € queda habitualmente oculta en los libros de estadistica. En ellos siempre se muestran ejemplos triviales:
lanzamientos de monedas, de dados, etc. En tales ejemplos, una asociaciéon entre un conjunto reducido de posibles
resultados fisicos y sus correspondientes valores numéricos es inmediata. Por ello estos ejemplos son tremendamente
engafiosos; inducen a pensar que los objetos matemadticos empleados (probabilidad del suceso cara o del suceso cruz,
variable aleatoria, valor esperado del lanzamiento, etc.) son parte de la realidad en lugar de abstracciones matemadticas.

En cualquier caso (y una vez lanzadas estas advertencias) a partir de ahora usaremos como modelo tedrico que

‘ los datos son realizaciones de variables aleatorias|.

5.1 Relacién con las lecciones anteriores (Parte I).

En las lecciones anteriores hemos empleado un tipo muy particular de funciones. Me refiero a los vectores de RY.
Los vectores son un sistema (una lista ordenada) de nimeros reales. Por ejemplo, el vector & = (m, —5,0), es la lista
ordenada x cuyo primer elemento es 7, el segundo es —5 y el tercero es 0:

r1 =7, To=-5 y x3=0.

Por tanto,  es una funcién definida sobre el conjunto de indices {1,2,3} que asocia el indice 1 con el nimero m, el
fndice 2 con el —5 y el 3 con el 0. Visto asi, R? es un subespacio formado por funciones definidas sobre el conjunto de
indices {1,2,3} (es decir, si llamdramos variable aleatoria al vector & entonces el conjunto §2 serfa {1,2,3}).

Lo relevante para esta leccién es que, al igual que el conjunto de listas de tres ntimeros es el espacio vectorial R3, el
conjunto de variables aleatorias definidas sobre un conjunto de sucesos {2 también es un espacio vectorial (quien sea
) resulta irrelevante en la practica.®*). Pero disponer de un espacio vectorial no es suficiente, también necesitaremos
semi-productos escalares con los que definir las proyecciones ortogonales con las que lograr construcciones similares a
las descritas en las primeras lecciones.

34De hecho, dos variables aleatorias pueden tener idéntica distribucién, aunque el conjunto de sucesos elementales asociado a cada una
de ellas sean completamente distintos. Siendo asi, ya no deberia sorprendernos que en general, nunca se describa explicitamente el conjunto

Q.
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(Leccién 4) T-1| Los elementos de R" son funciones
Vector de R*: (O7 —2m, 11, —0.1)

{1,2,3,4} R

e El conjunto de vectores de R* es un espacio vectorial
e Cada vector es una funcién que va de {1,2,3,4} a R

(Leccién 4) T-2 | Las variables aleatorias (VA) también son funciones
* k k k k X * *
* ok ok ok ok Kk * Kk
* ok ok ok ok Kk *
* k ok ok ok ok * %k
* ok ok ok ok ok *
* ok ok ok ok X * *
* %k k ok Kk ok * *
* k k ok Kk ok * *
* Kk ok Kk Kk * *
* k Kk ok c ok ok ok ok N
***;SQ * Ak Kk ok Kk S5-****ﬂ
* ok ok Kk ok K Aok ok ok ok ok * ok ok ok ok ok ok ok ok kA
* Kk k Kk k Kk e Xk k ok k ok ok Kk Kk kA
* k Kk Kk k k X X * ok k\k Kk ok k ok ok ok ok ok ok A
* k Kk Kk Kk Kk * ok k ok ok ok ok ok * ok ok ok ok ok ok ok kA
* k ok Kk Kk Kk * Kk ok ok ok ok ok Kk * ok ok ok ok ok ok ok kA
* Kk k k k k Kk ok ok ok ok ok ok Ak ok ok ok ok ok ok ok ok A

Q (conjunto de sucesos elementales, %)

e El conjunto de VAs con varianza es un espacio vectorial
e Cada vector (VA) es una funcién que va del conjunto de sucesos elementales 2 a R
e Sobre ciertos subconjuntos (S;) se define una medida de probabilidad.

6 Definicién de Espacio Euclideo de Probabilidad®

La visién tradicional de que las variables aleatorias son funciones que asignan valores a distintos “sucesos elementales”
y que los “sucesos” tienen asignada una probabilidad no es lo central en el modelo de regresién. Lo fundamental es
tener presente que las variables aleatorias®® son vectores de un espacio vectorial que tiene definido un semi-producto

escalar que nos permite tratar con proyecciones ortogonales (tal como hicimos en las primeras lecciones con los vectores
de RY).

En esta seccién se define el contexto en el que vamos a trabajar: los espacios semi-euclideos de probabilidad. Se basa en
una axiomatizacién del espacio de Hilbert de las variables aleatorias de varianza finita. Esta axiomatizacién alternativa
de la probabilidad no es la que aparece en los manuales de probabilidad, aunque es equivalente.?” La ventaja de este
enfoque es que nos centra en lo verdaderamente relevante para un curso de regresion.

35En esta seccién (v las siguientes) realizaré una exposicién que se aleja de lo tradicional pues emplea constantemente referencias al
algebra lineal. La justificacién de por qué la probabilidad se puede acometer como parte del dlgebra lineal requiere de una larga exposicién
que lamentablemente no cabe en el curso, por ello, aqui solo expondré las ideas, pero me saltaré los detalles (que son muchos y son extensos).

36cuando tienen varianza definida.

37Los detalles quedan fuera de los objetivos del curso.
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Definicién 6. Diremos que un espacio semi-euclideo®® (£,7) es de probabilidad si cumple los siguientes axiomas:*"
A1l Existe un conjunto Q tal que £ es un subespacio vectorial de’® R (es decir, £ es un espacio funcional).

A2 Para todo X,Y € £ se cumple que si X2 —-Y2>0 = /X2 -Y2c&.

A3 Para todo X1, X5,Y7,Ys € £ se cumple que X 1Y, = XoYs = <X1|Y1>77 = (Xs| Y2>n' 41

A4 Para toda sucesion (X,,) formada por funciones positivas de £ que sea creciente y de Cauchy, se cumple que la

funcién X definida por

X(w) = { Sup, ey Xn(w) si {X,(w) | n € N} estd acotado (con w € Q)

0 en caso contrario
pertenece a &y lim, o0 [|X, — X][, = 0. 42
A5 1eg B vy Hﬂ”n:

Llamaremos variables aleatorias (con seqgundos momentos definidos) a los vectores de £.

El hecho de que & sea un subconjunto de R nos dota de la operacién producto punto a punto de R, que es empleada
tanto por A2 como por A3. El Axioma A3 equivale a decir que el conjunto de pares ordenados

{(XY, <an) ‘ X,Ye 5}

es una funcién. Consecuentemente podemos factorizar el semi-producto escalar como composiciéon de dos funciones:
Un producto punto a punto entre funciones, y una suma (o integral de Lebesgue) de la funcién que resulta tras el
producto. Si denotamos el conjunto de pares ordenados como la funcién E,, y denotamos con Ls el dominio de dicha
funcién (es decir, Ly = {XY | X,Y € £}), obtenemos el siguiente diagrama conmutativo:

Exe 25 L, Ly(Q,.F,P) x Ly(Q, F,P) =55 Li(Q

E, (X- E(X-Y)
<X\Y>\‘ J/ < m} l
R

Figure 5: Diagrama del semi-producto escalar n entre vectores de £ (es decir, entre variables aleatorias con segundos
momentos definidos). Ambos diagramas muestran lo mismo, pero el de la derecha emplea la notacién usual en la
literatura. Compadrese con la Figura 2 en la pédgina 16.

La funcién E,, : L — R se llama esperanza del producto. Por claridad, deberiamos referiremos a ella como la esperanza
del producto asociada al semiproducto interior n,** pero para no complicar la notacién del curso omitiré el subindice.

38Es decir, £ es un subespacio y (_| ’>?7 : € X E =5 R es un semi-producto escalar, es decir, verifica los axiomas de
e Simetrfa: (X|Y), = (Y] X),.
e Linealidad respecto al primer argumento:
1. (aX|Y), = a(Y] X),.
2. (X +Y)|2), =(X|2), +(Y]2),.
e Positivo: (X|Y), >0.
La inica diferencia entre un producto escalar y un semi-producto escalar es que el semi-producto escalar X puede ser distinta de la funcién

cero incluso cuando (X|X), = 0.

39Estos 5 axiomas caracterizan que (£,7) es el “espacio de Hilbert” (realmente semi-espacio de Hilbert) La(Q,.Z, P) conocido como
conjunto de variables aleatorias con segundos momentos finitos, (E (XQ) < oo); y donde (como veremos a continuacién) el semi-producto
escalar es la esperanza del producto: (X]| Y>ﬂ =E (XY), siendo la esperanza matemadtica una integral de Lebesgue (véase la Figura 5).

40Por una parte, el conjunto 2 se denomina Conjunto de sucesos elementales; y por otra, el conjunto R? es el conjunto de funciones que
van de  a R, es decir, R = {X: Q — R}. El conjunto R%, dotado de la suma y el producto de escales, es un espacio vectorial.

s decir, X1Y1 = XoY2 = E(X1Y1) = E (X2Y2).

42Es decir, la sucesién X,, converge en media cuadrdtica a X; que normalmente se denota como: (X,) — X

m.s.

43Donde 1 es la funcién constante 1.

44Consecuentemente, en la Figura 2, la media Heoy es la esperanza del producto asociada al producto escalar de la estadistica s. Por
otra parte, indicar a qué producto escalar corresponde la esperanza seria la forma de indicar qué funcién de densidad (o de cuantia) se estd
usando en cada momento.
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Asi pues, y dado que el producto escalar en £ es la esperanza del producto, tenemos que la longitud de una variable

aleatoria Y € E es ||Y], = /(YY) = /E(Y?). Por el axioma A5, y como 1 =1 - 1, tenemos que®®

2
E(1) =E(1-1) = (1[1), = 1], = lIl,Il, = &
El axioma A4 tiene el efecto de maridar la convergencia en semi-norma con la convergencia puntual (cuestiones que

no veremos en el curso). Por tltimo, A5 es especifico de la teoria de la probabilidad.

Aunque los cinco axiomas son necesarios para construir la probabilidad, en esta leccién explotaremos principalmente
Al (i.e., las variables aleatorias son vectores de R®), A3 (pues el semi-producto escalar estd asociado a una funcién
que llamamos esperanza) y A5.

6.1 Esperanza matematica

La esperanza matemdtica, E, es una funcién definida en un conjunto mds grande que el espacio semi-euclideo de
probabilidad £ (las variables aleatorias con varianza definida). En concreto, el dominio de la esperanza matemdtica es
el conjunto L, de variables aleatorias que se pueden obtener mediante el producto (punto a punto) de dos variables

aleatorias de &:
Le={Z|Z=X-Y; donde X,YeC&}.

Este conjunto®® es, dado un Q y un &, el conjunto de variables aleatorias que tienen primer momento finito; es decir,
aquellas variables aleatorias Z para las que existe la esperanza de su valor absoluto®” (E (|Z |) < 00).

Puesto que 1 pertenece a £, resulta que si X € £ entonces X € Lg, pues X = X - 1. Dicho de otro modo £ C L.
Consecuentemente, toda variable con varianza definida, tiene esperanza definida (el reciproco no es cierto, hay variables
aleatorias en Lz que no pertenecen a &).

Como hemos indicado mds arriba, la esperanza matemdtica esté ligada al semi-producto escalar® (_| ,)77 de & pues,
para toda Z tal que Z = XY, donde X,Y € &, su esperanza matemdtica es E (Z) =E (X . Y) = (X] Y>n'

Dado que £ C Lg, para toda X de £ tenemos que

E(X) = E(X-1) = (X]1),.

Puesto que el producto escalar <’|’>n es lineal en la primera componente, la esperanza matemdtica también es lineal:*

E (aX +bY) =aE (X) +bE(Y).

Ahora vuelva a la media aritmética (Pdgina 15) y compruebe hasta qué punto son similares la esperanza matemdtica
y la media aritmética. Mds adelante veremos el motivo.

6.2 Subespacios probabilisticos

El Algebra Lineal trata con subespacios vectoriales; que son subconjuntos de un espacio vectorial que son espacios
vectoriales por si mismos (un espacio vectorial contenido dentro de otro). Aqui también podemos definir subespacios
probabilisticos (que son un espacio euclideo probabilistico contenido en otro). Siendo (€, 7n) un espacio euclideo proba-
bilistico, diremos que & C & es un subespacio probabilistico de & si (S7n|$x5) es un espacio euclideo probabilistico.?°

En Algebra Lineal los subespacios se generan a partir de un conjunto de vectores. En concreto, el subespacio vectorial

6(" b ) d 1 j d 7 b “es el md. no de | ) jal
21,... %) generado por el conjunto de vectores {@,... Ty} es que “es el mds pequerio de los espacios vectoriales

que los contiene”; es decir, de todos los subespacios que contienen a los vectores @i, ... Tk, el subespacio vectorial

45De manera similar a lo que ocurrfa con los vectores 1: 3 = N7! (1 . 1) = <1|1>S = HIHE =1 1|, = 1.

46Que se denota en la literatura con L1 (Q, .7, P).
47Ademss || X || = E (] Z]) es la “vara de medir” en L. (Si en algtin momento meto temas de convergencia en el curso, deberfa extender

esto para hablar de convergencia en media (la de L usando ||X||g) y convergencia en media cuadratica (la de £ usando [|X||,)).
48Que se suele denominar esperanza del producto: <X|Y>n =E (XY);
49Esto demuestra que la esperanza es lineal en £; realmente es lineal en todo su dominio L¢ pero, como no vamos a estudiar la esperanza

en detalle, con esto nos basta.
50Con Mg, g DOS referimos al semi-producto escalar 7 restringido al subconjunto S.
X
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5(5:’1, e _:?k) es el mas pequeno, pues contiene las combinaciones lineales de ellos y ningtin otro vector mas. En

consecuencia, y dado que la interseccién de subespacios vectoriales es un subespacio vectorial, podemos caracterizar
—> —> . .7 . . . —> —>

E(ml, cen xk) como la interseccién de todos los subespacios vectoriales S, que contienen los vectores 77, ... @y

L(Z,...7) = ﬂ {8, es subespacio tal que {@,... %} C S,}.

De manera analoga se puede definir un subespacio probabilistico £ (X 1yeee X, k) a partir de un conjunto de variables
aleatorias { X1,... X}, }. Dicho subespacio probabilistico es el mas pequenio de todos los espacios euclideos probabilisticos
que contienen a dichas variables aleatorias. Es mas, dado que la interseccién de subespacios probabilisticos también
resulta ser un subespacio probabilistico; podemos definir £ (Xl, . Xk) de manera similar

£ (Xl, ... Xk) = ﬂ {Si es subespacio probabilistico tal que {X1,... X} C Si} .

Definicion 14. Llamaremos sistema de variables aleatorias a una lista ordenada de k wvariables aleatorias:
X = [Xl; X/J
Empelando el operador selector “|” podemos denotar su j-ésima componente asi: le. Es decir, X|; = X;.

Asi, con E(Z) denotamos al menor subespacio vectorial que contiene las variables aleatorias del sistema (de la lista)
Z;ycon £ (Z) denotamos al menor subespacio probabilistico que contiene las variables aleatorias de Z.

Pese a todas las similitudes entre £ (Z) y £ (Z), hay una importante diferencia. Un conjunto de k vectores linealmente
independientes genera un subespacio de dimensién & (pues solo contiene las combinaciones lineales de esos k vectores);
sin embargo, un conjunto de k wvariables aleatorias linealmente independientes puede generar un subespacio proba-
bilistico mucho mds grande, incluso de dimensién infinita (pues, ademds de las combinaciones lineales, también debe
contener las variables aleatorias indicadas en los axiomas 2, 4 y 5 de la Definicién 6 en la pagina 40. ..y generalmente
resultan ser muchisimas!). Asi, si Z es una lista de variables aleatorias

E(Z) C £ (Z); pero en general £ (Z) o L(Z).

Es decir, el subespacio probabilistico generado por un conjunto de variables aleatorias £ (Z) normalmente es muchisimo
més grande que el conjunto de combinaciones lineales E(Z). No obstante, hay casos en los que £ (Z) y E(Z) son
exactamente iguales.

Un ejemplo se da cuando las funciones indicatrices® 14,,...,74, €& sontalesque T4, +---+ T4, =Tg =1 (es
decir, cuando A;UAsU- - -UA, = Q con A;NA; = @ parai# j),°% entonces £ ({14,,...,T4,}) =L({T1a,,...,Ta,})
y la dimensién de dicho subespacio es igual al nimero de funciones indicatrices no nulas. Por tanto £ (1] ) =L (ﬂ ) es
una recta (dimensién 1).

7 Esperanza condicional

En esta exposicion, tan alejada de la tradicional, estoy omitiendo los detalles (por ejemplo, he dicho que la interseccion
de dos subespacios de probabilidad es un subespacio de probabilidad pero no lo he demostrado). Pero todo lo expuesto
es correcto y demostrable (incluido que los cinco axiomas de la definicidn de espacio euclideo de probabilidad son una
aziomatizacion alternativa de la teoria de la probabilidad). Sin embargo, en esta seccidn voy a cometer una incorreccion
en aras de no complicar las cosas. Es la misma incorreccion que se comete en la inmensa mayoria de manuales, pues
en ellos se dice que la esperanza condicional (o esperanza condicional estocdstica) es “una” variable aleatoria. Esto
no es del todo correcto y en un apéndice al final de la leccion lo veremos.

Consideremos una variable aleatoria Y del espacio euclideo de probabilidad £ y un subespacio probabilistico S C £.
Podemos preguntarnos ;cual de las variables aleatorias de S es la que estd més préxima a Y? %3

51 Jamamos funcién indicatriz de un subconjunto A de Q, que denotamos por 1 4, a la funcién que para todo w que pertenece a A toma
Ta (UJ) =1 weA
Talw)=0 w¢gA
vacio, 1y, es la funcién constante cero; y la funcién indicatriz 1 = 1 es la funcién constante uno. Puesto que es facil confundir a primera
vista los simbolos 1y y Tq, denotaré Ty con 0 (es decir, 0 es la funcién que asigna 0 a todo elemento de ). Noétese que las funciones
indicatrices son idempotentes: (14)2 = 1414 = 14 (yaque0-0=0y 1-1=1).

52Entonces se dice que los subconjuntos A1, ..., A, son una particién de

53Resulta que ésta es una pregunta con trampa ya que no necesariamente hay una tinica variable aleatoria que sea la que esté mas

el valor 1y para todo w que NO pertenece a A toma el valor 0. Es decir { . Por tanto, la funcién indicatriz del conjunto
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La respuesta es que dicha variable aleatoria® es la proyeccién ortogonal de Y sobre el subespacio de probabilidad S.
Dicha variable aleatoria se denomina esperanza condicional:

Definicién 15. Sea £ un espacio euclideo probabilistico, sea Y € £ y sea X un sistema de k variables aleatorias de
E. Llamaremos esperanza condicional de Y condicionada a X, IE(Y| X), a la proyeccion ortogonal de Y sobre £ (X)

Por tanto, la esperanza condicional ]E(Y| X) es la variable aleatoria® de £ (X) que estd a distancia minima de Y.

Fijese que la definicién de més arriba no es la definicién habitual de la esperanza condicional en los cursos de estadistica

o econometria. Pero su interpretacién resulta mas sencilla, pues es analoga a lo visto en lecciones anteriores con los
o, . ’ . ’ . . . |4

vectores de RY. Esto nos permitird emplear los mismos argumentos geométricos de las lecciones anteriores.?®

Recordatorio sobre la proyeccién ortogonal. Recuerde (Definicién 6 en la pagina 9)°7 que la proyeccién ortog-
onal de un vector i sobre un subespacio V es una funcién lineal que nos arroja aquel vector de V tal que el vector
Y — Prjy(¥) es ortogonal a . Y recuerde que dicha proyeccién Prj, (%) resulta ser el vector de V més préximo a §.
Los dos entornos que nos interesan en el curso son:

e en RY (i.e., con listas de niimeros), el ajuste minimo cuadrdtico § es la proyeccién ortogonal del vector y sobre
C (X) C R¥ (el subespacio generado por las columnas de la matriz de regresores X) es el vector de C (X) tal
que (y — Y) es ortogonal a y. Por tanto, ¥ es el vector de C (X) mas préximo a y.

e en un espacio euclideo de probabilidad £ (i.e., con variables aleatorias), la esperanza condicional E(Y| X) es la
proyeccion ortogonal de Y sobre £ (X) C &; es decir, es la variable aleatoria de £ (X) tal que (Y — E(Y| X)) es
ortogonal a Y. Por tanto, E(Y| X) es la variable aleatoria de £ (X) mds préxima a Y.

Consecuentemente, y dado que las proyecciones ortogonales son funciones lineales (Definicién 6 en la pdgina 9), la esper-
anza condicionada de una combinacién lineal es una combinacién lineal de esperanzas condicionadas: E (aX +bY | Z) =
aE(X|Z)+bE(Y]|Z).

7.1 Momentos de variables aleatorias.

Tal como hicimos en la Leccién 2, vamos a exponer algunos momentos, pero ahora en el contexto genérico de los
espacios euclideos de probabilidad (es conveniente comparar ambas exposiciones, vera hasta qué punto son andlogas. . .
listas de nimeros en las lecciones anteriores y variables aleatorias ahora).

Definicién 16. La esperanza de la variable aleatoria Y € £ es su producto escalar con el vector constante 1 :
B(W) = (1), = E(V-1).
Véase la Figura 5 en la pagina 41 y compérese esta definicién con la Definicién 7 en la pagina 15 y vera que la media

aritmética en RV es similar a la esperanza en &.

Por tanto, una variable aleatoria tiene esperanza nula si, y solo si, es perpendicular a las variables aleatorias constantes:

E(Y) & YLI.

Dado que el producto escalar es lineal en la primera componente, la esperanza también es lineal, y por tanto
[E(aX +bY) = aE(X) +bE(Y)|

Recuerde que con la media ocurria lo mismo: fi(az4by) = Qb + by

préxima. .. puede haber infinitas a la misma distancia minima. Ahf radica la incorreccién indicada en el pérrafo anterior (lo veremos en
el apéndice a esta leccién).

54Fn realidad es el conjunto (la clase de equivalencia) formado por todas las variables aleatorias que estdn a esa distancia minima por
estar entre ellas a distancia cero las unas respecto de las otras (lo veremos en el apéndice a esta leccién).

55En realidad la clase de equivalencia (como se explicard en el apéndice).

56De esta manera seguiremos evitando “feas” expresiones con integrales (o sumatorios) y funciones de densidad (o de cuantfa) conjunta,
marginal o condicionada. Fijese que tampoco hemos necesitado (ni falta que hace) distinguir entre variables discretas o continuas. Sélo nos
centramos en qué tipo de objetos son aquellos con los que trabajamos y cudles son sus interrelaciones. Este enfoque evita las definiciones
basadas en cémo se realizan los célculos si la variable es discreta o si es continua (en mi opinién, centrarse en el célculo con integrales o
sumatorios nos distrae la atencién hacia cuestiones distintas de las relaciones fundamentales entre los objetos matemadticos).

570 véase la Leccién “Proyecciones sobre subespacios” del Curso de Algebra Lineal.

58En realidad la esperanza condicionada es la clase de equivalencia contenida en £ (X) tal que la clase E (Y- (Y— E(Y]|X) )) es ortogonal

a Y, es decir, clase de equivalencia mds préxima a Y (véase el apéndice).

44


https://github.com/mbujosab/CursoDeAlgebraLineal

La siguiente definicién se corresponde con el vector de medias gy de la Leccion 2:
Definicién 17. La esperanza de Y condicionada a 1, E(Y|1), es la proyeccion ortogonal de Y sobre L (1).

Por tanto, E (Y| 1) es una variable aleatoria constante, es decir, E(Y|1) = al. Para ver cudl es el valor de a, basta
tener en cuenta que Y—E (Y| 1) es perpendicular a 1:

E(1-(Y-al))=0 & E(Y-al)=0 & E(Y)-aE(1)=0 < a=E(Y),

pues E (1) = 1. Por tanto, la esperanza de Y es el valor por el que hay que multiplicar la variable aleatoria 1 para
obtener la variable aleatoria constante més préxima a ¥Y: E(Y|1) = E(Y)- 1. Consecuentemente E(1]1) =1; y
ademds E(aX +bY[1) = aE(X|1)+bE(Y|1) = (aE(X)+bE(Y))T.

Fijese en la analogia con el vector de medias ¥, que es la proyeccion ortogonal de y € RN sobre £ (1), es decir,
el vector constante Y = py1, donde py = (y|1), es el producto escalar entre 1 e y. También en RN tenemos que

1=1; yque ax +by = aT+bY = (apg + buy)1.

Puesto que E (Y| 1) es la proyeccién ortogonal de Y sobre £ (1), la diferencia (Y—E (Y] 1)) es la proyeccién de Y sobre
L (1 )J‘ (sobre el complemento ortogonal del subespacio generado por 1). Asi que la esperanza de dicha diferencia es
necesariamente cero:

E(V-E(Y[1)) = E(Y—E(¥)-1) = E()~EME(1) = E¥) ~E(M)1 = 0.

(de igual modo que piy_z) = 0)

(Leccién 4) T-3 | Geometria de los momentos tedricos: Esperanza y varianza

Y

Dt (Y)

E(Y|1)=E(Y) 1

E(Y[1)=E(Y)-1
Var(Y) = E(Y-EM1)?) = |[v-EW) 1)’

Por Pitagoras:

E(Y?) = Var(V) +E(E(Y)- (1)?) = Var(¥) + E(¥)?

y por tanto | Var (V) = E (Y?) — E (V) F 15

Resumiendo, al proyectar ortogonalmente una variable aleatoria Y de £ sobre 1, la descomponemos en una componente
constante E (Y| 1) (la proyeccién de Y sobre £ (1)) y una segunda componente, Y —E (Y] 1), que es perpendicular a
la primera (la proyeccién de Y sobre £ (1 )J') y que por contraposicién voy a llamar componente variable.

La longitud de la componente constante es ||E(Y | T])Hn = [E{) 1, = [E(Y)]- 1. Fijémonos ahora en la longitud
de la componente variable Y —E (Y| 1).

Definicién 18. La desviacién tipica de Y es la longitud (la norma) de la proyeccion Y —E (Y]1):

Dt(Y) = [Y—E(Y[1)], = \/E([Y—Ewn)f) - \/E([Y—E<m]2)-

Dado que las proyecciones ortogonales son funciones lineales, la proyeccién de aY sobre £ (1 )J‘ es a veces la proyeccion
de Y, por tanto ‘ Dt (aY) = |a| Dt (Y) ‘7 pues la desviacién tipica es una longitud.
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De manera andloga a lo descrito en la figura ("20), sumar a una variable aleatoria otra variable aleatoria constante
(i.e., un multiplo de 1) no cambia la desviacién tipica, pero si su esperanza

Dt (Y+al) =Dt (Y) y EY+4+al)=E{)+a;
y al sumar una variable aleatoria con esperanza nula (i.e., perpendicular a 1) no cambia la esperanza
EX)=0 = E{Y+X)=EY)+E(X)= E(Y);

aunque de la desviacién tipica de la suma nada podemos decir, pues no podemos saber con seguridad si ha cambiado la
longitud de la componente de Y+ X perpendicular a 1 (para visualizar esto quiza le ayude mirar la figura del recuadro
considerando que los vectores representan variables aleatorias, pues en dicha representacién oy = oy ).

Definicién 19. La varianza de Y es el cuadrado de la longitud (la norma) de la proyeccion Y —E(Y|1):

Var(Y) = [Y-E(Y[1)2 = (Dt(v))® = E([Y_u«:(yu)]?) - E([Y_E(mf).

Como al multiplicar Y por a su desviacién tipica se multiplica por |a|, tenemos que ‘Var (aY) = a? Var (V) ‘ Sin

embargo, como sumar una variable aleatoria constante no cambia la desviacion tipica, tampoco cambia la varianza

’Var (Y+al) = Var(Y) ‘;

Al proyectar ortogonalmente Y sobre 1 descomponemos la variable aleatoria en una componente constante, E(Y|1) =
E(Y) -1, y una componente variable, Y — E (Y| 1), perpendicular a la primera. Asi, por el Teorema de Pitdgoras,

tenemos que ||Y]|$] =[E(Y)-1 ||37 +IY-E(Y]1 )||7277 es decir, E (Y?) = (E(Y) )2 + Var (Y); por tanto
Var () = E(Y?) - (E(M)%
Definicién 20. La covarianza entre X e Y es el producto escalar de las proyecciones X —E (X |1) e Y—-E(Y]|1):
Cov (X,Y) :E((X—E(XH)) : (Y—E(Y|ﬂ)))
)

—E((X-E(X|1))-Y)
—E(XY)—E(X)E(V) I

Siguiendo argumentos similares a los anteriores: Cov (aX + 01, cY+d1 ) = ac - Cov (X , Yj (P5_4')
(la derivacién de las dos ultimas expresiones se deja como ejercicio).

Definicién 21. Se denomina correlacién entre dos variables aleatorias X e Y (no constantes) al coseno del dngulo
formado por las proyecciones (X —E(X|1)) e (Y=E(Y][1)):

- _ <(X_]E(X|1]))|(Y_]E(Y|ﬂ))> _ Cov (X,Y)
Corr (X,Y) = [(X-EXID)[-I(Y=E[1))]  Dt(X)-Dt(¥)’

Fijese que sumar una constante a cualquiera de las variables X o Y no cambia ni la covarianza y la desviacién tipica,
por lo que tampoco cambia la correlacién (algo natural, pues la correlacién es el coseno del dngulo formado por las
respectivas componentes variables, que no cambian al sumar variables constantes). Fijese también que multiplicar
cualquiera de las variables X o Y por un ntmero no nulo, multiplica por dicho niimero tanto la covarianza como la
desviacién tipica, por lo que tampoco cambia la correlacién (pues tampoco dicha operacién cambia el dngulo cuando
el nimero es distinto de cero).

7.2 Momentos condicionados.

La esperanza de Y condicionada al sistema de variables aleatorias X, que denotamos con E(Y| X), es la proyeccion
ortogonal sobre £ (X)7 que es el menor subespacio probabilistico que contiene a X. Como todo subespacio probabilistico
contiene la variable 1, la proyecciéon Y — ]E(Y| X) es perpendicular a 1; consecuentemente la diferencia Y — E(Y\ X)

tiene esperanza nula pues: E(Y—-E(Y|X))=E (1] (Y—E(Y|X) )) =(1|Y=-E(Y|X))=0.

Este hecho da lugar al conocido Teorema de las Esperanzas Iteradas (véase la siguiente transparencia).
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(Leccién 4) T-4 | La esperanza condicional también es una proyeccion ortogonal

Y=E(Y|X)+U

Teorema de las esperanzas iteradas
Como 1 L (Y—E(Y|X)), pues1 € £(X)

BE(1-(y=E(Y]X)))
E(Y-E(Y|X))
E(V) - E(E(Y]X))

0
0
0

= [EM) =E(E(V]X))

Recuerde que en la Leccidn 2 también vimos que py_g5 =0 y que [y = fig.

(Leccién 4) T-5| Geometria de los momentos tedricos: Esperanza Condicional

E(Y|1)=E(Y)-1

E(E(Y|X)’ﬂ>:E(Y|H):E(Y’)~1}

Var (Y) =E<(Y—E(Y)1])2>
Var (E(Y]X)) :E((E(Y X) fE(Y)ﬂ)2>

E (Y?) =Var (Y) + E (E(Y|1)?) = Var (Y) + E(Y)*
E (E(Y]|X)?) =Var (E(Y|X)) +E (V)

Recuerde que en la Leccion 3, con el producto escalar de la estadistica en RN, vimos que H(y2) = O’Z + (/Ly)2 Y que
g2 = O'A + (uy) ; de donde obtuvimos las expresiones para la varianza de y por una parte: 012/ = pigy2) — (1y)% ¥

de Y por otm O’g = pg2) — (1y)*.

Algunas propiedades de la esperanza condicional (que no voy a demostrar).
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SiYe £ (X), entonces E (Y| X) =Y.

E(E(Y]X)) =EM).

Para a,b € R, tenemos que E (aX +bY|Z) =aE (X |Z) +DE (Y] 2Z).

Si £ (X) C £ (Z) C € (un Espacio Semi-Euclideo Probabilistico), entonces E(E (Y]Z) | X) = E (Y] X).

Si f(X) € £ (Z) y el valor absoluto del producto de variables Y- f(X) tienen definida la esperanza (si pertenece
a Lg) entonces E (f(X)Y|Z) = f(X)-E(Y]|Z).

Si £ (X)y £ (Y) son espacios probabilisticamente independientes, entonces E (Y| X) = E (Y).

(Leccién 4) T-6 | Varianza condicional
Si E((Y-E(Y]|X))?) < oo, entonces:

Var(v|X) =E (Y= E(Y]X))?|X)

por tanto E (Var (Y|X)) =E((Y-E(Y[X))?)

E(Y?) =E(E(Y|X)?) +E (Var (Y] X))

Ley de la varianza total

Var (Y) =Var (E(Y[X) ) +E (Var (Y|X))

Recuerde que en la Leccion 8 (aplicando el Teorema de Pitagoras en la descomposicion ortogonal de y) dedujimos
que py2) = g2 + a%, de donde obtuvimos que a% = W(y2) — Kg2) (que corresponde a la primera de las dos dltimas

ecuaciones de la transparencia anterior); y por otra obtuvimos la expresidn de la descomposicion de la varianza

012/ = 0127 + U% (que se corresponde con la Ley de la varianza total).

Hay una segunda manera de expresar la varianza condicional
2 D_ -
Var (Y|X) =E (Y?|X) — (E(Y[X))", &

y por tanto E (Var (Y|X)) =E(E(Y?|X)) —E ((E (Y] X) )2> ; que por el Teorema de las Esperanzas Iteradas se
reduce a. E (Var (Y|X)) =E () = E (E(Y]X))?).

Recuerde que en la Leccion 3 también dedujimos que 0% = fi(y2) — Hg?)-

iNGtese que todo proviene del dlgebra lineal. Es una repeticién de los pasos dados en el caso de los vectores de RY; y
ni una sola vez hemos necesitado emplear las funciones de densidad de las variables! (podemos necesitar las funciones
de densidad y las integrales para calculo (el cémputo) de algunas esperanzas, pero no para derivar sus propiedades).
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& RN
Y . Y
E () (91T), by
E(Y|1) Prj.1y(¥) vy
Var (1) [Pric ()]
E(Y|X) Prj gz .2V ) y
Var (B(Y X)) |Prigery (Prie.z®)| o3
B(r(v1X) (7 T), - |(Preca ()| o

Table 5: Dado que STC, SEC y SRC son nombres que corresponden a distancias medidas con la norma usual en RV,
creo que seria méas claro y sencillo usar exclusivamente 0121, U% y 0%. Lamentablemente los primeros términos son de
uso generalizado y aparecen en la mayoria de manuales y programas informéaticos econométricos. Nétese también que
aunque y2 € RV, en general 32 no pertenece al espacio semi-euclideo de probabilidad (tan solo pertenece al dominio
de la funcién esperanza), por ello la tltima linea de la tabla no tiene una interpretacion geométrica como el resto,
pues la varianza condicional no es una proyeccién ortogonal en general (aunque si lo sea en RY).

Nota técnica: la esperanza condicional E(Y| X) pertenece a £.°° Por tanto su cuadrado pertenece a L. M4s arriba
definimos la esperanza condicional como una proyeccién ortogonal; pero las proyecciones ortogonales estdn definidas en
&, no en Lg. No obstante podemos definir la varianza condicional porque es posible extender la esperanza condicional

fuera de £. Con dicha extensién (cuya formalizacién queda fuera del curso) podemos definir VaT(Y | X); pero la
extension de la esperanza condicional fuera de £ pierde la interpretacién geométrica como una proyeccién ortogonal.

7.3 Relacién con las lecciones anteriores (Parte II).

Sin duda ya habra advertido que los resultados expuestos en esta leccion se parecen mucho a los de las lecciones 2 y 3.
. Cudl es la razén? ;Por qué el ajuste MCO de vectores en RY se asemeja a la esperanza condicional de una variable
aleatoria? El motivo es que lo visto en las tres primeras lecciones es un caso particular de lo expuesto en esta: RN
verifica®® trivialmente los axiomas Al, A2 y A4 de la Definicién 6 en la pagina 40 y 1 € R¥; ademéds vimos en la
Seccion 2.3 (Leccién 2) que el producto escalar de la estadistica (_| ), es tal que ||1||, = (1| 1), = 1 (por tanto verifica
A5) y ademds verifica A3, pues @, Oy, = T, Oy, = (x1|Y;), = (%3] Ys),, es decir, que el conjunto de pares

{ (ac v, (x| y)s) ‘ T,y € RN} es una funcién, que en ese momento denominamos media aritmética del producto,

pero que en este contexto mas general es la esperanza del producto. Por tanto. ..

7.3.1 (R, s) es un Espacio Euclideo Probabilistico

Si considera RY junto al producto escalar habitual de la estadistica (_|_) ;

.; es decir, si 2 es el conjunto de indices
{1,..., N} de manera que £ es RY y si (| -)y = (| -)s; entonces se verifican los cinco axiomas de la Definicién 6 y,

por tanto, (RY,s) es un Espacio Euclideo de Probabilidad: sus vectores son variables aleatorias y la media aritmética
de un vector es su esperanza matemdtica en RV,

Dicho de otro modo, jal sustituir el producto escalar usual en RY por otro que garantice que la norma del vector
constante 1 es 1 y que verifique A3 “probabilizamos” el Espacio Euclideo RY; asf pues, la Figura 2 en la pagina 16
es un caso particular de la Figura 5 donde las variables aleatorias son los vectores de RY y la esperanza es la media
(Tabla 5).

7.3.2 La regresion o ajuste MCO es un caso particular de esperanza condicional

En las lecciones anteriores exigimos que el vector constante 1 perteneciera al subespacio generado por los regresores,
es decir, que 1 € C (X) Esta condicién viene impuesta por el axioma A5 de la Definiciéon 6. El axioma A5 impone
que la funcién (o vector) constante uno debe pertenecer a cualquier subespacio de probabilidad. Consecuentemente,
(C(X) 5| C(X)xC(X)) solo puede ser un subespacio probabilistico de RY si 1 € C (X). Y solo en ese caso la proyeccién

de y sobre C (X) es una “esperanza condicional”.

59Mejor serfa decir que es una clase de equivalencia contenida en &.
60FEn este contexto se entiende que si las componentes de a son positivas, /T es aquel vector de RN cuyas componentes son la raiz
cuadrada de las componentes de @.
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Es decir, s6lo cuando el ajuste MCO (cuando la proyeccién) se realiza empleando un conjunto de regresores tales
que 1 € C (X) (donde las columnas de X son dichos regresores) podemos hablar propiamente de regresion. En caso
contrario estaremos realizando una proyecciéon ortogonal, pero no deberemos hablar de regresion. Normalmente esta
condicion se asegura haciendo que la primera columna de X sea el vector 1, pero esto no es estrictamente necesario
(lo veremos al estudiar algunos modelos con variables ficticias).

7.3.3 Y si RY es un subespacio de probabilidad ;dénde esta el azar?

Cuando nos referimos a juegos de azar (lanzamiento de monedas, dados, o reparto de naipes de una baraja) nos
referimos a juegos en los que no tenemos informacién suficiente para conocer el resultado antes de cada partida.
Esta situacién de ignorancia (o falta de informacién) habitualmente se modeliza con variables aleatorias y modelos
estocdsticos. Por ello los términos aleatorio o estocdstico han cobrado un aire un tanto “esotérico”®! pese a que la
realidad es que tan solo son adjetivos para modelos que tratan con algo tan cotidiano como la ignorancia. Piense que
cuando nos reparten cartas de una baraja, el resultado es incierto solo porque no sabemos cuél es la disposicién de los
naipes. Lo que convierte el resultado en “aleatorio” es precisamente eso, que no sabemos con antelaciéon cémo estan
dispuestas las cartas del mazo.

ehoctined
lor aoph acabd

vt. <0dosls

Figure 6: El lenguaje estadistico a menudo resulta un tanto esotérico.

En el espacio euclideo probabilistico R?, el vector & = (0,0,1/2,) es una variable aleatoria. No obstante, aqui todo es
conocido: el conjunto de sucesos elementales es 2 = {1,2,3} v la variable aleatoria x asigna al indice 1 el niimero 0,
al indice 2 el numero 0 y al indice 3 le asigna /2. Como todo es conocido nos resulta chocante denominar variable
aleatoria al vector (0,0,/2,). Pero la Definicién 6 en la pagina 40 es clara: si consideramos el par (R?, s), sus vectores
son variables aleatorias. Asi pues, el azar no estd en las variables aleatorias, aunque las empleemos para modelizarlo.
El uso de variables aleatorias para modelizar el azar consiste en asociar cada valor observado en la naturaleza con el
valor tomado por una variable aleatoria, pero desconociendo en qué elemento w € ) ha sido evaluada la funcion.

Para entenderlo, imaginemos que solicito a una tercera persona que se fije en una de las tres componentes del vector
x = (0,0, \/5,) y que la diga en voz alta (en la jerga estadistica, llamaremos al nimero escuchado una realizacidn de
la variable aleatoria). Aunque yo conozca perfectamente la funcién x, desconozco qué numero va a decir el sujeto.
Pero incluso tras escuchar el niimero quiza no lo sepa todo sobre el experimento: si me dice “y/2” sabré que se fijé en
la dltima componente. .. pero si dice “0” no sabré si se fij6 en la primera o en la segunda.

Ahora imagine que el juego se repite con el vector de R'%%® cuyas componentes son los primeros 1555 decimales de 7.
Aunque la variable aleatoria es conocida (véase méas abajo los 1555 decimales), si usted escucha que el sujeto dice “1”
no sabré cudl de los 1555 decimales escogié (pese a que pueda descartar todos los que son distintos de 1).

T~ 3.1415926535897932384626433832795028841971693993751058209749445923078164062862089986280348253421170679821480865132823
066470938446095505822317253594081284811174502841027019385211055596446229489549303819644288109756659334461284756482337867
831652712019091456485669234603486104543266482133936072602491412737245870066063155881748815209209628292540917153643678925
903600113305305488204665213841469519415116094330572703657595919530921861173819326117931051185480744623799627495673518857
527248912279381830119491298336733624406566430860213949463952247371907021798609437027705392171762931767523846748184676694
051320005681271452635608277857713427577896091736371787214684409012249534301465495853710507922796892589235420199561121290
219608640344181598136297747713099605187072113499999983729780499510597317328160963185950244594553469083026425223082533446
850352619311881710100031378387528865875332083814206171776691473035982534904287554687311595628638823537875937519577818577
805321712268066130019278766111959092164201989380952572010654858632788659361533818279682303019520353018529689957736225994
138912497217752834791315155748572424541506959508295331168617278558890750983817546374649393192550604009277016711390098488
240128583616035637076601047101819429555961989467678374494482553797747268471040475346462080466842590694912933136770289891
521047521620569660240580381501935112533824300355876402474964732639141992726042699227967823547816360093417216412199245863
150302861829745557067498385054945885869269956909272107975093029553211653449872027559602364806654991198818347977535663698

61y el modo habitual de exponer la probabilidad creo que contribuye a ello.
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La situacién en la préactica es ain maés incierta. Normalmente ni siquiera 2 queda explicitamente especificado. Al
modelizar una magnitud econdémica con una variable aleatoria, (por ejemplo el volumen de ventas de El Corte Inglés)
nunca se describe el contenido del conjunto €2, asi que tampoco podemos saber qué valor toma la variable aleatoria
en cada uno de los elementos de su dominio (sucesos elementales). Pero el azar tampoco proviene de esa habitual
ausencia de descripcién explicita del conjunto 2 (en los ejemplos en R? y R!555 de més arriba, Q estd perfectamente
descrito).

El azar no queda recogido en la definicién de las variables aleatorias. El azar queda recogido en el modo en que se
emplean las variables aleatorias: interpretamos que los datos que observamos son valores tomados por una funcién
(variable aleatoria) en un valor desconocido de su dominio (en un suceso elemental desconocido).

7.4 Diferencias con las lecciones previas.

En la seccién anterior hemos visto que lo expuesto en las tres primeras lecciones es un caso particular de lo expuesto
en esta, es decir, que si consideramos RY junto al producto escalar de la estadistica (_|_) , los vectores de RN son
variables aleatorias. Pero los espacios semi-euclideos de probabilidad son més generales que el caso particular (RY, s)
estudiado en las tres primeras lecciones.

Una primera diferencia radica en que <,|,>s es un producto escalar, y por tanto
|z||, =(Z|Z),=0 & x=0.

Esto no es cierto con los semi-productos escalares. En un espacio semi-euclideo de probabilidad (£, 7) puede ocurrir
que
1X1],, = <X|X>77 =0 con X #0;

donde 0 es la funcién constante cero, i.e., 0 =0-1.

Una consecuencia que se deriva de esto es que dos variables aleatorias distintas pueden estar a distancia cero entre ellas,
y consecuentemente ambas estaran a la misma distancia de una tercera. Por dicho motivo, el conjunto de variables
aleatorias que estan a distancia minima de una variable aleatoria dada puede contener méas de un elemento. Asi que
decir que la esperanza condicional E (Y| X) es “una” variable aleatoria de £ (X) es incorrecto en general. En realidad
es el conjunto de variables aleatorias de £ (X) que estdn a minima distancia de Y. Dicho conjunto constituye una
clase de equivalencia de variables aleatorias que son iguales salvo en un conjunto de probabilidad (o de medida) nula.
En el apéndice se dedicara algo de atencion a esto, aunque sin profundizar demasiado.

En cualquier caso, para el curso no tiene mayor relevancia practica considerar si la esperanza condicional es una
variable aleatoria o si es una clase de equivalencia.

Sin embargo, la segunda diferencia si tiene importancia, pues condiciona fuertemente los supuestos necesarios para
poder estimar la esperanza condicional por MCO. Veamos el motivo.

Si tenemos una matriz de regresores tal que 1 es combinacién lineal de sus columnas, el subespacio euclideo proba-
bilistico de (R, s) generado por las k columnas (los regresores) de una matriz X es el espacio columna de la matriz,
es decir, el subespacio vectorial formado por el conjunto de combinaciones lineales de las columnas: £ (X) = .C(X).
Consecuentemente £ (X) tiene dimensién k. Esto es as{ porque £(X) cumple de manera trivial los supuestos A2, A4
y A5 de la Definicién 6 en la pagina 40.

En la Leccién 1 ya hemos visto que, si X tiene columnas linealmente independientes, el vector de £ (X) mds préximo
ay es
y = XS, donde (XTX)8 =XTy;

X)

es decir, la esperanza condicional Yy = E(y | es un vector de L (X) (i.e., una combinacién lineal de los regresores).

Pero si disponemos de un sistema de k variables aleatorias X, para cumplir los supuestos A2, A4 y A5 es necesario
incorporar a £ (X) tantos vectores (tantas variables aleatorias) que la dimensién del subespacio vectorial resultante
es, en general, infinita; es decir, generalmente el conjunto de vectores £ (X) es muchisimo mas grande que £ (X):

£(X) € £(X).

Por este motivo, dados Y € £ y X C &, generalmente el vector de £ (X) mds préximo a Y no es el vector de £ (X) més
préximo a Y, ya que al anadir a £ (X) las variables aleatorias necesarias para satisfacer los 5 axiomas y asi obtener
£ (X), algunas de las variables aleatorias afiadidas pudieran estar més préximas a Y que cualquiera de las que ya habfa
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en L (X). Por tanto, generalmente la esperanza condicional no es una combinacion lineal de los regresores; es decir,

aunque E(Y|X) C £(X), generalmente E(Y|X) ¢ L£(X).

A fin de lograr modelos en los que exista una relacion simple entre los regresores X y la esperanza condicional, en la
préxima leccién se impondran condiciones suficientes como para lograr que la esperanza condicional si sea combinacién
lineal de los regresores X. Dicho modelo simplificado se denomina modelo cldsico de regresion lineal.

Una tercera e importante diferencia es que RY es cerrado para el producto punto a punto (o producto Hadamard),
es decir, para todo  y y de RN, su producto & ® y también es un vector de RY. Pero esto es generalmente falso
en los espacios semi-euclideos de probabilidad, pues si X e Y son variables aleatorias de un espacio semi-euclideo de
probabilidad £ (es decir, variables con varianza definida), en general el producto XY ¢ &; dicho producto pertenece
al dominio de la funcién esperanza matemdtica Lo (es decir, es una variable cuya esperanza del valor absoluto estd
definida, pero no su varianza). Ademas, el espacio L¢ (que contiene a £) tampoco es cerrado para el producto punto
pues el producto de dos variables aleatorias de Lg no pertenece a L en general (por tanto, ni siquiera la esperanza
estd definida para dicho producto). Es decir, la estructura en RY es muchisimo mas simple que la de un espacio
semi-euclideo de probabilidad genérico £.

7.5 La regresién como descomposicion ortogonal

Si tanto Y como las componentes de X = [Xl; Xk} variables aleatorias pertenecen a un mismo Espacio Semi-
Euclideo de Probabilidad £, podemos descomponer Y en dos componentes ortogonales: la esperanza condicional

E(Y] X)
que es la proyeccién ortogonal de Y sobre el subespacio probabilistico £ (X) generado por X; més otro componente,
U=Y- E(Y \ X)

que es ortogonal al anterior. Esta descomposicion se conoce como regresion. Lo destacable de la interpretacion
geométrica de la regresién que acabamos de ver es que es analoga al ajuste MCO en RY estudiado en las lecciones
anteriores (en realidad lo visto en las lecciones anteriores es un caso particular).

(Leccién 4) T-7 | La regresion es una descomposicién ortogonal (que no implica causalidad)

Y=E(Y|X)+U

donde E (Y| X) es la proyeccién ortogonal sobre £ (X).
como relacion estadistica: siempre es cierta. No implica causalidad ni conclusiones tedricas
como lectura tedrica: su interpretacién puede carecer de sentido (regresiones espurias)

La regresion como modelo probabilistico. Unicamente dice que si disponemos un sistema de variables aleatorias
X, podemos descomponer la variable aleatoria Y en dos componentes ortogonales entre si: Y = E(Y\ X) + U. Es una
descomposicién algebraica sin ninguna teoria econdmica (0 modelo explicativo) detrds. La descomposicién ortogonal

V=E(Y|X)+U
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solo dice que “puedo descomponer Y en las dos partes de la derecha de la ecuacion”, y de esta mera descomposicién
algebraica no se puede (ni se debe) extrapolar una teoria explicativa de nada, ni tampoco relaciones de causalidad.

Un anhelo o pretensién como analistas: la regresién como modelo explicativo Al tratar de interpretar la
regresién (la descomposicién ortogonal de més arriba) como modelizacién de algiin aspecto del mundo real, el analista
podria pretender contemplar distintos e hipotéticos (aunque probablemente falsos) escenarios. Entre otros:

1. las variables X generan (o causan) parcialmente a Y. Una aplicacién de dicha relacién de causalidad, es que
si disponemos de una muestra X de X quizd podemos tratar de prever parcialmente Y (pues su componente
E(Y| X) es funcién de X).

2. Y causa (o genera) parcialmente las variables X; por tanto, al observar X podemos tratar de inferir qué ha
ocurrido con la variable causante Y; como cuando vemos lluvia cayendo sobre el suelo y deducimos que hay
nubes en el cielo (que son las causantes de la lluvia).

3. hay alguna otra causa comin que genera conjuntamente tanto ¥ como X.

4. la descomposicién correspondiente es completamente iniitil, pues las variables involucradas no tienen nada que
ver las unas con las otras (como por ejemplo el numero de coches rojos circulando por la M-30 durante el sorteo
de Navidad con el nimero premiado en la Loteria).

Como economistas querriamos que la descomposicién algebraica de la regresion fuera reflejo de relaciones tedricas entre
X e Y (donde X e Y son modelos estadisticos para magnitudes del mundo real). En este sentido queremos leer que YV
(por ejemplo el consumo) estd generado por una funcién de las variables X (por ejemplo la renta disponible) ademads
de otras causas U (“ortogonales” a la renta). Esta interpretacién sugiere algunos de los nombres dados en estadistica
aXeV.

Nombres dados en estadistica a las variables de un modelo de regresién. Suponiendo que Y es funcién del
sistema de variables aleatorias X y de U:

e Llamamos a Y variable enddgena (cuando consideramos que se determina su valor o caracteristicas a través del
modelo), variable objetivo (cuando es una magnitud que deseamos controlar, por ejemplo la inflacién si somos
la autoridad monetaria), o variable explicada. Un nombre menos pretencioso es regresando.

e Las k variables X; se denominan variables exdgenas, (cuando consideramos que vienen dadas de manera externa
al modelo), o vbles. de control (cuando tenemos capacidad de alterar su valor para, a través del modelo, controlar
Y; por ejemplo para controlar la inflacién fijando la oferta monetaria o los tipos de interés si somos la autoridad
monetaria), o variables explicativas. Un nombre menos pretencioso es el de regresores.

e U es el efecto conjunto de otras variables o circunstancias que influyen sobre Y, y que por alguna razén no
contemplamos de manera explicita en el modelo (...dificultad o imposibilidad de observarlas, porque las de-
sconocemos, etc.).%? La variable U se suele denominar perturbacién o error (en el contexto de la Econometria,
a mi me gusta llamarla “otras cosas”).

(Leccién 4) T-8 | Modelo de regresion: Nombres de las variables

En la expresion
V=E(Y|X)+U

usamos los siguientes nombres:
e Y: vble. end6gena, objetivo, explicada (o regresando)
e X = [Xl; Xo; Xk] : vbles. exdgenas, de control, explicativas (o regresores)
e U: factor desconocido o perturbacién (a mi me gusta llamarlo “otras cosas”)

Pero recuerde que a pesar de lo que algunos de estos “sugerentes” nombres puedan inducir a pensar, la descomposicion
algebraica en componentes ortogonales es una relacién que siempre podemos encontrar entre cualesquiera Yy X 3; y
que por si misma no permite extraer ni relaciones de causalidad, ni conclusiones teéricas.

No obstante, imagine un contexto en el que dispongamos previamente de un modelo tedrico bien fundamentado y
que nos indica claramente en el modelo estadistico qué variables X; son causantes (y por ello las situamos a derecha

62En ciencias experimentales suele considerarse que U es el error cometido al medir la variable Y.
63Siempre y cuando Yy X pertenezcan al mismo Espacio Euclideo de Probabilidad £.
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como regresores) y qué variable Y es causada (y que consecuentemente situamos a la izquierda de la ecuacién como
regresando); pues bien, en tal contexto es donde quizd podamos sacar conclusiones tedricas de la regresion® (al menos
para corroborar, o para descartar, el modelo tedrico previo).

Empleo la palabra quizd porque con frecuencia los datos disponibles no miden aquellos conceptos empleados en los
modelos tedricos (consumo permanente, preferencias, nivel de precios, utilidades, aversién al riesgo, etc.) y porque en
ocasiones el modelo tedrico empleado tampoco representa adecuadamente los hechos.

(Leccién 4) T-9 | Modelo Clasico de Regresion Lineal

Modelo especial en el que la descomposicién ortogonal
V=E(Y|X)+U

es tal que
° ]E(Y| X) =XB € E(X) (funcién lineal)
o Var(Y| X) esté definida y es cte.
/QUE HACE FALTA PARA QUE ESTO SE CUMPLA?
JEn qué condiciones es la recta de regresion una estimacion insesgada de la esperanza condicional E(Y\ X)?

Problemas de la Leccion 4
Momentos tedricos de una variable aleatoria

(L-4) PROBLEMA 1. Demuestre que Cov (X,Y) = E(XY) —E (X)E (V).

(L-4) PROBLEMA 2. Demuestre que Cov (aX +b1, cY+ dﬂ) = ac - Cov (X,Y).
2

(L-4) PROBLEMA 3. Demuestre que Var(Y|X) =E(Y? | X) — (IE(Y| X)) .

Fin de los Problemas de la Leccion 4

8 Apéndice: interpretacion geométrica de la Probabilidad

Este apéndice es un intento apresurado de esbozar algunas propiedades geométricas que hay detrds de la Probabilidad
y que generalmente son desconocidas (pese a que son de gran ayuda a la hora de pensar). No es parte del temario,
pero es interesante conocer este enfoque geométrico, que es el que estd detrds de lo que aparece en las transparencias
de clase, y que si es parte del temario.

En Econometria estamos interesados en usar un conjunto reducido de variables aleatorias: especificamente nos interesan
aquellas que tienen varianza (y eventualmente también algunas que, ain sin varianza, al menos tienen definida la
esperanza).’®> Ademds, si desde el principio nos pudiéramos centrar en aquellas variables aleatorias con varianza,
estarfamos trabajando desde el principio en un marco andlogo al de las lecciones anteriores (pues dispondriamos de
las proyecciones ortogonales al ceflirnos a un subespacio que ademads es un espacio semi-euclideo).

Afortunadamente es posible arrancar de este modo. Los detalles técnicos estan fuera del &mbito de este curso pero, a
modo de ilustraciéon, sepa que todo se puede desarrollar formalmente a partir de la Definicién 6 de Espacio Euclideo

64n6tese que solo en este contexto algunos de los nombres dados a X e Y podrian estar justificados.

65Para aclarar... todas las variables aleatorias que tienen varianza también tienen esperanza, pero no al revés. Es decir, hay variables
aleatorias que tienen esperanza pero no tienen varianza. Sirecapitula sobre lo que le han contado en los cursos de estadistica y probabilidad,
se dard cuenta de que, aunque quiza le hayan descrito los espacios probabilisticos, luego el curso se habrd limitado a tratar exclusivamente
con variables aleatorias que tenfan tanto esperanza como varianza (es probable que algunos estudiantes ni sean conscientes de la existencia
de variables aleatorias sin esperanza). Asi pues, aunque los cursos de estadistica y probabilidad plantean un marco tedrico muy general,
luego se limitan a tratar con un grupo muy reducido de variables aleatorias: aquellas con esperanza y varianza. (Véase el video The Two
Envelope Problem - a Mystifying Probability Paradox).
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Probabilistico en la pagina 40. Partiendo de los espacios semi-euclideos de probabilidad se pueden definir los conceptos
de: suceso, probabilidad, independencia, etc. Son los mismos conceptos que usted ya ha visto en las asignaturas de
estadistica y probabilidad, pero definidos de manera distinta. Por ello es conveniente indicar algunas de sus propiedades
en el contexto de los espacios semi-euclideos probabilisticos. A continuacién, voy a apuntar algunas ideas importantes;
pero tenga en cuenta que la demostracion y justificacién de lo que indicaré a continuacién requeriria de un curso
completo de Probabilidad visto desde los espacios semi-euclideos probabilisticos, es decir, como una extension a otro
curso de Algebra Lineal (desgraciadamente no hay tiempo para ver todo eso dentro de uno de Econometria).

Espacios Euclideos Probabilisticos

e Un Espacio Semi-Euclideo Probabilistico®® (£,m) es un espacio vectorial £ con un semi-producto escalar n (véase
la Definicién 6 en la pdgina 40). Los vectores de £ son funciones que van de un conjunto 2 a R (a dichos vectores
los llamamos variables aleatorias). Al semi-producto escalar lo llamamos esperanza del producto (de variables
aleatorias). Todo Espacio Fuclideo Probabilistico cumple los cinco axiomas de la Definicién 6 en la pagina 40.

Dado que el semi-producto escalar de dos variables aleatorias X e Yes ( X| Y>77 =E (X Y), tenemos que

— como dos vectores son ortogonales cuando su producto escalar es nulo: X 1YV < E (X Y) =0.

— como el cuadrado de la norma es el semi-producto escalar de un vector por si mismo, el cuadrado de la norma

de una variable aleatoria es ||X||727 =E (X?), o si se prefiere: su longitud o norma es X1, = /E (X2).

En la literatura el Espacio Euclideo Probabilistico (€,n,) se conoce como Lo(Q2, #, P), es decir, el conjunto de
variables aleatorias definidas sobre {2 con sequndos momentos finitos, (E (X 2) < oo); o dicho de otra forma:
con varianza definida.

Variables aleatorias constantes Una variable aleatoria constante es una funcién constante, es decir, asigna un
mismo valor ¢ a todo suceso elemental w de . Dado que T(w) = 1 para todo w € Q, tenemos que toda variable
aleatoria constante es un multiplo de la funcién constante uno 1; es decir, las variables aleatorias constantes son los
vectores de la recta £ (1] ):

{variables aleatorias constantes} = £(1) = {X | existe un ¢ € R tal que X =cl}.

Variables aleatorias ortogonales a las constantes Dado que los subespacios probabilisticos de £ contienen el
vector constante 1, todos ellos comparten la recta comun £ (1). Asi, dentro de cualquier subespacio probabilistico
S podemos considerar el conjunto de variables aleatorias (de vectores) que son perpendiculares a la recta £ (1). Si
denotamos con L (1 )J‘ al conjunto de variables aleatorias de £ que son perpendiculares a 1 y si S es un subespacio
probabilistico de &, entonces S N L (1 )L es el subconjunto de variables aleatorias de S que son perpendiculares a 1.

Los subespacios probabilisticos £ (1) y £ (1 )l son complementos ortogonales, es decir, que cualquier espacio euclideo
probabilistico £ se puede expresar mediante la siguiente suma directa: £ = L (1)® L (1 )J‘. Asi que cualquier variable
aleatoria X de £ se puede descomponer en dos componentes ortogonales: una de ellas es la proyecciéon de X sobre
£ (1) y la otra la proyeccién de X sobre £ (1)".

Sucesos y probabilidad

e Llamamos funcién indicatriz de un subconjunto A, que denotamos por 14, a la funcién que para todo w que
pertenece a A toma el valor 1 y para todo w que NO pertenece a A toma el valor 0. Es decir

Tglw)=1 weA
Taw)=0 wgA’

Por tanto, la funcién indicatriz del conjunto vacio, 1y, es la funcién constante cero, 0; y la funcién indicatriz 1q
es la funcién constante uno, 1.

Las funciones indicatrices son idempotentes: (14)2 = 14-14 = 14 (yaque0-0=0y 1-1=1).

e Como ya hemos visto, todo FEspacio Fuclideo Probabilistico £ contiene la funcién constante uno, 1 € &; y
ademds su norma es uno, |[1[[, =1 (es el quinto axioma de la Definicién 6 en la pdgina 40).

66Serfa mas correcto decir Espacio Semi-FEuclideo Probabilistico, ya que estd dotado de un semi-producto escalar.
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e Se dice que un subconjunto A de €2 es un suceso si, y solo si, su funcién indicatriz es una variable aleatoria de
E,es decir,siysolosi 14 € €&.

e La probabilidad de un suceso A es el cuadrado de la norma de su funcién indicatriz: P (A4) = HT]AHf] =

(14l1a), = E ((14)?) = E(1a); pues 14-14 = T4. Pero entonces... recordando la interpretacion
geométrica de la esperanza también tenemos que la probabilidad de un suceso A es el valor por el que hay que
multiplicar el vector constante 1 para obtener la proyeccién ortogonal de 1. Véase la Figura 7.

Figure 7: Descomposicion ortogonal de la funcién indicatriz correspondiente al suceso A.

Sucesos de probabilidad nula y distancia entre vectores medida con la norma de £. Consecuentemente,
aquellas funciones indicatrices que pertenecen a L (1 )J', es decir, aquellas que son ortogonales a las variables aleatorias
constantes, corresponden a sucesos de probabilidad nula, 14 € £ (1 )l <« P(4) =0.

Y como P(A4) = |14 ||f7, se deduce que las funciones indicatrices de sucesos de probabilidad nula tienen longitud
nula segtin la norma ||||, (la “vara de medir”) de &.

Por otra parte, en todo espacio euclideo la distancia entre dos vectores es la raiz cuadrada del semi-producto escalar:

distancia(X,Y), = ||V~ X], = \/<(Yf X[ -x)), = \/E((V-X)2).

Pues bien, imagine que Y = X + 14 donde 1,4 es perpendicular a £ (1) (es decir, donde P(A4) = 0). Si 14 no es la
funcién constante cero (si A # ), entonces Y # X... pero jcudl es la distancia entre X e Y en ese caso? pues. ..

distancia(X,Y), = [[Y = X[, = [[Tal[, = 0.

iUy!... por lo que se ve el mundo de las variables aleatorias es curioso. Es posible que dos variables que son distintas
estén a distancia cero la una de la otra.5” En esta situacién, a las distancias se las denomina semi-distancias.

La dimensién de £ (1 )J‘ puede ser enorme (incluso infinita). Eso quiere decir que puede haber infinitas funciones
indicatrices (todas ellas perpendiculares a las variables aleatorias constantes) que podemos sumar a una variable
aleatoria X, el resultado son nuevas variables aleatorias que son distintas, pero que todas ellas estan a distancia cero
de X (jinfinitas variables aleatoria que son distintas las unas de las otras, pero que distan cero las unas de las otras!)

8.1 Interpretacién geométrica en un modelo para el lanzamiento de una moneda

Como esta exposicién (basada en una interpretacién geométrica de la probabilidad) es distinta del habitual, creo que
puede ayudar al lector ver su aplicaciéon en un ejemplo conocido: el lanzamiento de una moneda.

Para ello basta considerar que existe un espacio semi-euclideo probabilistico tal que H y T sean dos subconjuntos
disjuntos de un conjunto € (que asociamos respectivamente con los sucesos “cara” y “cruz”) y tales que H UT = Q;
es decir, tales que Ty + 17 = 1. jEso es todo! No necesitamos mayor especificacién.

Dos representaciones esquemdticas de un modelo asi aparecen en la Figura 8. En ambas aparecen la recta £ (1), la
funcién indicatriz 15 que toma el valor 1 en H (“cara”) y la funcién indicatriz 17 que toma el valor 1 en T' (“cruz”).

Puesto que la suma de ambas funciones indicatrices (de ambos vectores) es 1, en este caso £ (T, 1) =L (Tg,11);
es decir, este subespacio probabilistico es de dimensién 2 (un plano). Dicho plano contiene las infinitas variables
aleatorias que son combinacién lineal de los vectores 1y y 1.

67En ese caso se dice que las variables aleatorias son iguales salvo en un conjunto de probabilidad (o medida) nula.
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Figure 8: Dos representaciones esquemaéticas del lanzamiento de una moneda “justa”.

En ambas representaciones aparece el conjunto de variables aleatorias perpendiculares a las constantes. Es aqui donde
radica la diferencia entre la representacién de la izquierda y la de la derecha. A la izquierda, £ (1 )J‘ tiene dimensién
1 (es la recta vertical) y a la derecha tiene dimensién 2 (es el plano ortogonal a la recta £ (1)). En realidad, £ (1)"
podria tener cualquier dimensién: desde dimensién 1 hasta dimensién infinita. Cada uno de esos casos seria un modelo
alternativo para el lanzamiento de una moneda... y todos ellos serfan igualmente validos.

Fijese que nada hemos dicho del contenido de 2. Es irrelevante para la modelizacion. €) podria tener solo dos niimeros,
O = {m, 17}, de manera que H = {n} y T = {17}, por tanto 1y (7w) =1 (“cara”) y 170 (17) = 1 (“cruz”). Pero podria
ser que 2 fuera el conjunto de nimeros naturales y que 1y solo tomara el valor 1 con los ntimeros pares y 17 con
los impares (6 el valor 1 para el nimero 1492 y cero para todos los demds). O quizd 2 contiene otro tipo de objetos
matemdticos (vectores, matrices, funciones, conjuntos, etc.) que se puedan relacionar con las condiciones fisicas del
lanzamiento de la moneda. Todo eso queda abstraido al decir que nos fijamos en dos subconjuntos disjuntos H y T
cuya unién es Q (lo que haya en dichos conjuntos es irrelevante en la modelizacidn).

Probabilidad de un suceso y proyeccién ortogonal Normalmente deseamos que un modelo probabilistico
describa la frecuencia con la que cabe esperar cada resultado, pero nada de eso se ha indicado en la modelizacion
anterior. No obstante, las representaciones particulares que se muestran en la Figura 8 corresponden a modelos
del lanzamiento de una moneda en la que los resultados de cara o cruz son equiprobables puesto que las funciones
indicatrices Ty y Tr tienen idéntica proyeccién ortogonal sobre £ (1). Compérese con la Figura 9, que muestra la
representaciéon de un modelo de lanzamiento de una moneda “trucada’”.

Figure 9: Representacion esquemaética del lanzamiento de una moneda para la que es mas probable el resultado “cruz”
(T) que el resultado “cara (H).

Independencia Dado que cada subespacio probabilistico de (£, ) es por s{ mismo un espacio euclideo probabilistico,
por el axioma A5 de la Definicién 6, sabemos que todos ellos contienen a la variable aleatoria 1 que es la funcién
constante igual a 1. Por tanto, dichos subespacios tienen en comun la recta £ (1). Consecuentemente, dos subespacios
probabilisticos de un espacio euclideo probabilistico £ no pueden ser ortogonales entre si.

Sin embargo, os subespacios probabilisticos pueden estar “a escuadra” (como dos paredes que se unen en una esquina for-
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mando un dngulo recto). Cuando dos subespacios probabilisticos estdn “a escuadra” decimos que son probabilisticamente
independientes. Véase la Figura 10. Asi pues,

e decimos que dos subespacios probabilisticos S, T son probabilisticamente independientes si
(Snc(1)h) L (Tne())
donde SNL(1)" = {X e8| (X|1), =0}

e decimos que los subespacios probabilisticos de una familia {S,};c; son p. independientes si cada S; es p. inde-
pendiente de @(U#i S;)

e decimos que las funciones (variables aleatorias) de una familia {X;};e; son p. independientes si lo son los
subespacios de la familia { £ (Xi) Yier

e decimos que los sucesos de una familia {A;};cr son p. independientes si lo son los subespacios de la familia

{£(14,) }ier

(0,

Figure 10: Representacién esquemdtica de dos subespacios probabilisticos independientes (uno en horizontal y otro
en vertical) correspondientes al lanzamiento de dos monedas “justas”. Esta representacién esquemdtica es muy
incompleta: dado que aparecen cuatro funciones indicatrices (necesarias para cubrir todos los posibles resultados
{HH, HT, TH, TT}), el menor subespacio probabilistico que las contiene jdebe ser de dimensién cuatro... algo
imposible de representar en un dibujo!

8.2 “Clases de equivalencia” de variables aleatorias y la esperanza condicional
8.2.1 “Clases de equivalencia” de variables aleatorias

Decimos que una variable aleatoria es constante casi sequro si toma un valor constante ¢ “con probabilidad 1”. Esto
quiere decir que puede haber sucesos elementales w para los que la variable NO toma el valor ¢, pero que el subconjunto
de sucesos elementales que da lugar a un valor distinto de c tiene probabilidad nula. Estas variables se obtienen sumando
a una variable aleatoria constante, cualquier vector ortogonal a £+ (recuerde lo dicho sobre los sucesos de probabilidad
nula en la pagina 56).

A una variable aleatoria genérica igual a uno casi sequro la denotaremos con 1 y a una variable aleatoria genérica
igual a cero casi sequro con (. Asi por ejemplo, los vectores constantes iguales a 1 casi seguro son de la forma®®

{1 €& |existe Nc &L tal que 1 =1 + N}, (29)

y todos ellos estdn a distancia cero de 1 (y a distancia cero los unos de los otros). Evidentemente, el tamaifio de cada
clase (el niimero de vectores que contiene) depende del tamaio del £+.%°

68En el espacio euclideo usual RY, el subconjunto RN ortogonal a RY solo contiene el vector nulo, {0}. Sin embargo, en un £ genérico,
el subconjunto de £+ ortogonal a £ contiene las variables aleatorias de £ con norma cero. La dimensién de dicho subespacio puede ser
cero, puede ser finita o incluso puede ser de dimensién infinita.

69F{jese cémo se parece esta caracterizacién al conjunto de soluciones de un sistema de ecuaciones lineales compatible indeterminado,
donde la solucién general es una particular més cualquier vector solucién del sistema homogéneo (o nicleo). Por ese motivo, podemos
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Lo mismo se puede hacer con cualquier variable aleatoria X. Cuando sumamos a X una variable aleatoria no nula
y perteneciente al subespacio L (1 )J‘7 obtenemos una nueva variable aleatoria que toma los mismos valores que X
salvo en un conjunto de puntos de probabilidad cero. Al conjunto de variables aleatorias que son iguales a X salvo
por un conjunto de sucesos de probabilidad nula lo llamaremos la clase de equivalencia de la variable aleatoria X (o
sencillamente la clase de X) que denotaré con [X]

[X]={Z €& |existe N € £ tal que Z = X + N}.
Asi, a la clase de la Ecuacién 29 la denotaremos con [1]; y de manera andloga tenemos la clase [0].

Finalmente, decimos que dos vectores pertenecen a la misma clase si su diferencia pertenece a £*.
Y,Z€[X] siysolosi Y—Zc&*;

en este caso también se dice que dichas variables aleatorias son iguales casi seguro (que en la literatura suele expresarse
con P(Y=Z)=1). Otra forma de decirlo es que dos variables aleatorias pertenecen a la misma clase (son iguales
casi seguro) si la distancia entre ellas es cero. Evidentemente, todos los vectores de una clase tienen la misma longitud.

Operaciones con clases de equivalencia Para operar con las clases usaremos cualquiera de sus elementos como
representante con el que operar, ya que con las clases de equivalencia se verifica que

[X]+[Y]=[X+YT]; y también [aX] = a[X] para cualquier a € R.

Es més, el conjunto de clases de equivalencia de € es un espacio de Hilbert (espacio euclideo de dimensién infinita)
cuyo vector nulo, [0], es la clase de las variables aleatorias constantes cero casi seguro.

Las clases se pueden multiplicar: [X]-[V] = [X-Y];y ademds E ([X]) = E (X). En este subespacio la esperanza del
producto entre clases E ([X][Y]) es definido, puesto que si E ([X]?) = 0, entonces necesariamente [X] = [0]. Asi,
este subespacio de clases junto la esperanza del producto entre clases es un espacio euclideo. Ademaés, E ([[1 111 ]]) =1,
por lo que la norma de [1] es uno, ||[[1]]H77 = 1. De igual manera ||[[()]||n =0.

8.2.2 La esperanza condicional

Esperanza condicional. Consideremos una variable aleatoria Y de £ y un subespacio de probabilidad S C £.
Podemos preguntarnos ;jcudl de las variables aleatorias de S es la que estd mas préoxima a Y7

Resulta que ésta es una pregunta con trampa ya que no necesariamente hay una unica variable aleatoria que sea la
que esté méas préxima... puede haber infinitas a la misma distancia minima. Si Z € S estd a distancia minima de
Y, siempre le podremos sumar otra variable de la intersecciéon £+ NS obteniendo una variable aleatoria de S que
estard a distancia cero de Z y, por tanto, a la misma distancia de Y que Z. Evidentemente, solo si la interseccién
EL NS ={0} (ie., sisolo contiene a la indicatriz nula) “la” variable aleatoria mas préxima es Z.

Asi que debemos cambiar la pregunta a jcual de las clases de variables aleatorias contenidas en S es la que estd mas
préxima a Y? Donde las clases son de forma

[Z]s = {W €S |existe N e SNEL tal que W= Z + N}.

La respuesta es que dicha clase es la proyeccién ortogonal de Y sobre el subespacio de probabilidad S. Es decir, en
este contexto de los espacios (semi-)euclideos de probabilidad, la proyeccién ortogonal es una clase de equivalencia (es
decir, puede contener muchas variables aleatorias) a la que llamamos esperanza condicional. Por tanto, la esperanza
condicional E(Y | X) es la clase de equivalencia [Z] de vectores de £ (X) estdn a distancia minima de Y; es decir,

E(Y[X)=[Z] c £ (X) talque [Y]—[Z] es ortogonal a £ (X).

Sin embargo, en la literatura se simplifica y se dice que “la” esperanza condicional es una wvariable aleatoria. Si se
consideran las esperanzas condicionales como variables aleatorias, se deberfa omitir el articulo determinado “la” y en
cada caso referirse a “una” esperanza condicional (a “una” de las muchas variables aleatorias de £ (X) que estan a
distancia minima de Y. Si, por el contrario, queremos que la esperanza condicional sea wnica, entonces es necesario
considerarla como “la” clase de equivalencia de las variables aleatorias de £ (X) que estdn a distancia minima de Y.

Fin de la leccidn

denominar al subespacio probabilistico £1 el “nicleo” del producto escalar.
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LECCION 5: Especificacion y Estimacion del Modelo Lineal General

9 Modelo Clasico de Regresion Lineal

En la leccién anterior hemos indicado que la descomposicién ortogonal y = 4 +€ en RY es un caso particular de la
descomposicion ortogonal Y = ]E(Y| X) + U en un Espacio Euclideo Probabilistico £.

e ¥ es la proyeccién ortogonal de y (vector de RY) sobre el subespacio vectorial C (X) generado por las k columnas
de X = [Xll; X X|k] (los regresores); y por tanto y = X3 € C (X). Consecuentemente e L C (X).

e E(Y|X) es la proyeccién ortogonal de Y (variable aleatoria) sobre el subespacio probabilistico £ (X) generado
por las k variables aleatorias del sistema X = [X1; Xo;... Xy;] (los regresores); y por tanto E (Y| X) € £ (X).
Consecuentemente U L £ (X).

Los subespacios vectoriales C (X) y £ (X) estdn formados por el conjunto de combinaciones lineales de los respectivos
k regresores (X en el primer caso y X en el segundo) y consecuentemente, si los regresores son linealmente independi-
entes, ambos subespacios tienen de dimensién k. Pero los Espacios Euclideos de Probabilidad son “generalmente” de
dimensién infinita. Es decir, £ (X) suele ser un conjunto “muy muy grande” y siempre contiene a /.Z(X).

Puesto que £ (X), ademds de contener todas las variables aleatorias de £ (X), generalmente contiene muchisimas
maés, es habitual que la variable aleatoria de £ (X) més préxima a Y no sea la mds préxima de £ (X) y por tanto
E(Y|X) # X8 C L(X). Dicho de otro modo, en general la proyeccién E (Y] X) “cae fuera” del subespacio de
dimensién finita £ (X).

El Modelo Cldsico de Regresion consiste en asumir ciertas hipdtesis que garanticen que
1. la proyeccién ortogonal de Y “caiga dentro de £ (X)”, es decir, que E (Y| X) = X3, y
2. la varianza condicional de Y es una variable aleatoria constante Var (Y|X) = o21.

Asi, bajo los supuestos del modelo cldsico de regresién, la esperanza condicional de Y coincide con la proyeccion
ortogonal de Y sobre el subespacio de dimensién finita £ (X), formado por las combinaciones lineales de los regresores
X. Gracias a ello, en la siguiente leccién podremos interpretar el ajuste MCO, ¢y = XE , como una estimacién de la
esperanza condicional E (Y]X) = X3 cuando y y X sean muestras de Yy de X respectivamente.

(Leccién 5) T-1 | Modelo Cléasico de Regresién Lineal
Modelo especial en el que la descomposicién ortogonal

V=E(Y|X)+U

es tal que
e E(Y|X)=XB8 (Comb. lin. regresores) (Sup. 1y 2)
e Var (Y|X) =021 (v.a. cte.) (Sup. 2y 3)
;QUE CONDICION ES SUFICIENTE PARA ESTO? F5

9.1 Los cuatro primeros supuestos en el Modelo Clasico de Regresion Lineal
(Wooldridge, 2006, Capitulos 2 y 3, Seccién 6.2 y Apéndice E1)

Definicién 22. El producto de un sistema X = [Xl; Xos. .. Xk;] por un vector 3 € R* es la combinacion lineal de
las variables aleatorias:

XB = 1 X1+ B2 Xo+ B3 X3+ -+ + B Xy

Por tanto X3 es una variable aleatoria.

9.2 Primer supuesto

El primer supuesto es que la variable aleatoria Y es una combinacién de las variables 1, X5, X3, --- X; mas la pertur-
bacién U. Es decir: Y=X8 + U.
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(Leccién 5) T-2 | Supuesto 1: linealidad en los parametros 3

Supuesto 1
Y=XB +U
631
donde X=[1; Xo; Xg; -+ Xp5ly B=1":
Br
es decir,

Y =751+ BoXo+ B3 Xz 4 - + B Xp +U
XB

9.3 Segundo supuesto

El segundo supuesto consiste en que la esperanza de la perturbacién condicionada a los regresores es cero
E(U|X)=0;

que implica que U es (y, E(Y|X) ), es decir, que U es ortogonal a los regresores X.

Cuando se verifica este segundo supuesto se dice que los regresores son estrictamente exégenos

Definicién 23. Definimos la esperanza de un sistema de k variables aleatorias X = [Xl; Xo;. .. Xk;] como el vector

de R¥ con los valores esperados de dichas variables, es decir:

E(X)=(E(X1), E(X2), ...E(Xy)) €RK

o con el operador selector™: JEX) =E (j|X) =E(X;), que también podemos escribir como E(X); =E (le) .
Pues bien, el segundo supuesto del modelo clasico de regresion lineal implica los siguientes resultados:
Proposicién 9.1. Si ]E(U | X) =0, entonces E (XJ-U) =0paraj=1:k.

Corolario 9.2. Si E(U | X) =0, entonces E (U) = 0.

Corolario 9.3. Si IE(U | X) =0, entonces Cov (U, Xj) =0 paraj=1,...,k.

(Leccién 5) T-3 | Supuesto 2: Esperanza condicional de U — Estricta exogeneidad

Supuesto 2 y sus implicaciones
E(XjU)zoparajzlzk. ULlX;

E(U|X) =0|= {E(U) =0

Cov (U,Xj) =0 paraj=1:k.

Implicacién conjunta de los supuestos 1 y 2

Y=XB8+U
E(UX):@} = E(Y[X) =X8

T0nétese la asociatividad del operador selector “” por ambos lados.
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Ejemplo 7. Funcién de consumo (continuacién) : En el modelo C' = al + bR + U, donde C es el consumo y R la
renta disponible, la estricta exogeneidad
E(U|R) =0,

es decir, que la esperanza de la perturbacion condicionada a la renta disponible R es cero, implica que si asociamos esas
“otras cosas” que afectan al consumo de un individuo (caracteristicas personales o culturales, obligaciones familiares,
etc) con U, entonces asumimos que esas “otras cosas” son ortogonales a la renta.

Ejemplo 8. Ecuacién de salarios (continuacién) : la estricta exogeneidad

E(U|X) =0, con X = [EDUC; ANTIG; EXPER]

significa que la esperanza de la perturbacién condicionada a los anos de educacién, antigiiedad y experiencia es cero.
Por tanto, si asociamos esas “otras cosas” que afectan al salario de un individuo (habilidades, coeficiente intelectual,
etc.) con U, entonces estaremos asumiendo que son ortogonales a los anos de estudio, la antigiiedad o la experiencia.

iAdvertencia! La estricta exogeneidad es una hipdtesis muy muy restrictiva; es una asuncién tan fuerte que lo més
probable es que no sea realista en la inmensa mayoria de modelos empiricos.

=
Notese que los supuestos 1 y 2 son suficientes para satisfacer la primera de las dos condiciones del Modelo Cldsico de (70)
Regresion Lineal (Pégina 61).

9.4 Tercer supuesto

El Supuesto 3 se denomina supuesto de homocedasticidad:

(Leccién 5) T-4 | Supuesto 3: Homocedasticidad

Supuesto 3

E (U?|X) = 0?1
Junto con E(U | X) = 0 es equivalente a: ~ Var(U | X) = 021

Implicacion de los supuestos 2 y 3
0’1 =E(U? | X)
—E ((Y—E(Y|X))2 ‘x)

=Var (Y| X).

Notese que los supuestos 2 y 3 son suficientes para satisfacer la segunda de las dos condiciones del Modelo Cldsico de
Regresion Lineal (Pégina 61).

Antes de enunciar el cuarto supuesto, veamos algunas definiciones:

Definicién 24. El producto de un sistema X de k variables aleatorias [Xl; Xos. .. Xk;] por una variable aleatoria U
(todas pertenecientes a un espacio semi-euclideo de probabilidad (ESP) £) es el sistema de variables aleatorias de Lg

(es decir, con esperanza definida) que contiene los productos de cada una de las k variables por U:

XU = [XlU; XkU] = [UXl; UXk] = UX.
de manera que
XU UX,
XU = : = : = UXT.
XU UXy,
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Definiciéon 25. Sean dos sistemas X = [Xl; Xo; ...Xm} y U= [Ul; Us; ...U,L], de variables aleatorias de
un ESP €. El producto XU es la matriz de orden m x n cuyo elemento (i, j)-ésimo es la variable aleatoria de Lg
resultante de multiplicar la i-ésima componente de X por la j-€sima componente de U.

X4 X0 X, - XqU,
Xo XUy XoUz -+ XoU,

XTU = . [Ul; Us; ... Un] = ) . ) . ;  es decir, z‘|(XTU)|j = X;U;.
Xm, Xm,Ul X'm U2 o X m Un

Definicién 26. Definimos la esperanza de XTX, donde X = [Xl; Xo; .. .Xk.;} como la matriz simétrica de orden k
tal que su elemento (i, j)-ésimo es la esperanza del producto entre la variable i-ésima, X;, y la variable j-ésima, X;:

E(X2) B(XX.) - B(XX,
E(X,2) - E(XX,
E (XTX) = ] : i es decir, i|(E (XTX))U =E (XZ-XJ-).
E (X,2)
k
Notese que B (XTX)e = (B (XiX1), B (XX))) e = > B(XX))e

=B (3 XXe) =B (X3 Xe) = B (X,(Xe)) = B ((X7) (Xe)) = B ; (X7X)e) = B (7).

9.5 Cuarto supuesto

(Leccién 5) T-5| Supuesto 4 y la identificacion de los parametros 3
Y= X+ U Por Sup. 1
XTY =XTX8 + XU premultiplicando por XT
B (XTY) =E (XTX)ﬂ +E (XTU) tomando esperanzas
E(XTY) =E (X7X)8 E(XTU) = 0 (Sup. 2)

donde iI(E(XTX)) es E (X, X;).

3
Supuesto 4

La matriz E (XTX) es de rango completo

entonces 3 estd identificado: B8 = (E(XTX) )_1 E (XTY)

Este supuesto implica que el vector de pardmetros 3 es inico y se puede expresar en funcién de los momentos de las
variables X e Y. Se dice que existe multicolinealidad exacta o perfecta cuando el Supuesto 4 NO se satisface.

Definicién 27. Un sistema de k variables aleatorias X es linealmente dependiente si existe un vector no nulo ¢ de
RE tal que Xc = 0. Si no existe tal vector el sistema X es linealmente independiente.

Proposicién 9.4. Si la matriz E (XTX) es de rango completo entonces X es linealmente independiente.

Fijese que dado que trabajamos con semi-productos escalares y semi-normas, el reciproco no es cierto. Si 0 es una
variable aleatoria constante cero casi seqguro que no es la constante nula (0 # 0), y si X = [0;], entonces E (XTX) =0
aunque X es linealmente independiente.”

"lUna condicién suficiente para asegurar que E(XTX) es invertible es exigir que las clases [X1], [X2],...[Xx] sean linealmente
independientes, ya que el espacio euclideo formado por las clases de variables aleatorias si es un Espacio de Hilbert con producto escalar
(v norma). Otra condicién suficiente (y alternativa a la anterior) es que £ N £(X) = {0}, es decir, que solo contenga a la indicatriz nula.
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Los supuestos 1, 2 y 4 garantizan la unicidad de los pardametros 3; es decir, que el vector 3 esta identificado.

10 Regresién cuando £ es RY

Cuando € es RY junto al producto escalar (_| _)s; es decir, cuando los vectores de RY son considerados como variables
aleatorias (y no como una muestra de variables aleatorias) el sistema de ecuaciones para un £ genérico

E(XX)8 = E(XTY)
se reduce a ) )
—XTX = —XT
( N > B =Xy,
donde he escrito explicitamente la divisién por N correspondiente al producto escalar (_|_),.

La ausencia de multicolinealidad exacta implica que la matriz XTX es invertible; por tanto la solucién 3 es

—1
B8 = (;XTX> %XTy = (XTX)'XTy.

(Leccién 5) T-6 | Regresién cuando £ es RV

1 1
E(XTX)B8 = E(XTY) se reduce a (NxTx> 8= ery
Ausencia de multicolinealidad exacta implica que

-1
1 1 ) -
ﬂ = (NXTX> NXTy = (XTX) lXTy

donde
o (Fxx)

il

.“(

i = Hx0x5)

(xTy)) = 1x,op)

2|~

es decir, %(XTX) es una matriz con las medias de los productos Hadamard (componente a componente) entre los
Iegresores; fi(e,ow,); ¥ POT otra parte %XTy es un vector con las medias de los productos Hadamard (componente a
componente) entre los regresores y el regresando (fiq,0y). Si el primer regresor es el vector 1, entonces tenemos

Hay ) e My F(y)
NXTX) = M(@ M(r.cf_%) u(mzémw v NIXTy = #(w%@y)
H(z,) H(z,0my) - H(x2) H(z, oy)
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10.1 Dos casos particulares de MLG

10.1.1 Modelo con una constante como Gnico regresor

(Leccién 5)

T-7 | Cte. como tnico regresor

X = [1;]

— Y=E(Y|1)+U;

E(XTX)8 =E (XTY)
E(1-1)B=E(1-Y) = B=E()

Cuando el EEP es RY con (_| ), tenemos

1 1
ZXTX8 = —XT
X6 =Xy

(donde X = [1;]);

(donde X = [1;]);

asi 1 1
—M1-1]18=—=—(1- =
F58
10.1.2 Modelo Lineal Simple
(Leccién 5) T-8 | Modelo Lineal Simple (Modelo tedrico)

cuya solucion es

En RN con (| ):

S

[15 X5 ]

B =E() - BE(X)

— Y=E(Y|X)+U;

E(XTX) 8 =E (XTY)

B1 = iy — Bajia

Supuesto 4 (indep. lineal de regresores) garantiza — o2 # 0

A

y

)= (en)

y

_ Cov (X,Y)
Pr= Var (X)
O

32275

(30)

Resolviendo E (XTX) 8 = E (XTY) por eliminacién Gaussiana (por columnas):

1 EX) | —E() .
2 _ —E(X
E(XY) E(XF) | -BOY) | G008
1 0 0
0 1 0
0 0 1

Por tanto, B; =E(Y) — C{’,;'Ei;;/) E(X)

1 0 0
E(X) Var(X) | —Cov(X,Y)
1 —E(X) E()
0 1 0
0 0 1
1 0 0
KCOV(XTY)):,JFS} E(X) Var(X) 0
Var(X) 1 —E(X) _COV(V)i;E;)(})E(X) +E(Y')
0 1 Cov(X,Y)
Var(X)
0 0 1
_ Cov(X,Y)
y ﬁQ — Var(X)
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11 Estimacién del Modelo Clasico de Regresion Lineal
Consideremos el siguiente modelo clasico de regresion lineal
Y=XB+U, donde X=1[1;Xy; - Xy;],

que cumple los cuatro supuestos vistos anteriormente; y donde las correspondientes variables aleatorias del modelo
pertenecen a un mismo Espacio Semi-euclideo de Probabilidad (ESP) £; es decir, todas las variables aleatorias son
funciones que van de un mismo conjunto de sucesos elementales () a R.

Suponga que el vector 3 es desconocido y que lo queremos calcular. Sabemos que 3 estd identificado, pues se cumple
el Supuesto 4 (independencia lineal entre regresores); y por tanto, sabemos que 3 es la tnica solucién del sistema

EXT™X)B8 = E(XTY). (31)
;, Qué problema puede haber entonces para resolver dicho sistema y calcular 37

Pues sencillamente que las variables aleatorias (funciones que van de Q2 a R) del modelo son desconocidas en general,
y también son desconocidas la matriz de coeficientes E (XTX) v el vector del lado derecho E (XTY) del sistema de
mas arriba. Asi pues, al no poder resolver el sistema, tampoco podemos conocer el vector 3.

Como alternativa, podemos tratar de estimar dicho vector 3, pero para ello necesitamos dar jun salto! Y es un salto
un tanto audaz. Veamoslo con un ejemplo que ya hemos empleado anteriormente.

Suponga que asociamos el precio de la vivienda con la funcién Yy el tamafio de la vivienda con la funcién X. Ademds
suponga que asumimos (quizd erréneamente) el siguiente modelo de referencia que relaciona ambas variables aleatorias:

Y=01+4pX+U

Si ademads asumimos que este modelo cumple los cuatro supuestos del modelo clasico general (que es mucho asumir),
estaremos asumiendo que el precio de una vivienda es una cantidad constante ;1; mas un multiplo de su superficie:
B2 X; mas algo que es ortogonal al subespacio de probabilidad generado por los regresores y que denotamos con U.

Pese a todas estas asunciones (quiza todas erréneas) seguiremos sin conocer el valor de 81 y B2; ni tampoco el detalle
de las funciones Y, X y U.

Y qué podemos hacer?... pues haremos lo siguiente: cuando observemos tamano y precio de venta de un conjunto
(una muestra) de viviendas que se hayan intercambiado en el mercado inmobiliario, actuaremos como si los datos de
cada una de las viviendas fuera la realizacion de una “copia” del modelo de referencia. Es decir, asumiremos que el
precio de la vivienda n-ésima sigue un modelo Y,, = 511 + 82X, + U,, con idéntica distribucion al modelo de referencia.
Ademsds asumiremos que todas las variables aleatorias asociadas a todas las “copias” pertenecen a un mismo y unico
ESP £. Por tanto estaremos asumiendo que los datos son los valores tomados por dichas variables aleatorias al ser
evaluadas (todas ellas) en un mismo y tdnico punto w € ). También asumiremos que las variables aleatorias (no
constantes) correspondientes a cada vivienda son independientes de las variables aleatorias (no constantes) correspon-
dientes a las otras viviendas. Es decir (recordando la interpretacién geométrica de la independencia probabilistica),
asumiremos que cada “copia”’ estd contenida en un subespacio de probabilidad que estd “a escuadra” respecto a los
demds subespacios (recuérdese la Figura 10 en la pagina 58).

Consecuentemente, si disponemos de datos de 14 viviendas, diremos que son una muestra aleatoria simple de las
variables aleatorias X (superficie) e Y (precio) del modelo de referencia. Con dicha expresién estaremos indicando
que asumimos que los datos x,, e y, son valores tomados por 14 copias independientes e idénticamente distribuidas;
es decir, por 14 funciones cuyos rangos (el conjunto de valores que toman dichas funciones) son iguales a los de las
variables X e Y del modelo de referencia y con distribuciones de probabilidad iguales a las de las variables del modelo
de referencia.

Y ahora viene el “audaz salto” al que aludimos méds arriba: en lugar de trabajar con las variables aleatorias X e Y del
modelo de referencia, emplearemos los vectores de datos de la muesta = (z1,...,2n5) e y = (y1,--.,yn). Por tanto,
en lugar de trabajar con las variables aleatorias X e Y, que son funciones que van de un conjunto {2 a R, usaremos
listas de nimeros, que asumimos que son los valores de que toman las variables aleatorias X; e Yj72 al ser evaluadas
en un unico punto w del dominio 2 comun a todas ellas.

72que respectivamente son independientes y con idéntica distribucién a X e Y’
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Evidentemente, si y es solo una muestra de una variable aleatoria Y, entonces la media de y NO es la esperanza de
E (Y) . Consecuentemente, no es lo mismo la media de un vector y cuando se considera que y es una variable aleatoria
del espacio euclideo de probabilidad (RY,s) que cuando y es una muestra de una variable aleatoria. Usaremos el
termino media muestral (que denotaremos con m,, ) para la media de una muestra y de una variable aleatoria Y.

Lo mismo ocurre con otros estadisticos calculados a partir de vectores de datos que son interpretados como muestras
de variables aleatorias. Consecuentemente, al tratar con muestras de datos hablaremos de media muestral, varianza
muestral, , correlacion muestral, etc. Y sustituiremos las letras griegas p, o y p por las letras latinas m, s y r. (véase
la Tabla 6).

& genérico €& =RY Muestra
E(Y) Hy My
Var (Y) O'Z 512!
Cov (X, Y) Oxy Szy
Corr (X, Y) Pzy Ty

Table 6: Notacién de momentos tedricos o poblacionales (mediante abreviaturas o con letras griegas cuando & = RY)
y de momentos muestrales (con letras latinas)

Retomando la discusiéon de mas arriba, queriamos calcular 3 en la ecuacién
EX™X)B8 = E(XTY).

pero no es posible, pues E (XTX) y E(XTY) son desconocidos en general. Como las componentes de la matriz y del
vector anteriores son momentos teoricos de productos de las variables aleatorias

JEXX)) =E(XX) vy (EXTY)) =E(XY)

vamos a sustituir la matriz y el vector anteriores por % (XTX) y % (XTy), donde

SO =y (X)) =
Asi, haciendo la sustitucion en la Ecuacién 31 y multiplicando ambos lados por NV, obtenemos las ecuaciones normales
(XTX)B = XTy.
Y si las columnas de X son linealmente independientes, la solucién B es una estimacion de 3.

Esta sustitucién de los momentos de las variables aleatorias de un modelo por momentos muestrales de un conjunto
de datos para estimar los parémetros del modelo se denomina Estimacion por Método de los Momentos.

En el caso descrito mas arriba, el Método de los Momentos resulta ser una estimaciéon por MCO, pues los parametros
estimados son la solucién a un sistema de ecuaciones normales.

11.1 Estimacién de un modelo clasico de regresion con una muestra de datos

La estimacién MCO de un modelo clésico de regresiéon Y = X3 + U, donde X = [X1;--- X};], consiste en ajustar por
MCO una muestra y del regresando Y con una muestra X = [XH; e X|k;] de los los regresores X. Al realizar el ajuste
MCO, y dado que en este caso los vectores son muestras, en lugar de escribir los momentos tedricos o poblacionales
debemos indicar con la notaciéon que los momentos son muestrales.

En tal caso, el vector B obtenido al resolver el sistema de ecuaciones normales es “una”’ estimacion por minimos
cuadrados ordinarios (MCO) del vector 3 de pardmetros del modelo. Andlogamente, el vector ajustado por MCO
1y = X3 se interpreta como una estimacién de E(Y| X). Y dado un vector z, se dice que z3 es la prediccién puntual

del modelo estimado para el caso en que los regresores toman los valores z.

73Se dice que es “una” estimacién ya que con otra muestra distinta posiblemente obtendriamos resultados diferentes, es decir, “otra”
estimacion.
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(Leccién 5) T-9 | Estimacién MCO con una muestra

Si y es una muestra de Yy X una muestra de X; y si se asume que Y = X3 4 U es un modelo clasico de regresién
que cumple los supuestos (y si XTX es invertible)

B = (XTX)'XTy

donde
. (i(XTX)>
i\ 1j

o (FXT) =mex o)

=m
(X}, 0X,;)

Meétodo de los Momentos F56 F60
(Leccién 5) T-10 | Estimaciéon por MCO del Modelo Lineal Simple
Sea Y=al +bX +U; sidisponemos de una muestra
y € RV, X =[1; z]
N x2

A

~ ~ a
resolviendo XTy = XTX3 con 3 = (Z , obtenemos  (Compdrese con Ecuacién 15, pdgina 22)

~ Sxy N ~
= — y a = My —bmyg
Sm
La estimacién MCO sustituye los momentos teéricos por los muestrales (método de los momentos)
La indep. lineal de regresores garantiza — s2 # 0 Fo1

Nétese como las estimaciones MCO consisten en sustituir los momentos tedricos de la Ecuacién (30) por sus andlogos
muestrales.

Ejemplo 9. Precio de las viviendas (continuacién): Planteamos el modelo Y = al + bX + U, donde Y es el
precio de la vivienda, X es la superficie, y U son otros factores que influyen en el precio de la vivienda, que asumimos
“ortogonales” a la superficie del mismo (ubicacién de la vivienda, estado de mantenimiento, servicios, etc.) Deseamos
saber cudl es el efecto marginal del incremento de la superficie de un piso sobre el valor esperado del precio. Por lo
tanto necesitamos estimar el valor del parametro b.

Dada la muestra de las columnas Precio y Superficie de la Tabla 7, y estimando por MCO tenemos que

A=y —mae =L —52.3500 b= =¥ — 013875
S:l: 8:1:

y por lo tanto la ecuacién estimada es

price = 52,3509 + 0, 138750 x sqft
(1,404) (7,407)
N=14 R>=0,8056 F(1,12)=>54,861 & = 39,023

(entre paréntesis, los estadisticos t)

Asi, la prevision del precio de venta de un piso con una superficie de 1800 pies cuadrados (sqft = 1800) es

7 = 52.3500 + 0.139 x 1800 = 302101.5.

La siguiente tabla muestra los resultados obtenidos para cada tamano de casa de la muestra (no obstante, la linea
punteada de la recta de regresién en la transparencia de més abajo indica que la relaciéon estimada permite calcular
el precio esperado para casa con superficies distintas de las que estan presentes en la muestra empleada, basta aplicar
la ecuacién estimada mds arriba):
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=

Precio  Superficie Precio estimado Error
E(P | Superﬁcie) Estimacién de U

1 199.9 1065 200.1200 -0.22000
2 228.0 1254 226.3438 1.65619
3 235.0 1300 232.7263 2.27368
4 285.0 1577 271.1602 13.83984
5 239.0 1600 274.3514 -35.35142
6 293.0 1750 295.1640 -2.16397
7 285.0 1800 302.1015 -17.10148
8 365.0 1870 311.8140 53.18600
9 295.0 1935 320.8328 -25.83278
10 290.0 1948 322.6365 -32.63653
11 385.0 2254 365.0941 19.90587
12 505.0 2600 413.1017 91.89826
13 425.0 2800 440.8518 -15.85180
14 415.0 3000 468.6019 -53.60187

Table 7: Superficie (en pies al cuadrado), precio de venta (en miles de ddlares), estimacién del precio esperado (en
miles de délares), y estimacién del efecto de las perturbaciones (en miles de délares).

(Leccién 5) T-11 | Recta de regresién como estimacion de la Esp. Cond.

1w Codigo: EjPvivienda2.inp ‘ ..................................................................................

Precios de venta (miles de délares) y superficie 1til (pies al cuadrado) de 14 casas unifamiliares en laUniversity City de la ciudad de San
Diego en California en 1990 (Ramanathan, 2002, pp. 78)

500 |- B Precios de venta u
—o— B(P | sqrt) = 52.35 + 0.14 - sqft
_ |
S, 400 |-
N~——
o
o=
[}
<]
—
2 300
200 |- | | |

| | | |
1000 1250 1500 1750 2000 2250 2500 2750 3000
superficie util (sqft)

En la siguiente leccion se verdn las propiedades estadisticas de este procedimiento. Es decir, las propiedades estadisticas
de los estimadores MCO.

Problemas de la Leccion 5
Los tres primeros supuestos

(L-5) PROBLEMA 1. Demuestre la Proposicién 9.1 en la pagina 62, es decir, si E (U |X) = 0, entonces E (X;U) =0,
para j =1:k.

(L-5) PROBLEMA 2. Demuestre el Corolario 9.2 en la pagina 62, es decir, si E (U|X) = 0, entonces E (U) = 0.
(L-5) PROBLEMA 3. Demuestre el Corolario 9.3 en la pdgina 62, es decir, si E (U | X) = 0, entonces Cov (U, X;) = 0.

(L-5) PROBLEMA 4. Demuestre que los supuestos 1 y 2 implican la primera condicién del Modelo Cldsico de Regresion
Lineal, esto es, que la funcién de regresion de Y sobre los regresores es lineal: E (Y| X) = Xg.

(L-5) PROBLEMA 5. Demuestre que si E (XTX) es de rango completo entonces X es linealmente independiente.
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https://github.com/mbujosab/Ectr/tree/master/Practicas/Gretl/scripts/EjPvivienda2.inp

Regresiéon con muestras para estimar 3

(L-5) PROBLEMA 6. Para k = 2 la matriz N"}(XT)X y vector N"}(XT)y resultan ser

1 My | v My
Mg Mgz |’ M(zoy)
(a) Verifique las dos igualdades anteriores
(b) Obtenga las expresiones de las ecuaciones (15) y (16) de la pagina 22.

(L-5) PROBLEMA 7. Intente repetir lo mismo para k = 3. Comprobard dos cosas: I) el célculo es espantoso; y II)
efectivamente la solucion emplea los momentos muestrales entre los regresores y el regresando.

(L-5) PROBLEMA 8. Calcule la matriz de varianzas y covarianzas del estimador B en el modelo lineal simple.

(L-5) PROBLEMA 9.

(a) Calcule la matriz de varianzas y covarianzas del estimador ,@ en el modelo Y= 311+ 6. X + 832+ U.
(es un cdleulo bastante penoso, si no lo logra consulte directamente la solucion).

(b) Verifique que la varianza del estimador de 3, es  Var (f)’;) = ﬁ donde R% , es el coeficiente de
—Nx gz ar

determinacién de la regresién X = 131 + ZP5 + U, es decir, el cuadrado de la correlacion entre X y Z,

Fin de los Problemas de la Leccion 5

Enlace a algunas préacticas de la Leccion 5

Fin de la leccién
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https://github.com/mbujosab/Ectr/blob/master/Practicas/Gretl/Lecc05.pdf

LECCION 6: Propiedades estadisticas de los estimadores MCO

Bibliografia:
Baésica: Wooldridge (2006, Capitulos 1, 2 y 3 y secciones 4.1, 4.2, 6.2 y 6.3. Apéndices E1, E2 y E3)
Complementaria: Hayashi (2000, Capitulo 1)

12 Espacio Euclideo de Probabilidad para un Muestreo Aleatorio Simple

Considere un modelo definido en un subespacio semi-euclideo de probabilidad £ (Z) de un subespacio semi-euclideo
de probabilidad (£,7,9). Por ejemplo Y = 11 4+ 82X + U donde X,U € £ (Z). Llamaremos muestreo aleatorio
stimple (m.a.s.) de tamano N a una familia de N copias de dicho modelo que sean independientes y con identica
distribucién. Es decir, N copias Y,, = 611 + 82X, + U,, cuyas variables aleatorias tienen la misma distribucién que
la de las respectivas variables aleatorias del modelo original, pero donde cada una de las copias estd contenida en
un subespacio semi-euclideo de probabilidad £ (Z,,) de (€,71,9Q)™ que corresponde a un giro de £ (Z) alrededor de
la recta £ ({1}), de manera que cada copia queda “a escruadra”’ respecto a las demés; es decir, que sus variables
aleatorias son probabilisticamente independientes respecto de las variables aleatorias de las otras copias. Un ejemplo
de representacion de 2 subespacios independientes se puede ver en la FiguralO en la pagina 58. Evidentemente, la
dimension del espacio que contiene todos los giros crece con el nimero de copias, y esto ocasiona que sea imposible
representar en un dibujo el corte a escuadra de mas de dos subespacios. Un intento de realizar dicho dibujo se puede
ver en la Figura 11:

ey

Figure 11: Intento de representacién esquemadtica de tres subespacios probabilisticos independientes que se cortan
perpendicularmente en la recta £ ({1}) que contiene las variables aleatorias constantes (evidentemente es imposible
representar el corte perpendicular entre mas de dos subespacios en una figura plana como esta. Para representar
fielmente el caso de tres planos serfa necesaria una figura con un minimo de 2% = 8 dimensiones).

Llamaremos muestra aleatoria simple a la realizacidn (en un suceso w de ) de las variables aleatorias de un muestreo
aleatorio simple. Es decir, al conjunto de valores que toman las funciones del muestreo al ser evaluadas (todas ellas) en
un mismo punto w. Asi, una muestra aleatoria simple y de una variable aleatoria Y es un vector donde cada elemento
(cada ndmero) y, corresponde a la realizacién de una variable aleatoria Y, con idéntica distribuicién a las demds, y
donde todas ellas son probabilisticamente independientes entre si (pertenecen a subespacios probabilisticos que estan
“a escuadra” entre ellos; véase Pdgina 57). Consecuentemente, los valores que componen una muestra aleatoria simple
de una variable Y son realizaciones de variables aleatorias Y, independientes e idénticamente distribuidas (i.i.d.). En
este curso siempre asumiremos que las muestras de datos son realizaciones de un m.a.s.”™

Las funciones definidas sobre muestras se denominan estadisticos (por ejemplo, la media muestral, la mediana, la
varianza muestral, etc.).

Como ilustracién, volvamos al ejemplo del lanzamiento de una moneda de la Pdgina 56. Para modelizar el lanzamiento
de una moneda dividimos €2 en dos subconjuntos disjuntos H y T tales que sus funciones indicatrices verifican que
Ty + 17 = 1. Dichas funciones indicatrices generan el subespacio probabilistico £ ({ﬂ H }), que en este caso tan simple
es de dimensién 2 (las figuras 8 y 9 muestran distintas representaciones esquemadticas de modelos de como este).

" Donde cada £ (Z,,) es el menor subespacio probabilistico que contiene a X,, y Uy, paran =1: N.
75Con datos de series temporales esta asuncién sera dificilmente aceptable.
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Para modelizar dos lanzamientos independientes de una moneda necesitamos un espacio semi-euclideo de probabilidad
(€,71,9) que contenga dos variables aleatorias independientes 1r,, T, que estén distribuidas del mismo modo que
Ty. La dimensién del espacio semi-euclideo de probabilidad £ méas pequeno que contiene ambas copias es igual al
producto de las dimensiénes de las copias contenidas. Es decir, para contener las variables aleatorias del muestreo
aleatorio de tamano dos su dimension debe ser como minimo

dim( £ ({172,})) - dim( £ ({17,}) = 2-2.

Consecuentemente es imposible representar fielmente la figura en un papel. Pero como £ ({1}) estd contenido tanto
en £ ({1y,}) como £ ({Iy,})), podemos realizar una representacién esquemdtica de los dos subespacios al modo de
la, Figura 10 en la pagina 58.7°

Como para un m.a.s. de tamano N dispondremos de N “copias” del modelo descrito més arriba, el espacio semi-
euclideo de probabilidad completo tendr4, como minimo, dimensién 2V, pues debe contener N subespacios £ ({1, })
que se cortan “a escuadra”’ en la recta comin de variables aleatorias constantes £ ({1}).

Vectores y matrices estocasticas como representaciéon de un muestro En este contexto un muestreo de
tamafio N de una variable aleatoria Y es una N-tupla de la forma (Yi(w),Ys(w),...Yn(w),) donde las variables
aleatorias Y,, son 4.i.d.. Vamos a denotar estas n-tupas con Y (que llamaremos vector aleatorio o estocdstico por estar
formado por variables aleatorias):

Y1

Y-

y=|""7

Yy
(andlogamente, llamaremos matriz aleatoria o estocdstica a una matriz cuyas columnas son vectores aleatorios).

De esta manera, cuando digamos que el vector aleatorio Y es un m.a.s. de Y estaremos diciendo que las componentes
del vector son probabilisticamente independientes y que todas se distribuyen identicamente a como lo hace Y (es
decir, que son i.i.d.); y que todas estdn contenidas en un mismo espacio semi-euclideo de probabilidad (£,7,). Y
cuando digamos que el vector y es una muestra de Y, estaremos indicando cada componente y,, es el valor que toma
la correspondiente la variable aleatoria Y,, en un punto w del conjunto de sucesos elementales €; es decir que

Yy = . para algin w € Q.
Vv (w)
Asi, para representar el muestreo en un modelo clasico de regresiéon Y = X3 + U, denotaremos con X a la matriz

estocdstica [X1; X ;... X ;] cuya columna j-ésima X|; es el vector aleatorio correspondiente a un m.a.s. del j-ésimo
regresor X|;:

X1 Xz ..o Xk Xy,
X Xor Xoo ... Xy . X —x — Xo; | X (X X <
- . . - . ’ 15 — i . ) i - ( il 12y e Zk‘;)7
Xni Xn2 oo Xwk XNj

y donde Z.|X| = X;; corresponde al elemento i-ésimo del m.a.s. del regresor j-ésimo. Denotaremos respectivamente
con Yy con U a los muestreos de Yy de U. Asumiremos que todas las variables aleatorias contenidas en Y, en X
y en U pertenecen a un mismo ESP £.77 Recuerde que para que los muestreos sean m.a.s. los subespacios proba-
bilisticos correspondientes al muestreo de cada “copia” del modelo n|Y = an + nlU deberédn ser probabilisticamente
independientes entre si (es decir, estardn “a escuadra” los unos respecto a los otros).

76 Aunque el dibujo no representa fiemente a £, que es de dimensién 4.
7TPiense que cada uno de esos subespacios probabilisticos de £ puede ser de dimensién infinita, por lo que jel espacio £ que los engloba
puede ser enorme!
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12.1 Momentos muestrales
12.1.1 Media muestral
Sea Y un m.a.s. de Y. Denotaremos con my a la media del vector Y

2 Yn
o

my =

;,Cual es su valor esperado de my? Dado que Y es un m.a.s. de Y, cada Y,, tiene esperanza igual a la de Y. Asi,

B (my) = (Zy) LY B = ANEM) =B(Y) =

Por tanto, my e Y tienen el mismo valor esperado, y por ello diremos que my es un estimador insesgado de E (Y) .
En cuanto a la varianza de my-:

N 1 N
Var (my = Var (N g ) 2 Var (7; Yn)

N
E dado que por ser independientes, sus covarianzas son nulas

=Nt Var (V) dado que tienen idéntica distribucién

Noétese que cuando el tamano de la muestra tiende a infinito (N — oo) la varianza del estimador my tiende a cero.
Por tanto, la media muestral es un estimador consistente.

12.1.2 La varianza muestral

, N (Xn— Vi — . [
El estadistico sxy = n=1( %X)( my) es la covarianza muestral entre X e Y. Es facil comprobar que

SXYy = mx@y —mxmMmy,

donde X ®Y es el vector de variables aleatorias que resulta de aplicar el producto componente a componente (o
Hadamard), es decir, donde | (X ©Y) = (,;X)(,¥). Como caso particular tenemos la varianza muestral de Y.

N
n= (Yn - mY)2
s%,:SYY:Z ! ~ =my2 — (Mmy)?

12.1.3 La cuasi-varianza muestral

La cuasi-varianza de Y es
N
Yoo (Y — my)? N

2 n=1 _
oy = N_1 N_1Y

(nétese que se divide por N — 1). La cuasi-varianza es un estimador insesgado de la varianza.

Consecuentemente la varianza muestral es un estimador sesgado. No obstante el sesgo tiene a cero cuando el tamano
muestral tiende a infinito, ya que % — 1 cuando N — oo.

13 Propiedades estadisticas de los estimadores MCO

En adelante interpretaremos que X e y son muestras de tamafo N del sistema X y de la variable Y respectivamente.”

Para poder deducir las propiedades de estimador MCO, debemos imponer algin modelo para el muestreo. En este
caso vamos a imponer un modelo muy simple, pero también muy restrictivo. De hecho no suele ser apropiado para
series temporales, aunque si se suele considerar aceptable con datos de seccién cruzada (aunque no siempre). El
modelo es que nuestros datos provienen de una muestra aleatoria simple. En particular, considere una matriz de
variables aleatorias, X, cuyas N filas tienen idéntica distribucién que el sistema de regresores X y, ademds, cada fila

78Donde X es la matriz de k columnas [Xll; X|2; S Xlk ] Cada columna le € RV es una muestra de tamaifio N del regresor le = Xj.

Es decir, X es una matriz cuyas componentes vienen determinadas por los valores que las componentes de X toman en algin suceso
elemental w de 2. Y exactamente lo mismo con y respecto a Y. Dicho de otro modo, X es una realizacién de X e y una realizacién de Y.
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es probabilisticamente independiente del resto de filas:

i|X ~iid. X

Y considere también un vector Y de N variables que es un m.a.s. del regresando Y.

Y ~iid. V;

|
asi como el vector U donde i|U ~iid. U.

Asf pues, asumiremos que tenemos N copias del Modelo Clésico de Regresiéon Y = X3 + U (con sus cuatro supuestos).
Por tanto, para cada elemento Z-|Y de la muestra, tendremos que (Sup. I)

i|Y:Z—|XIB+z’|U donde [i|Y5 i|X; z‘|U5] ~ iid. [Y, X; Usl;

donde (Sup. II)
E(“U | X) = E(“U | i|X) =0,

(puesto £ (Z|X) es independiente de £ (jIX) cuando i # j por ser X un m.a.s); donde (Sup. III) Var (U |X) = oI.

(pues I es una matriz estocéstica cuadrada cuyas componentes en la diagonal son 1 y fuera de la diagonal son 0); y
donde (Sup. IV) E(XTX) es invertible;”” y esto tltimo implica que XX es no singular con probabilidad 1.5°

13.1 Estimador MCO de 3

En el ajuste MCO tenfamos que 8 = (XTX)"'XTy donde
L4 il (N_l(xTX)>|j = MmiG)a:j
d il (N_l(xTy)) = Hz, 0y

Sustituyendo e oz, POT el estimador mX 60X, y sustituyendo pig oy por el estimador mx oy, obtenemos el
estimador MCO B = (XTX)"'XTY donde

° il (N_l(XTX)) = mX’lng

® (N(XTY)) = mx oy

I3

(Leccién 6) T-1| Estimador MCO 3

Sean Y (vector) y X (matriz); muestreos aleatorios simples (m.a.s) del modelo Y = X8 + U que cumple todos los

supuestos. Entonces
[i|Y3 i|X] ~iid. [Y; X]; donde (Sup I) Y=XB+U

y (Sup IV) E(XTX) es invertible. El estimador MCO de (3 es

B = (X™X)'XTY

Ademss, el modelo muestral | Y = X3 + U | verifica que

(Sup II) E(U |X)=0
(Sup III) Var (U | X) =021 (homoceddsticidad, NO autocorrelacion)
Dadas las muestras X (rango k) e y, la estimacion MCO de (3 es:

B =(XTX)"'XTy

79 Como nIX = Xn ~iid. X, el supuesto de que E (XTX) es invertible (del Modelo Clésico de Regresién) implica E (XTX) es invertible

pues expresando el producto de matrices como suma de matrices, tenemos que XX = 27]:7:1 XnTXy. Consecuentemente E (XTX) =
NE (XTX) donde N > 1.
80 (Véase Wooldridge, 2010)
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Nota 2. Sea una muestra X de X de rango k. Si denotamos con A a la matriz

A = (XTX)"'XT;

kXN

es evidente que cada BAJ-, con j =1:k, es una transformacion lineal de los N datos del vector y, donde los coeficientes
especificos de cada combinacion son los elementos de cada una de las k filas de A

Bi =3B =;Ay.

Si X es un m.as. de X = [Xq;... Xy |31 y si denotamos con A a la matriz estocdstica
Nxk

A = (XTX)7'XT,

kXN

entonces cada elemento /7/’\7 del vector aleatorio B es de la forma
5= aB =AY

No solo eso. Nétese que 3 = AY = A[XB+U| = I8+ AU es decir:

B es igual al verdadero vector constante de pardmetros I3 mds el vector aleatorio AU.

13.2 Esperanza del estimador MCO 3
(Véase la Seccidn 16 en la pdgina 84 para repasar las definiciones y resultados referentes a la esperanza y la esperanza

condicional de varias variables.)

Nétese que E(U | X) es un vector de variables aleatorias nulas (Sup II):

JEUX) =EU; | X) =E(U; | ;X) =0,
que de manera compacta expresaremos asi

E(U|X)=0.

donde 0 es un vector cuyas componentes son todas iguales a 0. Recuerde también que si f(X) € £ (X) entonces
E(f(X)Y|X) = f(X)E(Y| X); y en particular E(f(X) | X) es igual a f(X).

(Leccién 6) T-2 | Esperanza del estimador MCO 3
En el m.a.s., Y=XB+U, si E(XTX) es invertible y denotamos (XTX)™'XT por A :
kXN

~

B =AY = AXB+U) = I8+ AU

Asf, E(B|X)=E(IB+AU|X)
=18+ AE(U|X) I8,A € £ (X)
=I8+A0 = 13 (Sup 1I).

Por T? Esperanzas iteradas: |E (,@) =E (E(B | X)) =E (I,B) =0

Por tanto B es un estimador insesgado. F65

81Y si E (XTX) es invertible, lo que implica que tambén E (XTX) es invertible, y por tanto X TX es no singular con probabilidad 1.
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13.3 Varianza del estimador MCO [/‘3\

Proposicién 13.1 (Matriz de varianzas del estimador MCO). Var(é | X) = o2(XTX)

Demostracién. Dado el Sup IV (es decir, dado que E (XTX) es invertible), denotemos (XTX) ' XT por A . Sabiendo

kXN
que é =18 + AU, y empleando las propiedades de la esperanza y la varianza de vectores tenemos:
Var(é | X) :Var(é 13| X) vaque I8 € £ (X) por ser cte.
=Var (AU | X) vaque 3 =18+ AU
=AVar (U | X)AT
=Ad’TIAT pues Var (U | X ) = oI (Sup I1I)

=c?AAT = 2(XTX)".

puesto que AAT = (XTX)"XTX(XTX)" = (X™X) . O
P-3
(87)
(Leccién 6) T-3 | Varianza del estimador MCO 3
Por los supuestos I, ITI y IV:
Var(B | X) =Var(B — 18 | X) = Var (AU | X)
=AVar (U|X)AT = AG’TAT  (Sup III)
=0?AAT =a2(X™X)".

donde A = (XTX)_IXT- 13 (Sup 1I)

Var (8) =B (Var(8 X)) + Var (E(8 | X) ) =B (¢*(X"X)")

Por tanto: | Var (,é) =¢2E(XTX)"|

Asi, Var () = o* ([ E(X™X)").

((XTX)_1 es una matriz “llena”)

Por la Ecuacion 36 en la pagina 85 sabemos que Var (Iﬂ) es una matriz nula.

Ejemplo 10. Continuacion de “precio de las viviendas”:

Podemos calcular la inversa de XTX:

b

(XTX)_l _ 9.1293e — 01  —4.4036e — 04}

—4.4036e — 04  2.3044e — 07

por tanto, las desviaciones tipicas estimadas de @ y b son

02m(w2)
N - s2

PENGRYIN 2
Dt (b) =02 - (2.3044¢ — 07) = , | NU. -

iPero nos falta el valor 02 (la varianza de U es desconocida)!

Dt (@) =y/02 - (9.1293¢ — 01) =

Practica 2. Continuacién del ejemplo “Precio de las viviendas”:
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Observe la matriz (XTX)_l, del ejemplo del “precio de las viviendas”.

(XTX)—l _ | 9-1293e - 01 —4.4036e — 04 :
—4.4036e — 04  2.3044e — 07

;,Qué estimacion es mas fiable, la pendiente o la constante?

Repita la regresién para “precio de las viviendas” con las siguientes modificaciones en la muestra:
1. con todos los datos excepto los de la tltima vivienda
2. con todos los datos excepto los de las ultimas dos viviendas
3. con todos los datos excepto los de la primera y la dltima viviendas

; Confirman estos resultados su respuesta a la primera pregunta?

(Leccién 6) T-4 | Eficiencia del estimador MCO 3: T2 de Gauss-Markov

Gracias a los supuestos I a IV,
3 eficiente entre estimadores lineales e insesgados

es decir, para cualquier estimador lineal® insesgado 3
Var(g | X) > Var(é | X).

Entonces se dice ELIO (BLUE en inglés). Fos

%de la forma 5 = FY donde F es una matriz aleatoria.

Teorema 13.2 (Gauss-Markov). Sean B el estimador MCO de 3, y B otro estimador (funcion del muestreo X ) lineal e
insesgado de B; entonces bajo los supuestos I a IV, para cualquier v € R* se verifica que Var ('v B X) > Var ('u-[)’ | X)

Demostracién. Como 8 = FY (con F = f(X)) es un estimador insesgado, entonces E(E | X) = FE(Y | X) =
FXB =13. Por tanto la insesgadez implica necesariamente que FX =1. Sea G =F — A, donde A = (XTX)_IXT;
entonces GX = 0 (pues AX =1). Puesto que Var (Y| X) = Var(U | X) = 021, se deduce que:

kXxXk

Var(B | X) = FVar (Y| X)FT = 0?(A+G)I(AT+GT) = 02 (AAT+AGT+GAT+GGT) = 02(XTX) " +0°GGT,
N————’
Var(a\x)

pues AAT = (XTX)_l, GAT=GX (XTX)_1 =0; y donde GGT es semi-definida positiva. Asi, para todo v € R”
~—
0

Var (v B X) = 'vVa'r(,é | X)v = v (Va’r(g | X) +02GGT) v = Var(v 3| X) +0*vGGTv

que implica:5? Var (v B | X) > Var(v B | X). O

En particular el T# arriba mencionado implica que (87)
Va'r(glj |X) ZV(L’I‘(BU |X); para j=1:k.

es decir, la relacién es cierta para cada uno de los estimadores de cada uno de los parametros individuales.

82Decimos que A > B cuando A — B es definida positiva. Asi que Var(ﬁ | X) > Var(,@ | X) significa que la matriz
[Var ([5" | X) — Var (,@ | X)] es definida positiva.
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13.3.1 Consistencia del estimador MCO

Un estimador es consistente si es insesgado y su varianza tiende a cero cuando el tamano de la muestra tiende a
infinito: N — oco.

Aunque no vamos a estudiar propiedades asintéticas, es importante que sepa que, bajo los supuestos muestrales que
hemos visto, el estimador MCO, 3, es consistente. Puede experimentarlo simulando con Gretl un mismo modelo, pero
cada vez con muestras mayores. Un demostraciéon analitica requiere de teoria asintética que no vamos a ver. Pero
debe saber que incluso con supuestos menos restrictivos, el estimador MCO sigue siendo consistente:

e sien lugar de E(U | X) = 0, solo pedimos E (XU) =0

e y si en lugar de Var (U | X)) = 0”1, solo pedimos E (U,%(X"X)) = ¢ E(X7X), donde 0 = E (U,?) (es decir,
si pedimos que U? esté incorrelado con los regresores X y con sus cuadrados X j2)

el estimador 3 sigue siendo consistente.

Fijese que cuando se verifica el Supuesto 2, es decir, cuando E (U2 | X) = 021 (y si U? € € y las variables aleatorias
de XTX también pertenecen a £) tenemos que E (U?(XTX)) = o?E (XTX) pues

E (U*(XTX)) = E(E(U*(X™X) | X)) = E(E(U* | X)(X"X)) = E(¢°1(X"X)) = ¢*E(XTX).

Es decir, Supuesto 2 = E(U*(X™X)) = ¢?E(X"X).

(Leccién 6) T-5 | Consistencia del estimador MCO g3

Ademés, 3 es consistente, es decir,
e es insesgado
e la varianza tiende a cero cuando la muestra crece

Jim Var(5; | X) =0

13.4 Caso particular: la constante como tnico regresor
Sabemos que 3 = (XTX)_1XTY, entonces si X = [1;],

e N'1(171) = [ml@l;] = [1];] y

o N'(1TY) = (mioy,) = (my,).

Por tanto, para un m.a.s. del modelo Y= ;1 + U, donde B = (31,) € R!

B = [1:] (my,) = (my,).
es decir, 3, = my. Por tanto E (E) =E(Y). Por otra parte Var (B) =o’E (lTl)_1 =2
13.5 Caso particular: modelo lineal simple

Dado que B = (XTX)_lXTY, entonces si X = [1; X;],

g
o NNXTX) = [mX g‘x]
X2

mxey

o NYXTY) = ( mx )
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(ZE)mx

my — 52

Por tanto, para un m.a.s. del modelo Y= 11 + B2 X + U, el estimador MCO es é = . Dicho

SXY

Sx

estimador es insesgado y su varianza es Var (B) =0’E (XTX)_1 =B <(’22 [mX2 _Tx})
Sx |—mx

13.6 Momentos de los valores ajustados y y de los errores e
Revise la seccién “Expresién matricial de la proyeccién ortogonal” del Curso de Algebra Lineal.
Denotemos X(XTX)_1XT por P, y nétese que
P=X(X"X)'XT=XA; Me £(X),
donde A = (XTX)"'XT; yque PT=P y PP =P.

Veamos cémo son la esperanza y varianza de los valores ajustados por MCO:

(Leccién 6) T-6 | Primeros momentos de 3y (valores ajustados por MCO)

g = X3 = X(I8 + AU) = X3 +PU;

~—
(Requiere Sup IV)

E(y |X)=E(XB+PU |X) = E(X3|X)+P-E(U|X)
=Xg (por Sup. II)

Asi, E(§) =E(XB) = E(V.)=E(,XB)

Var (3 | X) =Var(XB +PU | X) = PVar(U | X)PT
=0’PIPT = ¢*P (por Sup. III) (32)

(matriz “llena”) F70

Fijese que, como en este caso la esperanza condicional no es constante, la varianza corresponde a la suma de dos
matrices definidas positivas:

Var (y) =E (Var (y | X)) + Var (E(y | X))
=0’E (P) + Var (X3)
=02 E (X(XTX)'XT) + Var (X8).

Nétese que la matriz de varianzas y covarianzas generalmente es una matriz “llena” (al contrario que la matriz identidad
que fuera de la diagonal estd completamente compuesta de ceros) por tanto los valores ajustados son autocorrelados

(es decir, en general Cov (ﬁ,f) #0sii # j) y heteroceddsticos (es decir, en general Var (V;) # Var (f’;) £ 0 si
i # ).
Denotemos I — X (XTX) ' XT por M. Y nétese que
M=I-X(X"X)'XT=I-P=I-XA; Me £(X),
yque MT=M y MM = M.

Nota 3. Respecto al ajuste MCO wvisto en las primeras lecciones, a partir de ahora tan sélo cambiaremos su inter-
pretacion: si suponemos que los datos son realizaciones de las variables aleatorias de un modelo cldsico de regresion
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lineal Y = XB + U (y si se cumplen los supuestos que ahora veremos) interpretaremos la recta de regresion y como
una estimacion de la esperanza condicional E(Y| X).

Veamos cémo son la esperanza y varianza de los errores MCO:

(Leccién 6) T-7 | Primeros momentos de los errores MCO

e= Y-y =XB+U-(XB+PU) = MU

——
(Requiere Sup IV)

E(e|X) = E(MU|X) =M -E(U | X)
=0 (por Sup. II)

Asi, E(€) =0

Var(e | X) =MVar(U | X)MT
=’MMT = o2M (por Sup. I1I) (33)

(matriz “llena”)

Nétese que de nuevo encontramos una la matriz “llena”, asi que también los errores estimados son en general
autocorrelados y heterocedasticos. Ademas

Var (e) =E (Var (€| X)) + Var (E(e|X)) = E (6°M) + Var (0) = 0> E (M) .

14 Distribucion de los estimadores MCO bajo la hip6tesis de Normali-
dad

(Wooldridge, 2006, Secciones 4.1 y 4.2 y Apéndice E3)
Nota 4. Distribucion conjunta normal tmplica

1. La distribucion queda completamente determinada por el par: vector de esperanzas — malriz de varianzas y
covarianzas.

2. Correlacion cero implica independencia

3. Cualquier transformacion lineal de las variables también tiene distribucion normal
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14.1 Quinto supuesto del Modelo Clasico de Regresiéon Lineal

(Leccién 6) T-8 | Supuesto 5: Distribucién Normal de las perturbaciones
La inferencia es muy sencilla bajo el siguiente supuesto sobre la distribucién conjunta de U:

U~N(0,0%) = Y~N(E(XB),)
donde | es la matriz identidad de orden N x N. Puesto que
B=18+ (X'X)'XTU =18 + AU
entonces B tiene distribuciéon normal multivariante.

3~N (ﬁ, aQE(XTX)‘l)

(Leccién 6) T-9 | Distribucion del estimador MCO 3
Asi pues,

Bj ~ N (ﬁj’ Var (@))

donde Var (3) = E (Var(5; | X)) = o* B (,,(X™X)" )

(el j-ésimo elemento de la diagonal) y

il

BBy
De(5, | X) (0, 1)

14.2 Estimacién de la varianza residual y la matriz de covarianzas

Nota 5. Llamamos “traza” a la suma de los elementos de la diagonal de una matriz. El operador traza es un operador
lineal con la siguiente propiedad: Sean A y B dos matrices cuadradas, entonces

tr (AB) = tr (BA)

Proposiciéon 14.1. tr (M) =N—k.
Proposicién 14.2. E(e-€ | X) = oc?(N — k)1.

Por tanto, la cuasi-varianza muestral de los errores, s2 = (€ - €)/(N — k), es un estimador insesgado de 0. Conse-
cuentemente emplearemos como estimador de la matriz de varianzas y covarianzas la ecuacién (34) de més abajo.
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(Leccién 6) T-10 | Estimacion de la varianza residual

El pardmetro o2 es desconocido
Pero la cuasivarianza de €

=@ 8)/(N—k

es un estimador insesgado de o puesto que

> 2
Sy e-e\ oY (N—-k)
E(sé)_E<N—k)_ N-& °

Asi, el estimador insesgado de la matriz de varianzas condicionada de 3 es

o~

Var(B | X) =52 - (X™X) ™. (34)

14.3 Mas sobre eficiencia de los estimadores

1. La matriz de varianzas y covarianzas de (3 alcanza la cota minima de Cramér-Rao. Es decir, el estimador
MCO del Modelo Lineal General es el estimador insesgado de minima varianza (resultado més fuerte que T? de
Gauss-Markov, pues incluye a los estimadores no lineales).

Un estimador insesgado y de minima varianza se dice que es un estimador eficiente.

. . > 4 ’ . Ve
2. La varianza del estimador s% es %, y por tanto no alcanza la cota minima de Cramér-Rao. No obstante, no

204
-~

existe ningiin estimador insesgado de o con varianza menor a

15 Mas sobre medidas de ajuste

Para complementar la Seccién 4.2 en la pagina 31, citamos aqui dos criterios para la seleccion de modelos basados en
la funcién de verosimilitud, y por tanto basados en el quinto supuesto.

(Leccién 6) T-11| Mas sobre medidas de ajuste

Los criterios de informacién de Akaike y de Schwartz permiten seleccionar entre modelos alternativos.
(Estan calculados bajo el supuesto de normalidad).
Aqui es preferido el modelo que arroja un resultado mds bajo
(jjusto al revés que con los coeficientes de determinacién!)
Akaike (AIC) Premia la bondad de ajuste, pero penaliza la complejidad del modelo (aunque tiende a sobre-
parametrizar)
AIC = —20(0) + k

Schwartz (BIC) Basado en el criterio de Akaike, la penalizacién por el nimero de pardmetros es mayor que en el
AIC para evitar una posible sobre-parametrizacién.

SBC = —2((0) + klog N

Hannan-Quinn (HQC) Basado en el criterio de Akaike, la penalizacién por el ntimero de pardmetros es mayor que
en el AIC para evitar una posible sobre-parametrizacion.

HQC = —2((0) + 2kloglog N

Véase los resultados de estimacién para el precio de las viviendas (pagina 34). F75
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16 Apéndice de definiciones y resultados
Un vector ¢ por una variable aleatoria X es un vector cuyas componentes son multiplos de la variable aleatoria:
Xec = X(cl,... ck,) = (Xcl,... Xck,) = (ch,... ckX,) = (cl,... ck,)X = cX
o expresado con operadores selectores:
(Xc)h‘ = X(C|i) = (i|C>X = 4 (eX)
Asi, ¢l es un vector de variables aleatorias constantes iguales a las componentes del vector c:

cl = (ci(1),...cr(1),).

Del mismo modo, AX es una matriz cuyas componentes son multiplos de la variable aleatoria: (X A>Ij =X (A| j).

En lo que sigue, nétese que tanto un sistema de variables aleatorias Y como un vector aleatorio Y son listas ordenadas
de variables aleatorias. Pero téngase en cuenta que hemos seguido el convenio de que los sistemas de variables aleatorias
se representan en horizontal y se pueden transponer; aunque esto no es asf en el caso de los vectores.
Y1 Y1
Y=[Yi;...Y]; YT=|:]; Y=["1: :(Yl,...Yn,); de manera que [Y;] =VYT,
Y, Y,

es decir, que la matriz estocdstica cuya tnica columna es Y es igual a YT.

Esperanza condicional de un sistema (vector o matriz) de variables aleatorias

La esperanza de un sistema (vector o matriz) de variables aleatorias condicionada a un sistema (vector o matriz) de
variables aleatorias es el sistema (vector o matriz) cuyas componentes son la proyeccién ortogonal sobre el subespacio
probabilistico generado por las variables aleatorias que componen el sistema (vector o matriz) que condiciona. Por
ejemplo:

Definicién 28. FEsperanza de un sistema de variables aleatorias Y condicionada a otro sistema X es el sistema
de variables aleatorias cuyas componentes son las proyecciones de las variables aleatorias Y; sobre un espacio de
probabilidad £ (X) generado por las variables aleatorias de X:

E(Y [ X) =[E(Y1|X);... E(Yi|X);]

o expresado componente a componente: IE(Y | X)

5 = E(Yy 1),

Notese como aplica el Teorema de las Esperanzas Iteradas

E(IE(Y|X)) = [E(E(Yl \X))7 E(E(YMX));] = [E(Y1)7 E(Yk);] =E(Y).
Un caso particular es la esperanza de Y condicionada a 1, que contiene las proyecciones de las variables aleatorias X
sobre el espacio de probabilidad de las variables aleatorias constantes £ (1):

E(X|1)=[E(X1]|1);... E(Xx|1);]
[E(X1)1;... E(X})1;] = EX)1.

o expresado componente a componente: E(X \ 1]) = IE(XU | 1]) = E (Xj)ﬂ .

M

Varianza de un sistema (o vector) de variables aleatorias

Definicién 29 (Matriz de varianzas y covarianzas de un sistema de variables aleatorias). Definimos la matriz de
varianzas y covarianzas de un sistema de variables aleatorias X = [Xl; ...Xk,] como

Var (X) = E([XfE(X)ﬂ]T[XfE(X)H);
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es decir, es aquella matriz cuya componente de la fila i-ésima y la columna j-€sima es

jVar (X), = E ((Xi “E(X)1) - (X; —E(X)1 )) = Cov (X, X;). (35)

Consecuentemente, otra expresién alternativa es

i Var (X)); = E(XiX;) = E (X)) E(X;);

es decir
Var (X) = E(XTX) — E (XT) E (X),

y por tanto

E(X,%) E(X1X,) - E(XXp)] [EE)]? EE)E(X:) - E(X)E(X:)

E(X2%) - E(X2Xy) [E(X2))* - E(X2)E(Xp)
Var (X) = i . - )
I E (Xi?) [E (X))
_Uij 0X1X, " OXiXy
O—g(:z oo O—XQX]Q )
= . ; , donde 0¥, es Var (X;), v ox,x, es Cov (X, Xj).
i 7%

En el caso de un vector aleatorio la definicién es semejante
GVar (V) =E (i =B () 1) - (¥; ~E(¥))1)) = Cov (V.. Y))..
Pero para escribir las expresiones de forma matricial, debemos hacer lo siguiente

Var (Y) = E([Y—E(Y)H][Y—E(Y)H]T);

o lo que es lo mismo

Var (V) = E([Y][Y]") ~E([Y]) E([¥]").

Denotaremos con I a una matriz cuadrada cuyas componentes en la diagonal son 1 y cuyas componentes fuera de la
diagonal son 0.

Puesto que
(Y+Iv)—IE(Y +Iv) = (Y+Iv)—IE(Y)-IE(Iv) = Y+Iv —IE(Y)—-Iv = Y-IE(Y).
la, varianza no cambia al sumar un vector constante:

Var (Y +Iv) = Var (Y).

b11
Otro caso especial es del sistema resultante de multiplicar un vector b € R¥ por I , puesto que Ib = :
kxk bl
tenemos que E (Ib) = E(I)b =1b = b; asi
E(Ib—IE(Ib)) =E(Ib-1b) = 0;
y
Var (16) = E (18] ([16])") — B ([16])E ([18])" = 0. (36)

El producto de una matriz Q de m filas y N columnas por un vector de N variables aleatorias Y, es otro vector de m
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variables, de manera que cada variable i-ésima es el producto de la i-ésima fila i|Q por Y.

QY
QY = : = (,4,QY,... ,QY) = (Y(QT)Il,... Y(QT)W) — YQT
vaque Y(QT), =,QY =¢nYi +q2Yo+ -+ qnYn. Asipues,

E(QY) = QE(Y) = E(Y)Q" = E(YQT).

La demostracion del siguiente resultado se deja como ejercicio.

Nota 6. Sea Q , entonces, Var (QY) = Q Var (Y)QT.

mxN

De manera similar se demuestran los siguientes resultados:

Nota 7. Sean Q y R matrices, y v y w vectores de R™ y R™ respectivamente. Entonces

nxN mxN

E(QU +1Iv) =E(QU) +E (Iv) = QE (U) + v,

Var (QU + Iv) = Var (QU) = Q Var (U)QT,

ademds
Cov (QU +1Iv,RU + Iw) = Cov (QU, RU) = Q Cov (U7U)RT = Q Var (U)RT

Definicién 30. Llamaremos varianza condicional Var (U | X)) de un vector de variables aleatorias U a la matriz de
variables aleatorias X
Var(U | X) = E([U-EU | X)] [~ BU | X)]"|X):

cuya componente de la fila i-ésima y columna j-ésima es

Var (U | X),. = Cov(U;,U; | X) =E((U; —E(U; | X)) (U; —E(U; | X)) | X)

i 3

Noétese que hay una segunda expresion equivalente

Var(U | X) = E([U][U]"|X) - ([E(U | X)][E(U | X)]").

Nota 8. Sean Q = f(X) y R = g(X) matrices de variables aleatorias funcidn de la matriz aleatoria X  (y por

nxN mxXN

tanto, f(X) € £ (X) yg(X)e £ (X)); y sean v y w vectores de R™ y R™ respectivamente. Entonces

E(QU +1v | X) = E(QU | X)+E(Iv | X) = QE(U | X) +Iv.

Y
Var(QU +1v | X) = Var(QU | X) = QVar(U | X)QT.
ademds
(COU((QUJrIv),(RUJr'wﬂ) | X) = (COU(QU,RU \ X) = QVar(U | X)RT.
Problemas de la Leccion 6 _______  La cuasivarianza es un estimador insesgado de la varianza

(L-6) PROBLEMA 1. Dado un m.a.s Y de Y, demuestre que la cuasi-varianza muestral s2- es un estimador insesgado
de Var (Y) .

Varianza de una matriz por un vector de variables aleatorias
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(L-6) PROBLEMA 2. Sea Q , v Y un vector con N variables aleatorias. Demuestre que Var (QY) = Q Var (Y)QT.

mxN

Varianza de los estimadores

(L-6) PROBLEMA 3. Calcule las varianzas y covarianzas de los estimadores MCO en el Modelo Lineal Simple para
una muestra y y .

(L-6) PROBLEMA 4. Si en particular v es el vector selector I|j = (07 ... 0, 1, 0, ... 0,) ; es decir, el vector
con un 1 en la posicién j-ésima y ceros en el resto (la fila i-ésima de la matriz identidad); ;jqué implica el Teorema de
Gauss-Markov para cada uno de los estimadores (3;7

Momentos de los valores ajustados y los errores

(L-6) PROBLEMA 5. Denotemos X (XTX)_1 XT por P. Nétese que
P=X (XTX)'XT = XA.
Verifique que PX = X. Demuestre ademds que PT = P y que PP = P; es decir, que P es simétrica e idempotente.
(L-6) PROBLEMA 6. Denotemos | — X(XTX)-1XT por M. Nétese que
M=1-X(X"™X)"'XT=1-P=1-XA.

Verifique que MX = 0, y que AM = 0. Demuestre ademés que M = MT y que MM = M; es decir, que M es simétrica
e idempotente.

(L-6) PROBLEMA 7. Demuestre que el estimador de la suma residual es SRC = UMU.

Estimacion de la varianza residual
(L-6) PROBLEMA 8. Demuestre la Proposicién 14.1 en la pagina 82, es decir, que tr (M) =N —k.

(L-6) PROBLEMA 9. Demuestre la Proposicién 14.2 en la pdgina 82, es decir, que E(€ - € | X) = o?(N — k)1.

Fin de los Problemas de la Leccion 6

Enlace a algunas practicas de la Leccién 6

Fin de la leccién
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Inferencia en el Modelo Clasico de Regresion
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LECCION 7: Inferencia. Contrastes de hipotesis lineales

17 Introduccion a la contrastacion de hipdtesis

Bibliografia:
Baésica: Wooldridge (2006, Secciones 4.1, 4.2 y Apéndices E3)
Complementaria: Hayashi (2000, Capitulo 1)

(Leccién 7) T-1 | Contrastes de hipétesis paramétricas
Hipétesis afirmacién sobre uno o varios parametros
e Hy: hipdtesis nula (hipdtesis cuya veracidad se cuestiona)
e H;: hipdtesis complementaria (alternativa)
Contraste de hipdtesis es una regla que establece
e para que valores muestrales X se rechaza Hj
(region critica, RC')
e para que valores muestrales X no se rechaza Hy
(region de no rechazo (# aceptacion), RA)
Toma de decisién sobre el rechazo o no de Hy (Es la realizacién del contraste)

(Leccién 7) T-2 | Contrastes de hipo6tesis paramétricas

Caracterizamos RC mediante un estadistico g(X).
Ejemplo
e Tren sale cada hora en punto (tardo 10’ en llegar al andén)
e Hj: me da tiempo
H;: NO me da tiempo
e g(X): hora media de los relojes de los presentes
e RC = {X tales que: g(X) =my > hh: 40"} (nivel significacion a)
e Pregunto la hora, y decido si voy al andén
Pero el estadistico podria ser
e ¢*(X): hora media de los relojes de més de 60 euros.
e RC* = {X tales que: g*(X) > hh: 45’} (nivel de significacion o)

El nivel de significacion acota el riesgo que estoy dispuesto a asumir de rechazar erréneamente la hipétesis nula. En

el ejemplo de los relojes, podria ser que todos mis amigos llevaran el reloj adelantado. Si en tal caso decido como regla
que “a menos 10” decido que no me da tiempo a tomar el tren, es probable que haya rechazado Hj erréneamente,
(muy probablemente faltan més de 10 minutos para la hora en punto si todos llevan el reloj adelantado). Para cubrir
ese riesgo, uno debe graduar qué hora limite define su regién critica. El nivel de significacion limita la probabilidad
de cometer el error Tipo I (i.e., rechazar Hy erréneamente).
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(Leccién 7) T-3 | Etapas de un contraste de hipdtesis paramétricas
1. Establecimiento de la hipétesis nula H sobre 6

Hy: X~ fx(z;0); 0 €O
y la hipétesis complementaria (alternativa)
Hy: X~ fx(z;0); 0 c0o;

donde ©=0yUO; ,y ©yNO; =90
2. Eleccién del estadistico g(X)
3. Divisién del espacio muestral en dos regiones: RC (regidn critica) y RA (region no critica)
(dado un nivel de significacién a)
RC N RA = 0; RC U RA = espacio muestral
e ;Donde estd mi muestra X?
e Célculo del estadistico: g(X) para decidir si X € RC.
e En consecuencia, Rechazo o no rechazo Hy (toma de decisién)

18 Estadistico t de Student

Proposicién 18.1. Si una matriz Q es idempotente entonces rg (Q) =tr (Q)
Demostracion. (Demostracién en Bujosa, 2022b, ultimo ejercicio de la Leccién 12).

Proposicién 18.2. Sea el vector Z ~ N (0, 1), y sea Q simétrica e idempotente, entonces ZQZ ~ X%rg Q)"

Demostracion. (Demostracién en Mittelhammer, 1996, pp. 329)

. . . ~ s > e-e . N
Denominamos cuasi-varianza de € al estadistico 5% = N—%> que verifica la siguiente

s ez N—k> _ €@e 2
Proposicion 18.3. o 55 = 5T ~ X(N-k)
Ademas,

Proposicion 18.4. Los vectores de variables aleatorias (ﬁ — B) y € son probabilisticamente independientes.

P-3
(94)

Nota 9. Si dos variables aleatorias X e Y son probabilisticamente independientes, entonces transformaciones de ellas,

h(X) y g(Y), también son probabilisticamente independientes.

Proposicién 18.5. El estadistico T de distribuye como una t con N — k grados de libertad, es decir, T; ~ tn_ . (5'44)

(Leccién 7) T-4 | Estadistico t de Student (7)) para los pardmetros [;
Bajo los supuestos muestrales:
3; — B;1 3, — B;1
BJ /BJ — — BJA/BJ NN(O, 1)
o2 [(XTX) 7] Dt(f; | X)
33

. . e- _r
y sustituyendo o2 por su estimador, 5% = N—%>» Obtenemos el estadistico 7

Bj — B4 Bj — B4 T, o~ ot

2[(xTx)7],, D5 1X) ~ e (7).

Nétese que 3; es desconocido.
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= Dt(B; | X)
Ejemplo 11. Continuacion de “precio de las viviendas”:

donde (/<2 [(XTX)7] ;= /Var (3, | X)

Dada una muestra concreta X, sustituimos (XTX)_1 por la inversa de la matriz XTX:

(XTX)" = [ 9.1293e — 01

—4.4036¢ — 04]
—4.4036e — 04 2.3044e — 07 |’

COmo 1no conocemos 0'2

o~

; sustituimos su valor por la la cuasi-varianza de los errores de ajuste

s e-e 182736
55 = =

= = 1522.8.
N —n 14 -2
Asi las desviaciones tipicas estimadas de a y b son (véase 68 en la pagina 151)

Dt(a) = /(1522.8) - (9.1293¢ — 01) = 37.285

Dt (b) = /(1522.8) - (2.3044e — 07) = 0.01873

)

(I

XX
N (Xn —my)? ’

o 1
= 5% -
¢ 2 (Xn —mg)?
Véase los resultados de estimacién en el ejemplo del precio de las viviendas (pédgina 34).
Por otra parte,
o, > > X,
Cov(a,b) = (1522.8)  (—4.4036¢ — 04) = —0.671 = &2
(véase 69 en la pdgina 151).

NS (X —my)?

19 Contraste de hipdtesis sobre coeficientes individuales de la regresion
19.1 Contrastes de dos colas

(Leccién 7) T-5 | Contraste de la t: de dos colas
1~H0:Bj:b; H}\ﬂj#b
; — bl
2. (De Ec. 37) /\BJA =T ~tn_g
De(s; | X) o

3. Se rechaza Hj cuando |T| > tll=e)

(o determina RC')
Distribucién ¢ con (N — k) grados de libertad

Regién critica (rechazo)

Regién critica (rechazo)

a/2
Kot

t<NO‘7/ 3> y tﬁvlj:‘/ 2) son los valores criticos
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Donde 7 es la realizacién del estadistico (i.e., la variable aleatoria) 7 para una muestra concreta X.
Ejemplo 12. Continuacién de “precio de las viviendas”: Contraste de significacién individual de a:
Hy: a=0; Hi:a#0

En este caso la region critica debe ser

%‘>k2},donde/\ =74~ tio.

RC = {X tales que e —
Di@|x) "

Recordando los resultados para el Modelo Lineal Simple (Ec. (68))

RC = {X tales que ‘gga_zoac% < k‘g}
e N (os—ma)?
donde N = 14.
Si o = 0.05, el valor critico es ko = 2.18 = —k; = tig'O%) :
Aa = % =1.4041 < ko no rechazamos H, para a del 5%.
Véase los resultados de estimacién del ejemplo del precio de las viviendas (pégina 34).
Para a = 0.1, el valor critico es ko = 1.78 = —k; = t$2'05>.
&7

19.2 Contrastes de una sola cola

(Leccién 7) T-6 | Contraste de la t: de una sola cola (derecha)
1.H02ﬂj:b; Hliﬂj>b
i — b1
2. (De Ec. 37) /\ﬁin =T ~in-k
Dt (ﬁ] | X) Ho
3. Se rechaza Hy cuando T > tg}jk@ (o determina RC')

Distribucién ¢ con (T — k) grados de libertad

No rechazo Regién critica (rechazo)

.
o = 10,

tfj;f” es el valor critico Fs3
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(Leccién 7) T-7| Contraste de la t: de una sola cola (izquierda)
1-H0:Bj:b; H126j<b

i — bl
2. (De Ec. 37) jin =T ~tn_k
Dt(p; [X)  Ho
3. Se rechaza Hy cuando T < tﬁvajk (o determina RC)
Distribucién ¢ con (T — k) grados de libertad
Regién critica (rechazo) | No rechazo
T 0
o,
tfvazk es el valor critico Fsd

Ejemplo 13. Continuacién de “precio de las viviendas”: Un experto del mercado de la vivienda afirma que un
pie cuadrado adicional en la superficie supone un incremento de (como poco) 150 dolares, pero nunca menos. | Podemos
creer al experto con una significacién del 2.5%?

Hy: b=0.15; H;: b<0.15

RC{X

La regién critica de cola izquierda

b—0.15 -
B )
(o bien, para este caso particular (68))

b—0.1
ro={x| =05y
52
V Z(@—mx)?

sustituyendo valores estimados, tenemos que

~  0.139-0.15
Tp=—— " = —0.58729 > (002 = 21
*7 T 0.01873 008729 > 1, i

19.3 Reglas de decision para contrastes de una cola y de dos colas usando el p-valor

El p-valor es la probabilidad, bajo la hipétesis nula, de obtener un test estadistico al menos tan extremo como el que
ha sido observado.

El investigador “rechazara la hipétesis nula” cuando considere que el p-valor es muy pequeno. Por ejemplo, si estd
dispuesto a realizar contrastes al 5% de nivel de significacidn, entonces rechazard Hy cuando el p-valor sea menor a
0,05.
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(Leccién 7) @/ p-valor y regla de decision

El p-valor es la probabilidad (bajo Hy) de obtener un resultado (igual o) “mds extremo” que el observado.
El significado de “més extremo” depende de H;

e p-valor = Py (T; > T;) (cola derecha)

e p-valor =Py (T; < ’7}) (cola izquierda)

e p-valor = 2 X min {IP’HO (T; > 7A})H0, Py, (T; < ﬁ)} (bilateral)
Cuando el p-valor es “pequeno” se rechaza Hy
Véase los resultados de estimacién del ejemplo del precio de las viviendas F86

Problemas de la Leccion 7

Estadistico t de Student

N—
o2

k

(L-7) PROBLEMA 1. Demuestre la Proposicién 18.3 en la pagina 90, es decir, que

(L-7) PrROBLEMA 2. Dado que toda variable aleatoria con distribucién X?V—k tiene esperanza N — k y varianza

2(N —k); y que 5% es una variable aleatoria x3 _, multiplicada por N”—jk; calcule la esperanza y la varianza de s%.

(L-7) PROBLEMA 3. Demuestre la Proposicién 18.4 en la pédgina 90 es decir, demuestre que los vectores aleatorios

o~

(B —18) y € son probabilisticamente independientes.
(L-7) PROBLEMA 4. Demuestre que 7 ; de distribuye como una ¢ con N —k grados de libertad, es decir, 7; ~ tn_, .

(L-7) PrROBLEMA 5. Discuta la veracidad o falsedad de la siguiente afirmacién:

Si la hipdtesis nula no es rechazada, entonces es cierta.

(L-7) PrROBLEMA 6. Discuta la veracidad o falsedad de la siguiente afirmacion:

Si se rechaza Hy con un nivel de significacion a = 0.05 también se rechaza Hy con un nivel de signifi-
cacion a = 0.10

(L-7) PROBLEMA 7. En el siguiente modelo de regresién simple, Y= al 4+ X + U, Y mide la tasa de crecimiento del
PIB real y X la tasa de crecimiento de la masa monetaria. Tenemos una muestra de tamano 35. Queremos contrastar
la hipdtesis de neutralidad monetaria en esta muestra (es decir, la masa monetaria no tiene efecto real sobre el nivel
del PIB). Proponga la hipétesis nula y alternativa que, segin la t* econdmica, crea més conveniente para realizar el
contraste, asi como la regién critica. ;Cual es la distribucién del estadistico de contraste?

Fin de los Problemas de la Leccion 7

Enlace a algunas practicas de la Leccién 7

Fin de la leccién
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LECCION 8: Inferencia. Contrastes de hipétesis lineales (combinaciones
lineales de pardmetros). Intervalos y regiones de confianza

20 Contraste de hipdtesis sobre combinaciones lineales de coeficientes

de la regresion
Bibliografia:

Basica: Wooldridge (2006, Secciones 4.1, 4.2 y Apéndices E3)
Complementaria: Hayashi (2000, Capitulo 1)

(Leccién 8) T-1| Hipdtesis lineales
H() : Rﬂ =T,

R es matriz conrg (R) =7, (r<k); yr €R" es vector.
rXk

Las r ecuaciones son hipdtesis sobre valores de los coeficientes.
Condicién rg (R) = r, garantiza:

e 10 hipédtesis redundantes

e 1o hipédtesis incompatibles

Ejemplo 14. Ecuacién de salarios (continuacién Ejemplo 2 en la pagina 11):
hl(SALAR) = ﬂlﬂ + ﬂQEDUC + ﬂgANTIG + ﬂ4EXPER +U

Supongamos que queremos contrastar si educacién y antigiiedad tienen el mismo efecto en el incremento del salario,
y que ademds, la experiencia no tiene ningin efecto (por tanto r = 2)

B2 = B3 y Ba=0.

En forma matricial, Hy : R3 = r, donde

R_[01 -1 0] (0
“loo o 17 "T\o)’

donde R cumple la condicién de rango completo.
Anadiendo restricciones que no cumplen la condiciéon de rango:

e Supongamos que adicionalmente imponemos que

B2 — B3 = Ba.
Esta es una restriccion redundante, pues ya se cumple con las dos primeras restricciones; en forma matricial
01 -1 0 0
R=1|0 0 O 11, r=10];
01 -1 -1 0

e Supongamos que imponemos una condicién incompatible con las dos primeras:

ﬂ4 =0.5,
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que evidentemente es incompatible con 54 = 0. Matricialmente

01 -1 0 0
R=|0 0 0 1|, »=10
00 0 1 0.5
De nuevo la condicién de rango se incumple.
20.1 El test F
(Leccién 8) T-2 | Estadistico F
Bajo supuestos 1 a 5; y si Hy: RG = r cierta,
donde rg( R ) =r, definimos el Estadistico F':
rxXk
~ _— ~ -1 ~
F=(RB —1r) [Var(Rﬁ | x)] (RB—-1r)/r ~ Py (38)
0
(39)
~ o -1 ~
:(R,@ - IT) [RVar(ﬂ | X)RT} (RB — Ir)/r
(de la Ecuacién 34) sustituyendo \75(3 | X) = 52 (XTX)_1
1~ o -1
= (RB - Ir) [REXTX)'RT|  (RB - 1Ir)/r (40)
5

Nota 10. Sean W ~ x2 y (Eo é\/02) ~ X?\,_k dos variables aleatorias independientes, entonces

W g
Le-e/(N—kyH "N7*

(Demostracion en (Mittelhammer, 1996, Teorema 6.21, pdgina 345))

Proposicién 20.1 (Distribucién del Estadistico F:). El Estadistico F se distribuye como una F conr y N —k grados (fdé)
de libertad, es decir }-; Fon_k.
0
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(Leccién 8) T-3 | Contraste de la F
1. Hy:RB = r; Hi :R3 # r

~ . —~ -1 ~
2. (RB—1Ir) [Var(Rﬁ | X)} (RB — IT)/T; Frn—k
3. Cuando F € RC se rechaza Hy (o determina RC)

Distribucién F con (r, N — k) grados de libertad

No rechazo » .
Regién critica (rechazo)

0 I

1—a
Fis

...0 bien: cuando p-valor se considera pequeno, se rechaza Hy Fo2

20.2 t versus F

(Leccién 8) T-4|t versus F
Contrastacion de hipétesis individual es caso particular, donde r =1y

R:[O e 001 0 - 0}’ r=b;

1xk

(38) se reduce a

F=(RB —1Ir) [@(R@ | x)r1 (RB —1r)/1

~ P -1 <
=(8; = b;1,) [Var(ﬂj | X)} (5 =01) 5, Faves (41)
que es cuadrado?® del estadistico 7 de (37), pagina 90. Fo3

*Fy n_k es el cuadrado de una tn_j.

Nota 11. Ndtese que si R = [0 e 0 (%) 0 - 0} Yy r= (bj,), entonces:
I1Xk

F=(RB —1Ir) [@(RB | x)} -1 (RB —1r)/1

~ S -1
:(5j —b;1 ,) [Var(ﬁj | X)] (5]- — b1 ,) Hozgj:bj Fin_k pues se selecciona el elemento j
~ 9 . 2
b b
= (/ﬂj\ Ab] ) = (fj = i1 ) =(7)° por ser un escalar
Var(ﬂj | X) Dt(ﬂj | X)

donde
T~ tn_k
H

0
Si el contraste individual es de una sola cola, entonces no se puede realizar mediante el estadistico F. El estadistico F
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sélo tiene en cuenta las desviaciones al cuadrado, por lo tanto, penaliza de igual manera una diferencia positiva entre
Hy y la estimacién obtenida, que si la diferencia es negativa, es decir, que no distingue la cola derecha de la izquierda.
Si el contraste individual es bilateral, entonces se puede realizar empleando el estadistico F, que en el caso bilateral
es idéntico al cuadrado del estadistico T .

Nota 12. No solo el contraste de significacion individual tiene una distribucion (T)Q. Si R = [rl, ro, - rk} Y,
1xk

consecuentemente, r tiene una unica componente (es decir, si hay una unica restriccion lineal), el estadistico resultante
. 2 .
siempre es F = (T)”; vedmoslo:

F=(RA-1r) [Var(RB1X)]  (RB-17) /1

operando tenemos:

— — . _ _ -1 — —
:(7'151 + o+ P — T ’) [Var(ﬁ[ﬁ + 4 el | X)} (7"151 + o+ B — bl 7)

Y poT Ser una expresion escalar:

= (T)*,

(MBS = 01)  rBi+ B — b
Var( rif + -+ + 1Bk | X) Dt(r1fB1 + -+ + 7B | X)
Yya que 7"16; + -+ rk@ es una combinacion lineal de Normales, es una variable aleatoria escalar con distribucion

NormalP®; asi pues, la expresion dentro del paréntesis cumple las mismas propiedades descritas en la Proposicion 18.5
de la pagina 90.

(Leccién 8) T-5| Contraste t para una combinacién lineal de betas

Si R = [7“1, ro, - rk] y b = R, entonces

(Pt 4mf-bl) RB-BY) .
Dt( B +---+rfBy | X) Dt(RB|X)  Ho

Significacién conjunta del modelo Con el contraste F se puede contrastar la significacién conjunta de varios (o
todos) los coeficientes de la regresion.

Por ejemplo, para el contraste de significacién conjunta basta con:

R :[0 ! }; r=0cRL

(k1) x & (k—1)x (k—1)
En este caso:

Hj : todos los coeficientes (excepto el de la constante) son nulos;

H; : al menos uno es distinto de cero.

Este contraste no es equivalente a realizar k — 1 contrastes individuales por separado.

Este estadistico F para la contrastacién de significacién conjunta es el que aparece en las regresiones de los programas
informaticos. Véase por ejemplo el “recuadro de resultados de estimacién del precio de las viviendas” (pag. 34).

83Nétese que si los estimadores de las covarianzas de los estimadores 6&/(@, [/J’; | X) fuesen cero, entonces
[Var(RB | X)] = [r3Var(B1 | X) + - + 2 Var (i | X))

es decir, la suma de las varianzas multiplicadas por los factores T]2~; pero como en general dichas covarianzas nunca son cero, la expresién

es mas complicada pues se deben anadir los términos 27“1-7"]-6(;/(@, [/3; | X), para todos los pares ¢ # j.
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(Leccién 8) T-6 | Significacién conjunta del modelo
e En este contraste las hipotesis son

Hy : todos los coeficientes (excepto el de la constante) son nulos;

H; : al menos uno es distinto de cero.

e Este contraste no es equivalente a realizar k — 1 contrastes individuales por separado.

e E