Examenes finales

Copyright © 2025
Actualizado el: 30 de junio de 2025



Tabla de Contenido

1. Examenes finales pasados 3
1.1, Final Junio 24/25 . . . .« .« o e 4
1.2. Final Mayo 24/25 . . . . . . o o 5
1.3, Final Julio 23/24 . . . . . o L 7
1.4. Final Mayo 23/24 . . . . . . . 9
1.5, Final Junio 22/23 . . . . . . L L 10
1.6. Final Mayo 22/23 . . . . . . . . . 12
1.7. Final Julio 21/22 . . . . . . . e 14
1.8. Final Mayo 21/22 . . . . . . o o 16
1.9. Final Julio 20/21 . . . . . . L 18
1.10. Final Junio 20/21 . . . . . . o L e 20
111 Final Junio 18/19 . . . . . . . L L o 21
1.12. Final Mayo 18/19 . . . . .« . . o e 23
1.13. Final Junio 17/18 . . . .« o o i 25
1.14. Final Mayo 17/18 . . . . . o o o o 27
1.15. Final Julio 16/17 . . . . . . o e 29
1.16. Final Mayo 16/17 . . .« .« o o e 31
1.17. Final Junio 15/16 . . .« .« « o o o e e e 33
1.18 Final Mayo 15/16 . . . . . . . . o L e 35
1.19. Final Junio 14/15 . . . . o o o o o e 36
1.20. Final Mayo 14/15 . . . . . . o o e 38
1.21. Final Julio 13/14 . .« .« © o o e 40
1.22. Final Mayo 13/14 . . . . . . . . . 41
1.23. Final Julio 12/13 . . . . .« . e 43
1.24. Final Mayo 12/13 . . . . .« . o o o e 45
1.25. Final Septiembre 11/12 . . . . . . L. 0 e 47
1.26. Final Junio 11/12. . . . . . oL e 49
1.27. Final Septiembre 10/11 . . . . . . . . . L 51
1.28. Final Junio 10/11 . . .« © « o o e e 53
1.29. Final Septiembre 09/10 . . . . . . . . o L 55
1.30. Final Junio 09/10 . . . . . . . o o o e 57

Soluciones 59



. Examenes finales pasados

Examen final.

Nombre: Grupo:

Nombre del profesor:
= Ponga su nombre en todas las hojas que emplee.

= Resuelva SOLO DOS de los tres EJERCICIOS LARGOS y TODAS las PREGUNTAS CORTAS
= Cada ejercicio largo vale 2.5 puntos. Cada apartado de las preguntas cortas 0.5 puntos.

= Conteste exactamente lo que se le pregunta.

= Muestre sus cédlculos y explique sus respuestas con claridad.

= Prohibidos dispositivos electronicos, calculadoras, libros o notas de cualquier clase.

= Tiempo total: 2 horas
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1.1. Final Junio 24/25

EJERCICIO 1.

(a) (0.5P*) Para encontrar la tercera columna de A™" (donde A es de orden 3), ;qué sistema lineal Az = b
se debe resolver?

Para los siguientes apartados, asuma que: A = , donde a y b son pardmetros.

N OO
L T W
NN

(b) (0.5P*) En funcién de los valores de a y b, determine el rango de A y justifique su respuesta.

(¢) (0.5%) Encuentre la tercera columna de A™" (si existe).

(d) (1P*) En funcién de los valores de a y b, determine una base del subespacio vectorial generado por las
columnas de A.

MIT Course 18.06 Quiz 1, March 10, 1999

EJERCICIO 2. Sea la forma cuadratica fg(x,y,2) = zBx = —2? + 22y + 272 — 3y? — 2yz + c22.

(a) (0.5P%) ;Para qué valor(es) de ¢ la matriz B, asociada a la forma cuadrética, es diagonalizable?

(b) (1P*) Clasifique la forma cuadritica Bz segin el valor de c.

(¢) (1P*) Para ¢ = —1, diagonalice B y escriba la forma cuadritica Bz como suma o resta de cuadrados
(forma candnica o reducida). Pista: |[B — M| =—-XA(A+1) (A +4)

EJERCICIO 3. Sea A, de orden 3 por 5, con filas linealmente independientes y considere los siguientes
subespacios vectoriales:

= S, formado por el conjunto de soluciones del sistema A(AT)x = 0.

s S, formado por el conjunto de soluciones del sistema (AT)Az = 0.

= S; formado por las combinaciones lineales de las columnas de A.

(a) (0.5P*) Halle la dimensién de S;.

(b) (0.5P*) Halle la dimensién de S,.

(¢) (1P*) Demuestre que si {a, b, ¢} es una base ortonormal de S; entonces {a + b, a — b, ¢} es una
base ortogonal de S;.

(d) (0.5P%) Calcule [2A(AT)| sisabe que |A(AT)| = a.

— 2
CONJUNTO DE PREGUNTAS 1. Sea la matriz A = [ 26 9 ] .
(a) Encuentre los autovalores de A.

(b) Encuentre una base para cada uno de los autoespacios de A.

CONJUNTO DE PREGUNTAS 2.

(a) Encuentre una matriz A de orden 3 cuyo espacio columna sea el plano x +y + 2z = 0 en R3. (Esto
significa que el subespacio generado por sus columnas consiste en todos los vectores (x, Y, z7) que
satisfacen x +y + 2z =0.)

(b) ¢Por qué una matriz A de orden 3 con dicho espacio columna no es invertible?

CONJUNTO DE PREGUNTAS 3.

(a) Sea V la interseccién de los planos
r+2y+32=10 y 4x+ 5y+ 6z =28.

Encuentre una ecuacién paramétrica para V.

CONJUNTO DE PREGUNTAS 4. Verdadero o falso (solo puntuan respuestas correctamente justificadas; una
respuesta sin explicacion tendrd una calificacion de cero puntos).

(a) Si v es autovector de A (con autovalor \), entonces también es autovector de B = A — ¢l (con ¢ € R).

(b) Si z Az y zBx son formas cuadraticas, entonces w(AB)w también es una forma cuadratica.

(c) Si A es una matriz simétrica de orden 3 con determinante positivo y traza positiva, entonces la forma
cuadratica x Ax es definida positiva.

(d) El conjunto de vectores de R® con componentes enteras es un subespacio de R3.

; g} (es decir, matrices B tales que

AB = BA) forman un espacio vectorial (con la suma usual de matrices y el producto por escalares).

(e) Todas las matrices de orden 2 x 2 que conmutan con A = [
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1.2. Final Mayo 24/25

1 -2 0 0 4 0 0 0
2 1 0 0 0 00 O

EJERCICIO 1. Sean P = 0 0 -1 1 yD= 000 0 ; y sea A tal que AP = PD.
0o 0 1 1 0 0 01

Responda los apartados siguientes SIN HALLAR EXPLICITAMENTE la matriz A.

a) (0.5P*) Halle los autovalores y autovectores de A y demuestre que A es simétrica.

(:
(b) (0.5P*) Resuelva el sistema Az = 0.
(¢) (0.5P') Resuelva el sistema Az = b si b es la suma de las columnas de A.
(d) (0.5P*) Halle una base para el subespacio vectorial generado por los vectores columna de A.
(e) (0.5P*) Exprese la forma cuadratica con matriz A como suma de cuadrados (forma canénica o redu-
cida).
2 0 b
EJERCICIO 2. Sea A= | a —2 a
0 0 2

(a) (0.5P*) Halle los autovalores de A y encuentre el conjunto de valores de los pardmetros a y b para los
que A es diagonalizable.

Para lo siguiente, asuma: a =1 y b=0.

b) (0.5P*) Halle una base de R? formada por autovectores de A.
¢) (0.5P*) Exprese el vector w = (4, 3, 4,) en la base de autovectores hallada en (b).

)
d) (0.5P%) ;Existe A™'? En caso afirmativo calcule (A™)w; siendo w = (4, 3, 4,).
)

e) (0. BP'S) Calcule A* siendo k& un niimero par (no se le pide un ejemplo, se le pide la expresién general
de A* cuando k es par).

(
(
(
(

EJERrcIiciO 3. Considere el siguiente conjunto de vectores de R* linealmente independientes: {a,b,c,d} .
Sean las siguientes listas (o conjuntos) de vectores:

; by a+ 2b; c;]

(a) (0.5P%) Demuestre que los vectores en A constituyen una base de R*.
(b) (0.5P*) Halle la dimension de cada uno de los subespacios generados por B, C y D.

Para lo siguiente, asuma: az(l, 1, 0, 1,), bz(l, 0, O, 1,) Yy c:(O, 1, 0, 1,).

(¢) (0.5P*) Uno de los conjuntos (A, B, C 6 D) es un sistema generador de un plano en R* que pasa por
el origen. Identifique dicho conjunto y obtenga unas ecuaciones cartesianas para dicho plano.

(d) (0.5P%) Sea y = (—37 1, 0, —3,) :Es {a,b,c,y} base de R*? Si no lo es, encuentre qué condiciones
debe cumplir un vector y para que {a, b, c,y} sea base de R* y proponga un vector y que las cumpla.

(e) (0.5P*) Obtenga la tercera columna de la inversa de A = [ a; b; ¢ vy; ] donde y es el vector que
usted haya empleado en el apartado anterior para completar la base de R%.

CONJUNTO DE PREGUNTAS 1. El conjunto de soluciones del sistema Ax = b es

1 1
S={xzecR®FaecR; z=(0]+all
1 2

(a) Escriba una base del subespacio vectorial W = {& € R*|Az =0} .
(b) Halle unas ecuaciones cartesianas del subespacio vectorial generado por las filas de A.
(c) Halle una matriz A y un vector b para los que S sea el conjunto de soluciones del sistema Axz = b.

CONJUNTO DE PREGUNTAS 2. Sea A definida positiva y B definida negativa.

nxn nxn

(a) ;Cudl es el signo de la traza de C = BA(B™")?
(b) Si n es par jcudl es el signo del determinante de AB? ;Y si n es impar?
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(c¢) Demuestre que C = A — bl es simétrica para cualquier nimero real b.
(d) Sea A = b el menor de los autovalores de A. Clasifique la forma cuadratica con matriz C = A — bl.
(e) Considere A (de orden 3) cuyos autovalores son A\; =1, Ay =2y A3 = 3. (Es (A2 — 2A) invertible?

CONJUNTO DE PREGUNTAS 3. Suponga que

(a) A es de orden n y que existe A"l Si es posible, escriba una base para
= el subespacio vectorial generado por las columnas de A.
= el subespacio vectorial formado por las soluciones de Ax = 0.
(b) B es de orden m por n y con columnas linealmente independientes. ;Qué relacién hay entre m y n?
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1.3. Final Julio 23/24

EJErcICIO 1. Sea A tal que Av, = —2v,, Avy, =2v, y Avy = 2v;, donde
3x3
0 -1 1
vy=\1]; vo=11 y v3=10
0 1 1
a) (0.5P%) ;Es A diagonalizable? ;Es simétrica? Explique su respuesta.
b) (0.5P*) Resuelva el sistema de ecuaciones Az = 4v,.
c

d

e

(a) (
(b) (
(¢) (0.5P%) Resuelva el sistema de ecuaciones Az = 2.
(d) (0.5°*) Calcule (A*)z si x = 2v, — v,.

(e) (0.5P%) Clasifique la forma cuadratica asociada a la matriz ATA.

©
Pista: No necesita calcular explicitamente ATA para contestar

a o «
EJERCICIO 2. Sea A= | @ «a « | con a#0.
a a o«

*) Demuestre que A = 0 es un autovalor de A. Calcule todos los autovalores de A.
0.5P*) Calcule los autovectores asociados al autovalor A = 0.
0.5P%) Si es posible, encuentre P invertible y D diagonal tal que A = PD(P™!),
0.5P%) Si B es semidefinida positiva y C es definida positiva, demuestre que su suma, M = B + C, es
una matriz definida positiva.
(e) (0.5P*) Halle la matriz M asociada a la siguiente forma cuadratica. Use el resultado del apartado (d)
para clasificar la forma cuadratica

(0.
(
c) (
d) (

q(z,y,2) = 2 - (1 +7) 4 22y + 222 + 3y* + 2yz + 422

La clasificacién usando cualquier otro método no sera aceptada.
Pista: Preste atencion a la estructura de la matriz correspondiente a la forma cuadrdtica q(x,y, z).

10 ! 0 0 0 2
0 0 -~ 00 0 2
EJERCICIO 3. Sea A derango2ytalque AB=CdondeB=| 0 1 0 1 |[yC= 00 0 2
mxn 0 O 1 1 0 0 0 2
-1 1 0 1

(a) (0.5P*) Halle los valores m y n y demuestre que la primera y tltima columnas de A son iguales.

(b) (0.5P*) Halle la dimensién del subespacio vectorial formado por las soluciones de Az = 0. Encuentre
una base para dicho subespacio que esté formada por alguna(s) columnas de B.

(c) (1P*) ;Es alguna columna de B solucién del sistema de ecuaciones Az = (2, 2, 2, 2,)? Escriba
todas las soluciones de dicho sistema.

(d) (0.5P*) Halle unas ecuaciones cartesianas para el subespacio vectorial generado por las filas de A.

Pista: No es necesario hallar la matriz A para responder estas cuestiones.

CONJUNTO DE PREGUNTAS 1. Verdadero o falso (solo puntuan respuestas correctamente justificadas; una
respuesta sin explicacion tendrd una calificacion de cero puntos).

(a) Ningin vector puede ser perpendicular a si mismo.

(b) Las matrices A y AT siempre tienen el mismo rango.

(c¢) Si una matriz cuadrada es de rango completo entonces es diagonalizable.
(d) SiB = [ u; v; w; } es una base de un subespacio S de R* entonces

G=[u+v; v+w; v—w; v+2w; |

es un sistema generador de S.

CONJUNTO DE PREGUNTAS 2. Considere la matriz A =

= O O
_= O = O
IS e )
I N

(a) Escriba los valores de p para los que A invertible
(b) Escriba los valores de p para los que una de las columnas de Al es (—1, -1, -1, 1,)7
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(¢) Clasifique la forma cuadratica con matriz A en funcién del pardmetro p.

CONJUNTO DE PREGUNTAS 3. Considere el siguiente subespacio vectorial de R3:

T
S = yllxe+y=0
z

Escriba lo siguiente:
(a) La dimensién y una base ortonormal del subespacio vectorial S.
(b) Las coordenadas del vector (—2, 2, 1,) en la base hallada en el apartado anterior.

(c) Unas ecuaciones cartesianas para la recta que pasa por el punto 0 y tiene a (1, 1, O,) como vector
director.
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1.4. Final Mayo 23/24

EJeERrcICcIO 1. Considere el sistema Axz = b con A de orden m x n, del que se sabe que las soluciones son

un plano P que pasa por el punto x, = (0, 1, O,) y tiene por vectores directores v = (1, 1, O,) y

w=(0, 1, 1,).

(a) (0.5P*) Proporcione toda la informacién posible sobre m, n, b y el rango de A.

(b) (0.5P*) Resuelva Az = ¢, si ¢ es la suma de la primera y tercera columnas de A.

(¢) (0.5P*) Encuentre una base ortogonal para el subespacio vectorial formado por las soluciones de
Az = 0 y halle las coordenadas de v respecto de dicha base.

(d) (1P*) Suponga ahora que m = n. Halle una matriz A que cumpla las condiciones anteriores. Halle los
autovalores de A y estudie si A es diagonalizable.

3 —4 6 -8
EJERCICIO 2. Sea A de orden 3 simétrica y NO invertible que cumple A | 4 3 =18 6
0 0 0 0

(a) (0.5P'*) Halle los autovalores de A y encuentre una base para el conjunto de soluciones de Az = 0.
(b) (0.5P%) Encuentre, si es posible, una base no ortogonal de R3 formada por autovectores de A.
(¢) (0.5P*) Clasifique la forma cuadratica con matriz A.

(d) (1P*) Exprese la forma cuadrdtica con matriz A como suma de cuadrados.

Indicacién: Para contestar a esas cuestiones no necesita hallar A, basta usar las condiciones del enunciado
para hallar una base de autovectores de A y los correspondientes autovalores.

EJERCICIO 3. Suponga que Az = b tiene solucién (quizé tiene muchas). Puede demostrase que cualquier

solucién @ de dicho sistema puede descomponerse como suma de dos vectores (z =z, + x,,) donde x,; es

combinacién lineal de las filas de A y x, pertenece al subespacio vectorial de soluciones de Az = 0.

(a) (0.5°*) Demuestre que A(z;) = b.

(b) (1P*) Suponga que v 7 es combinacién lineal de las filas de A y que ademés A(v f) =b. ;A qué
subespacios vectoriales pertenece la diferencia (v FoT f)? Demuestre que &, y v, son iguales.

(c) (1P*) Encuentre la solucién x ¢ del subespacio vectorial generado por las filas de A, para el siguiente
sistema Az = b, encontrando los valores ¢ y d que cumplen

1 1
1 2 3 14
{1 1 _1}:1:]0—(9) con Tp=c ; +d _11

A esdx4dy |A|=2

B es2x4 y |BBT| =1
Indique, cuando sea posible, cada uno de los siguientes valores:

(a) rg (B) y rg (BA)

(b) [2A| y [BTB|

(¢) [(A™)BTB]

(d) ‘A|2; A|1 + AIS; A|3; 2A|4;‘ donde Alj denota la columna j-ésima de A.

CONJUNTO DE PREGUNTAS 1. Considere A y B tales que {

CONJUNTO DE PREGUNTAS 2. Sea la forma cuadratica f(x) = (a:, v, z,) 1 -1 a y

Halle, si existieran, todos los valores del pardmetro a de manera que f(x) sea:

(a) Definida negativa.
(b) Indefinida.

CONJUNTO DE PREGUNTAS 3. Dada la matriz identidad | de orden n y B de orden 4 x m. Si
A=1-B(B"B) BT

(a) Halle todos los valores de m, n y rg (B) para los que pueda darse la relacién anterior.
(b) Demuestre que A es idempotente (i.e., A* = A).
Pista: ;Es M = B(BTB)_lBT idempotente?
(c¢) Pruebe que las filas de A son ortogonales a las columnas de B.
(d) Halle la matriz A si m = 4 (es decir, si B es cuadrada).
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1.5. Final Junio 22/23

1

EJERcICIO 1. El vector uw = | 1 | constituye una base del subespacio vectorial W = {x € R" | Ax =0}
0

donde A . Se pide

(a) (0.5P*) El valor de n (si es posible). El rango de A. El valor de m (si es posible) (son tres items).
(b) (0.5P*) Resuelva el sistema de ecuaciones Az = ¢, donde ¢ es la primera columna de A.

(¢) (0.5P*) Una matriz A tal que u constituya una base de W.

(d) (

d) (0.5P%) Unas ecuaciones paramétricas del subespacio vectorial V = {x € R" | BAz =0} donde B

mxXm

y |B| #0.
(e) (0.5P*) Dimensién y unas ecuaciones cartesianas del subespacio vectorial generado por las filas de A.

EJERCICIO 2. Sea C , con m > n, tal que CTC es invertible y sean w, u y z vectores tales que:

w=u+ (CTC)_l(CT)z.

(a) (0.5P*) Demuestre que el rango de C es n.

Pista: Recuerde la relacién entre rg(AB) y rg(B); o entre las columnas de AB y las de A.
(b) (0.5P%) Si w = u, ;qué relacién existe entre z y las columnas de C?
(¢) (0.5P*) Si m =ny C es ortogonal, demuestre que la longitud de (w —u) y de z son iguales.
(d) (0.5P*) ;Es CTC diagonalizable?

1 10
ts 0 0 O . T
(e) (0.5P*) Suponga que C = 01 0| Calcule la inversa de CTC.
0 01
1 -1 1 1 00
EJERCICIO 3. Sea A =PD(P ) dondeP=|1 1 1 |[yD=|0 1 0
1 0 -2 0 0 2

(a) (0.5P*) Demuestre que las columnas de P son autovectores de A (explique su razonamiento).

(b) (0.5P*) Encuentre, si es posible, una matriz C (con no todas sus columnas perpendiculares entre si) y
tal que A = CD(C™).

(¢) (0.5P*) Encuentre, si es posible, una matriz Q ortogonal tal que A = QD(QT).

(d) (1P**) Sea B = A — A™'. Demuestre que B es la matriz de una forma cuadratica y encuentre una
expresién polindmica para ella como suma de cuadrados.

Pista: Para responder a estas cuestiones es recomendable no hallar explicitamente la matriz A.

CONJUNTO DE PREGUNTAS 1.

(a) Demuestre que las columnas de B son una base ortogonal de R3 si BTB =
3x3

o O W
S NN O
oS OO

(b) La ecuacién caracteristica de una matriz A es A(A — 1)(A? — 4) = 0. Encuentre todos los valores de /3
4x4

para los que el sistema (A — Sl)x = 0 tiene solucién tnica.

L2 3 13
(c)Sea A=BCdondeB=|4 5| yC=
9 7 1 21

base del subespacio vectorial generado por las columnas de A (justifique su respuesta).

] . Sin hallar explicitamente A, encuentre una

1 1 3 0
CONJUNTO DE PREGUNTAS 2. Sea H = L 17]; 0]; vyGg=L 21; 0];
1 1 4 1

(a) Halle unas ecuaciones cartesianas para H y para G.
(b) Halle todos los vectores que estdn simultdneamente en H y G.

-1 -1 0 0
-1 -2 0 0
0 0 -1 -1
0 0 -1 -a

CONJUNTO DE PREGUNTAS 3. Sea P =
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(a) Halle los valores de a para los que P es invertible.
0
(b) Asumiendo que P es invertible. ;Para qué valores de a es v = Oé la tercera columna de P77
3

W=

(c) Halle, si existen, los valores de a para los que la forma cuadrética xPx es definida negativa.

CONJUNTO DE PREGUNTAS 4.

(a) (Es cierta la afirmacién “Si BA = A entonces B es la matriz identidad”? (Justifique su respuesta).
(b) Sean A y D; y sea C de rango completo por filas. jEs posible que C = AD? Razone su respuesta.

3x2 2x4
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1.6. Final Mayo 22/23

EJERCICIO 1. El conjunto de solucionesde A £ =bes{ z € R® |[Ja,bE R : ¢ = +b

4x5

+a

OO O
OO = O =
OO O ==

o

(a) (0.5P%) ;Cudl es el rango de la matriz A? ;Es b igual a alguna de las columnas de A?
(b) (0.5P*) Si E es invertible y B = AE, ;coincide el subespacio generado por las columnas de A con el
subespacio generado por las columnas de B?

-1 0 0
1 0 0
(¢) (0.5P%) ;Es 1 |; 0]; ]10]; | una base del subespacio generado por las filas de A?
0 1 0
0 0 1

(d) (0.5P*) Escriba unas ecuaciones cartesianas para el subespacio formado por las soluciones de Az = 0
(jmejor pensar que calcular!).

(e) (0.5P*) ;Pertenece el vector v = (=1, —2, 1, 0, 0,), al subespacio vectorial formado por las
soluciones de Az = 07 En caso afirmativo, escriba una base de ese subespacio y escriba las coordenadas
del vector v en dicha base.

10 1 a b1
EJERrcICIO 2. Sea Ax =b,conA=| 1 1 0 a |,dondeay cson parametros,y b= | by
01 -1 ¢ b3
(a) (0.5P%) Estudie para qué valores de a y ¢ y qué vectores b el sistema es compatible.
(b) (1P*) Resuelva Az = b (con b = (2, 1, —1,)) para los valores a y c tales que el sistema es resoluble.
[ /-1 0
(c) (0.5P*) Halle, si existen, los valores de a y ¢ para los que B = i ; i ; | es base del conjunto
0 1

de soluciones de Az = 0.
(d) (0.5P*) Halle, si existen, los valores a y ¢ para los que el espacio generado por las filas de A coincide

. |1 -1 2 4
con el espacio generado por las filas de C = 1 2 3 4]
10 00
2 2 00
EJERCICIO 3. Sea A = 00 1 0
2 b 01
1

(a) (0.5P*) Demuestre que existe A™.
(b) (0.5P%) Halle los valores del parametro b para los cuales A™! es diagonalizable (ndtese que es la inversa).
(¢) (0.5P*) Para los valores de b del apartado anterior, encuentre una base de R* formada por autovectores
de A (ndtese que ahora se pregunta por A).
(d) (17**) Sea B con |B| =2. Calcule: [2ATB|, |AB-B| y tr(BAB™)
4x

4

Pista: No necesita calcular A™ para responder a ninguno de los apartados.

CONJUNTO DE PREGUNTAS 1. Verdadero o falso (solo puntuan respuestas correctamente justificadas; una
respuesta sin explicacion tendrd una calificacion de cero puntos).

(a) Sea B = [v1;vy;...v,;| una base de autovectores de la matriz A y sean {1, Az,... A, } los corres-

nxn

pondientes autovalores. Si las coordenadas de x respecto de la base B son (a1, as,...a,), es decir, si
x = Ba, entonces las coordenadas de Az respecto de B son (Ajai, Asag, ... Apay,)
(b) Sea B = {z,y} una base de un subespacio § de R™ y sea A invertible. Entonces B* = {Axz, Ay} es

nxn

una base de S.

(¢) Toda matriz C tal que C = (A + AT) es diagonalizable.

(d) Sea f(x) es una forma cuadratica en R™ con matriz asociada A. Si v es un autovector de A con
autovalor A =3y f(v) = 12, entonces la longitud de v es 2.

(e) Sea A con determinante igual a 1y tal que Ay =1 y Ay = 2 son dos de sus autovalores. Entonces A
3x3

y A tienen la misma traza.
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CONJUNTO DE PREGUNTAS 2. Sean A y B matrices de orden 3 x 4. Se sabe que |[A(BT)| = 2. Calcule:

(a) rg (A(BT)), 1g (A) y rg(B)

(b) |(BT)BJ, [(BT)A[ y |B(AT)|

(c) Resuelva el sistema de ecuaciones A(BT)x = 0.

(d) Sea C = A(BT), y denotemos con c; la columna j-ésima de C. Calcule el determinante de la siguiente
matriz descrita por columnas [cy; (¢y — €1); (2¢, + ¢3); .

CONJUNTO DE PREGUNTAS 3. Sea la forma cuadratica ¢ (z, y, 2) = by? + 22 — 2zy + 222

(a) Clasifique ¢ (z, y, z) en funcién del pardmetro b.
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1.7. Final Julio 21/22

EJERCICIO 1. Se conoce la siguiente informacién sobre la matriz A de orden m X n :

>
\
DL\D
I
7\
= DN
N~
>
W= N O
Il
N\
o O
N
>
—_= O O N
Il
D
OU\
N
>
OO N W
I
N\
[NoRe
~_

[t

0
-2 2 4
1 forman una base de R*.

O N W

(a) (0.5P%) Muestre que los vectores

—_— O
w
—
=

(b) (0.5P*) Encuentre una matriz C y una matriz invertible B tales que A = C(B™'). (No calcule A ni
tampoco B™!. Limitese a indicar las matrices B y C y use dicha informacién en el resto de apartados)

(c¢) (1P*) Encuentre una base del subespacio generado por las soluciones del sistema (A7) z = 0.

(d) (0.5P%) ;Qué son m, n, y el rango r de A ?

MIT 18.06 - Quiz 1, October 3, 2007

1 0 1 0
EJercicio 2. Considere la matriz A = 0 101
-1 0 1 0
0 -1 0 1

(a) (0.5P*) Demuestre que las columnas de A son ortogonales entre si.

(b) (0.5P%) Calcule el determinante de A.

(c) (0.5P*) Demuestre que A = LAT.

(d) (0.5P*) Escriba unas ecuaciones cartesianas del subespacio S formado por las combinaciones lineales
de las dos primeras columnas de A

(¢) (0.5P*) Sabiendo que A* = —41, ;qué matriz es A%?

a

EJERCICIO 3. Se dice que una matriz cuadrada es estocdstica cuando todos sus elementos son mayores

o iguales que cero y la suma de las componentes de cada columna es 1. Considere la matriz estocéstica

A= [ 1ﬁa 1;b}, con 0<a<1ly 0<b<1.

(a) (0.5P*) Demuestre que (1, 1,) es autovector de AT (de la transpuesta de A) con autovalor asociado
A=1./Es (1, 1,) autovector de A?

(b) (0.5P%*) Demuestre que si v tiene componentes mayores o iguales que cero y que suman 1, las compo-
nentes de Av también son mayores o iguales que cero y suman 1.

(¢) (0.5P*) Demuestre que todos los autovalores de A tienen valor absoluto menor o igual que 1. jPara
qué valores de los parametros a y b ambos autovalores tienen valor absoluto igual a 17
(Indicacidn: use el apartado a).

Cont. EJERCICIO 3. Para los dos siguientes apartados suponga a ="5b y que 0<a <1.

(d) (0.5P*) Halle una base B = {v,w} de R? compuesta por autovectores de A.

(e) (0.5P') Sea B la base del apartado anterior y sea € = av + fw (con a,3 € R). Sabiendo que
uno de los autovalores es Ay = 1 y que el otro autovalor tiene valor absoluto menor que 1, calcule
2z = limy_,oo A¥z. Si las componentes de z suman 1 jquién es z7

CONJUNTO DE PREGUNTAS 1. Invente su propio problema:

(a) Dé un ejemplo de una matriz A y un vector b tal que las soluciones de Az = b forme una recta en
R3, con b # 0 y todas las entradas de A distintas de cero.
(b) Encuentre las soluciones de su sistema Az = b.

, donde a es un nimero real.

—Q N
N = =

a
CONJUNTO DE PREGUNTAS 2. Considere la matriz A = | 2
1

(a) jPara qué valores del pardmetro a es A definida positiva?
(b) ¢Para qué valores de a es la matriz —A definida positiva?
(c¢) ¢Para qué valores de a la matriz A es singular?
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MIT 18.06 - Quiz 3, May 07, 2007

CONJUNTO DE PREGUNTAS 3. Sea A =

o O OO
o O o
O O =N
O = N W

(a) {Cudles son los autovalores de A?
(b) {Cudntos autovectores linealmente independientes tiene A? Escriba una lista de autovectores lineal-
mente independientes de A.

MIT 18.06 - Quiz 3, May 07, 2007

CONJUNTO DE PREGUNTAS 4.
4 3 3
(a) Sabiendo que: A | —1 —1 —1 | =1, encuentre la inversa de AT.
31 -3 0 1

MIT Course 18.06 Hour exam I, Fall 1996

CONJUNTO DE PREGUNTAS 5. Verdadero o falso (solo puntuan respuestas correctamente justificadas; una
respuesta sin explicacion tendrd una calificacion de cero puntos).

(a) Sea A de orden 2 por 3. Si el conjunto de soluciones de Az = 0 es una recta entonces el conjunto de
soluciones de (AT)y = 0 es un plano.

(b) Si A es diagonalizable y las columnas de P son una base de autovectores de A, entonces las filas de
P! son una base de autovectores de AT,
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1.8. Final Mayo 21/22

1 2 10
EJErciCiO 1. Sea A= | 2 5 1 1
01 1 3

(a) (0.5P%) ;Cudl de los sistemas de ecuaciones lineales Az =b 6 ATy = ¢ nunca puede tener soluciéon
unica (suponiendo que existe solucién)?

(b) (0.5P*) ;Cual de los sistemas de ecuaciones lineales Az =b 6 ATy =c¢ podria no tener solucién?
Para dicho sistema de ecuaciones, escriba un vector del lado derecho (b 6 ¢) con solo dos componentes
no nulas tal que el sistema si tenga solucion.

(¢) (0.5P') Escriba una base del subespacio de todas las soluciones de Az = 0.

(d) (0.5P*) Considere el complemento ortogonal del subespacio anterior (es decir, el conjunto de vec-
tores perpendiculares a las soluciones de Az = 0). Escriba unas ecuaciones cartesianas para dicho
complemento ortogonal.

(e) (0.5P%) Escriba unas ecuaciones cartesianas para el subespacio generado por las soluciones de Az = 0.

Basado en MIT 18.06 Final Fxam, Fall 2018

EJERCICIO 2. La matriz A de orden m x n se puede factorizar como A = QR, donde las columnas de Q

1 -3 0
son vectores ortonormalesen R yR=1 0 2 1
0 0 1

(a) (0.5P*) Dé tanta informacién como sea posible sobre m,n y el rango de A.

(b) (0.5P'*) Escriba la tercera columna de A como combinacién lineal de las columnas de Q, indicando los
coeficientes de dicha combinacién lineal.

(c) (0.5P*) Calcule la norma de la tercera columna de A..

(d) (0.5P%*) ; Tiene A columnas que son ortogonales entre si? jcudles? jpor qué? ;por qué no? o jfalta
informacién para saberlo?

(e) (0.5P*) Si A es cuadrada, calcule |det A| (el valor absoluto del determinante).

Basado en MIT 18.06 Final Exam, Fall 2018
EJERCICIO 3.

1 0 0
(a) (1P**) Encuentre la inversade L= | a 1 0
0 a1

Para el resto de apartados, considere A = LDLT donde L es la matriz anterior y D es la matriz
diagonal cuya diagonal es (d, a?, & ,). i Cuéles son las condiciones sobre a y d para que A sea...

(b) (0.5P'*) invertible?

(¢) (0.5P%) simétrica?

(d) (0.5P*) definida positiva?

MIT 18.06 Final Exam, May 20, 2008

11 -1 0 1 0 0 O

_ -1 /01 2 1 10 2 0 0

CONJUNTO DE PREGUNTAS 1. Sea A = XD(X™"), donde X = 00 1 0lY D= 00 -2 0
00 0 1 0 0 0 1

y sea la matriz M = A* — 2(A?) — 8I.
(a) Halle los autovalores de M.
(b) Resuelva Mz = 0.

Pista: No necesita encontrar M, asi que jmejor no calcular demasiado!
Basado en MIT 18.06 Final FExam, Fall 2018

CONJUNTO DE PREGUNTAS 2. Verdadero o falso (solo puntuan respuestas correctamente justificadas; una
respuesta sin explicacion tendrd una calificacion de cero puntos).

(a) Si A es invertible y simétrica, A™" es simétrica.
b) Si las columnas de Q (con m > n) son ortonormales, entonces Q(QT) es invertible.

)
¢) Si A = 0 es un autovalor de A entonces el sistema de ecuaciones Az = 0 es compatible indeterminado.
d)Si A=AT y |A| #0 entonces A? es definida positiva.

(
(
(
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(¢) Si Ay B son de orden n, con la misma traza (tr (A) = tr (B)) y el mismo determinante (det A = det B)
entonces A = B.

(f) Toda matriz con autovalores repetidos es no diagonalizable.

(g) El conjunto de vectores que contiene tinicamente al vector nulo 0 es linealmente independiente.

CONJUNTO DE PREGUNTAS 3.

(a) Clasifique la forma cuadrética f(z,y, z) = 2axz — 22 — 422 en funcién del parametro a.
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1.9. Final Julio 20/21

EJercicio 1. Considere la matriz A = y el vector b =

O O N
w w o o
=W OO
_ o O O
W W o N -

01 2 1

(a) (1P*) Resuelva el sistema de ecuaciones lineales Az = b.

(b) (0.5P%) ;Es el conjunto de vectores solucién al sistema Az = b una recta en R*? Justifique su res-
puesta.

(¢) (0.5P*) Encuentre una base del espacio fila C (AT), es decir, del subespacio generado por las filas de
A.

(d) (0.5P*) Encuentre una base del subespacio vectorial ortogonal a C (AT) (i.e., su complemento ortogo-
nal).

EJERCICIO 2.
-1

2
(a) (1P*) Encuentre los autovalores de A = 0 O y una matriz invertible S cuyas columnas sean
0 O

= Ot

autovectores de A.
(b) (0.5P*) Explique por qué A" = A, Por otra parte, jes A0 =17

1 -2 -4
(¢) (0.5P%) Al calcular ATA obtenemos ATA = | —2 4 8 |. ;Cuéntos autovalores de ATA son
-4 8 42

positivos, cudntos son nulos y cudntos negativos? (No los calcule, pero explique su respuesta).
(d) (0.5P*) ;Tiene ATA los mismos autovectores que A?

MIT Course 18.06 Quiz 3, Fall 2006

EJERCICIO 3. Considere que A de orden n tiene n autovectores ortonormales q,..,q,, ¥ n autovalores
positivos Ap,.., An. Es decir, Ag; =X\;q; con A; >0, para j=1:n.

(a) (0.5P%) ;Cudles son los autovalores y los autovectores de A™'? Demuestre que su respuesta es
correcta.
(b) (1P*) Cualquier vector b € R™ es una combinacién lineal de los autovectores:

b=cig + + g,

Encuentre una forma rdpida de calcular ¢; usando la ortonormalidad de los autovectores q;.
(c¢) (1P*) La solucién a Az = b también es una combinacién lineal de los autovectores:

A'b=dq, +-+d.q,.

Encuentre una forma répida de calcular d;. Puede usar las ¢; incluso si no contesté el apartado (b).
MIT Course 18.06 Quiz 3, Fall 2006

CONJUNTO DE PREGUNTAS 1. Considere la matriz A de orden 5 x 3 cuyas columnas son ortonormales.

(a) Calcule ATA
(b) {Cual es el maximo valor posible para el rango de AAT?

(¢) Calcule det (A (ATA>_1AT).

CONJUNTO DE PREGUNTAS 2. Verdadero o falso (solo puntuan respuestas correctamente justificadas; una
respuesta sin explicacion tendrd una calificacion de cero puntos).

(a) Si uw = (1, 0, 0, 0,), w = (1, 1, 0, 0,) y V= E('u,,'w) es el subespacio bidimensional

generado por ambos vectores, entonces las ecuaciones cartesianas de V son:

{204y=0, esdecir {veR'[[2 1 0 0]v=(0)}.

-1
(b) Si A es invertible, entonces A™ = (ATA) AT

(c) Si v es autovector tanto de A como de la matriz invertible B, entonces v tambien es autovector de
AB™.
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(d) EI conjunto de vectores de R? cuyas componentes son niimeros enteros es un subespacio de R3.

CONJUNTO DE PREGUNTAS 3. Sea la forma cuadratica q(z,y) = 4zy.

(a) Clasifique la forma cuadratica q(z,y).
(b) Exprese ¢(x,y) como suma ponderada de cuadrados (en forma reducida).

19
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1.10. Final Junio 20/21

1 -1 1 1 a 2
EJERCICIO 1. Sean las matrices A= | -1 a -1 y B=|0 2 2
1 -1 1 0 0 1

(a)
(b)
(c)
(d)

(0.5Pt) Halle el conjunto de valores de a para los que A y B son diagonalizables.

(0.5P*) Calcule: tr (BAB'l) y |AB? (donde tr (M) es la traza M).

(0.5P*) Clasifique la forma cuadrética asociada a A en funcién del pardmetro a.

(0.5P*) Para a = 1, halle una matriz diagonal D y una matriz S de manera que B® =SDS™.
(Fijese en el exponente 3)

(0.5P*) Para a = 1, halle (si es posible) una base ortonormal de R?® formada por autovectores de B, o
explique por qué es imposible.

(e)

1 a 2 1 1 c
EJERCICIO 2. Sea Ax =b; dondeA=| 1 0 0 1 0 |yb=1|0
01 1 00 0

(a) (0.5P*) Halle el conjunto de valores de a y de ¢ para los que Az = b tiene solucién. ;Para qué valores
de los pardmetros a y c la solucién es tnica?

(b) (1P*) Resuelva el sistema para aquellos valores de los pardmetros a y ¢ para los que el sistema tiene
solucién (exprese el conjunto de soluciones en funcién de a y ¢ si es necesario).

(¢) (0.5P%) ;es posible expresar el conjunto de soluciones de manera que las variables exbgenas sean...

A) T2y $3?
B) 24 y x57
(d) (0.5P*) Calcule el valor de |ATA]|.

EJERCICIO 3. Suponga que la matriz A de orden 3 por 3 satisface A = B"*UL donde

-7 2 9 1 -3 7 1 0 0
B=|13 -1 1 |; uU=|l0o 1 0of|; L=|1 1 0
-2 0 -17 0 0 1 5 —12 1

Importante: No calcule A™*!

(a) (0.5P*) Sea ¢ la segunda columna de A™" ;para qué vector b se cumple Ac = b?
(b) (1P*) El vector ¢ también satisface el sistema ULc = d para un d en particular. Encuentre d.
(¢) (1P*) Encuentre ¢ resolviendo el citado sistema ULc = d (o algtin otro sistema equivalente a este).

Pista: tenga en cuenta el hecho de que U y L son matrices triangulares invertibles.
MIT 18.06 - Quiz 1, Fall 2017

CONJUNTO DE PREGUNTAS 1. Sea A de orden 2 x 5 tal que |AAT| =3. (justifique sus respuestas)

(a) {Existe algin x 7é 0 tal que (AT)x = 07 ;Existe algiin « # 0 tal que Az = 07

(b) Calcule |2 (AAT) 7',

(c) Calcule det [cy; (3¢, + 2¢,)] donde c; es la columna j-ésima de AAT.

(d) Indique la dimensién de S = {x € R* | A (AT)z =0}.

(e) Indique la dimensién de W = {x € R® | (AT) Az = 0}.

(f) Indique la dimensién de Z = E([fl; ...f5;]), donde f; es la fila i-ésima de ATA.

(g) (Es A = 0 un autovalor de ATA? En caso afirmativo, jcudl es su multiplicidad geométrica y su
multiplicidad algebraica? En caso contrario, jpor qué A = 0 no es autovalor de ATA?

(h) Demuestre que la forma cuadratica asociada a AAT es definida positiva.

e
f
g

CONJUNTO DE PREGUNTAS 2. Considere el plano P que contiene q = (1, 0, 1,) y que es paralelo a
u = (1, -1, 1,) yv= (2, 1, —1,).

(a) Escriba unas ecuaciones cartesianas para P.

5
(b) ;Cuéles de los siguientes vectores pertenecena P? a=|0]; b=|—-2]|;¢=|0] v d=1| 1
1
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1.11. Final Junio 18/19

1 -1 1 40 00 2 20

EJERCICIO 1. Sea A tal que AB=C, donde B=| 0 6 0 0 6 yC=]01 0 01
2 4 0 6 6 1 0 0 3 1

0.5P*) Demuestre que la tercera columna de C coincide con una de las columnas de la matriz A

(a) (0.57)

(b) (0.5P%) ;Es A es invertible? Justifique su respuesta.

(¢) (0.5P*) Halle todas las soluciones del sistema Az = C,5 donde (Cj),, enota la quinta columna de C.

(d) (0.5P*) ;Son las filas de C una base del subespacio generado por los vectores fila de B?

(e) (0.5P*) ;Es A diagonalizable? (justifique su respuesta). Si lo es, encuentre una base de R? formada
por autovectores de A e indique los autovalores de A. (Pista: observe las dltimas columnas de B y de
AB =C).

Indicacién: ninguna de las cuestiones anteriores requiere hallar explicitamente las matrices A™ o A;

basta tener en cuenta que AB = C y cémo son las columnas de B y C.

EJERCICIO 2. Sea A de orden 3 tal que Av, =v;, Av,=0, y Av;=wv3 donde

2 -1 2
v,=11], vo=1| 2|, vy = |1
0 1 1

Sin calcular explicitamente la matriz A, conteste a los siguientes apartados:

(a) (0.5P%) Halle todas las soluciones del sistema Az = 0.
(b) (0.5P%*) ;Es A simétrica? ;Es A diagonalizable? (justifique su respuesta).
(¢) (0.5P*) Halle una base ortonormal para el autoespacio asociado al autovalor doble de la matriz A.
(d) (0.5P%) Calcule A*z paratodo k#0 si @ = (20, — vs).
(e) (0.5P%) Halle xAz, si & = (2v; — vy).
EJERCICIO 3. Sea P la matriz de proyeccion sobre el subespacio generado por las columnas de la matriz
X de orden m por n (con n < m) cuyo rango es n.

. Son ciertas las siguientes propiedades? En cada apartado demuestre la propiedad en caso de ser cierta,
o justifique por qué es falsa.
(a) (0.5P*) P es ortogonal.
(b) (0.5P*) P es simétrica.
( ) (0.5P%) P es 1dempotente

(1pts) ('u ) es ortogonal a Pv para cualquier v € R".

Basado en una propuesta de Manuel Mordn

CONJUNTO DE PREGUNTAS 1.

(a) Sean A y B matrices ortogonales tales que C = AB es una matriz simétrica. Demuestre que C es

unipotente (es decir, que ci=1 )
(b) {Es el sistema formado por los vectores (1,—2,0,1) y (1,0,2,1) una base del subespacio de soluciones
. . 221 + 12 — 3 =0 )
del sistema de ecuaciones 0 7 Justifique su respuesta.
€ — X4 =

(c) Obtenga unas ecuaciones cartesianas (o implicitas) para el subespacio vectorial generado por los vec-
tores {(1, 2, 0,), (2, 1, 1,), (1, -1, 1)}

(d) Encuentre una representacién paramétrica de la recta que pasa por los puntos (1, -3, 1,) y (72, 4, 5,).
0 1 0 1 1
. . 0 1 -1 0 3
CONJUNTO DE PREGUNTAS 2. Considere la matriz A = 0 0 —1 1 | ysea b= 9
-2 0 0 0 -1

(a) (Es A invertible? Justifique su respuesta. Si es invertible, halle el elemento (3,2) de la matriz inversa.
(b) Halle la coordenada x3 de la solucién del sistema Az = b.

CONJUNTO DE PREGUNTAS 3. Considere la forma cuadratica q(x,vy,2) = az? + ay? + 2xz + az? donde a
es un parametro.
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(a) Halle la matriz A asociada a ¢(z,y, z). {Para qué valores del pardmetro a es A diagonalizable?

1 0
(b) ;Son los vectores [ 0 | y [ 1| autovectores de A7
1 0

(c¢) Clasifique la forma cuadrética en funcién de los valores del pardmetro a.
(d) Suponga que a = 2. Exprese ¢(x,y, z) en una forma reducida (es decir, como suma de cuadrados).

22
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1.12. Final Mayo 18/19

EJERCICIO 1. Sea S = L {u,v} C R3, el subespacio de todos los vectores que son combinacién lineal

1 0
de los vectores u = [1]| yv = [1], ysea St C R3 el subespacio de todos los vectores que son
0 1

perpendiculares a todos los vectores de S; es decir
SJ‘:{m €R3’m~w:0 para todo wGS}:{mGR?’ ‘ STx =0 donde S = [uv}}

(a) (0.5P%) Halle una base ortonormal de S.
(b) (0.5P*) Encuentre unas ecuaciones paramétricas para S=.

‘Para el resto del ejercicio, sea P la matriz de proyeccién ortogonal de R? sobre S ‘

(¢) (0.5 4 0.5P*) Demuestre que tanto los vectores no nulos de S como los de St son autovectores de P.
(d) (0.5P*) Halle una matriz Q ortogonal y una matriz D diagonal tal que P = QDQT

Indicacion: para responder a los dos ultimos apartados no es mecesario que halle P. Basta con que
recuerde que P es la matriz que proyecta ortogonalmente los vectores de R® sobre S y que estudie quién es
Pw tanto para w € S como para w € S*.

X1 71‘2+1‘3+2I4:b
EJERCICIO 2. Considere el sistema de ecuaciones T +x3+2x4 =0
ar1 +ro+x3+2x4 =0

(a) (0.5P*) Discuta para qué valores de los pardmetros a y b el sistema es incompatible, compatible
determinado o compatible indeterminado.

‘Para el resto del ejercicioa =1y b= 0.

(b) (0.5P%*) Resuelva dicho sistema.

(¢) (0.5+0.5P%) Halle una base del subespacio de soluciones y calcule las coordenadas del vector (1,0,1,—1)
respecto de la base hallada'.

(d) (0.5P%) ; Cudntas variables pueden tomarse como exégenas (es decir, variables libres o independientes)?
JPueden simultdneamente tomarse como exogenas las variables 1 y x47 Justifique su respuesta.

EJercicio 3. Considere la matriz A = y los sistemas de ecuaciones (S1) y (S2):

= —_ 0 O

1
1
0
0

= O = O
O = O

(S1): Az —al,|=0b (S2): (A—al)wzo

— = =

cuyo vector de incognitas es (en ambos casos) , y donde | es la matriz identidad, b € R* y o € R.

(a) (0.5P%) ;Para qué valores « y vectores b, el conjunto de soluciones de (S1) es un subespacio de R*?
(b) (0.5P*) Halle el rango de A.

1 1
(¢) (0.5P') Estudie si v = | yw= :1 son solucién del sistema (S2) para algtin valor a.
1 1

(d) (0.5P%) Sea u = pv + qw, donde v y w son los vectores del apartado anterior y p y ¢ son constantes.
Demuestre que, independientemente de p y ¢; el vector A3y pertenece a la recta generada por v.
(e) (0.5P*) Halle la expresién polinémica de la forma cuadratica correspondiente a A y clasifiquela.

CONJUNTO DE PREGUNTAS 1.

(a) Halle la matriz de proyeccién ortogonal de R* sobre la recta generada por el vector (1, 1, -1, 1) .
(b) Escriba unas ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por el punto (O, 0, 1) y que es paralela
a la recta generada por el vector (1, 2, 4) .

Les decir, los coeficientes de la combinacién lineal de la base que es igual a (1,0,1,—1)
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(c) Sea A de orden 3 por 3. Encuentre dos matrices E; y E, y explique cémo deben multiplicar a la matriz
A para efectuar las dos operaciones siguientes: sumar a la segunda fila de A la primera fila multiplicada
por —1; y después multiplicar la segunda columna de la matriz resultante por 4. ;Se obtendria el
mismo resultado si se cambiara el orden de las operaciones (primero multiplicando la segunda columna
de A por 4 y después restando de la segunda fila la primera? Justifique su respuesta.

3 0 1 -1

8 . Si lo es, halle el correspondiente autoespacio.

0

(d) Verifique si 2 es un autovalor de 8 é
2 0

N DN

CONJUNTO DE PREGUNTAS 2. Verdadero o falso (solo puntuan respuestas correctamente justificadas; una
respuesta sin explicacion tendrd una calificacion de cero puntos).

(a) Si A y B son matrices simétricas y B es invertible, entonces A(B_l) también es simétrica.

(b) Sea A de orden n. Si el sistema Az = 0 es compatible indeterminado entonces la matriz A no es
ortogonal.

(c¢) Si P de orden n es simétrica e idempotente entonces (I - P) es también simétrica e idempotente.

(d) Si [v, w, u] es una base de un subespacio vectorial S entonces también es una base de S el sistema
de vectores [2v, (w +u), (v +w + u)).

(¢) Si A es simétrica y definida positiva entonces existe su inversa A™; que también es simétrica y definida
positiva.

(f) Sea A de orden m por n y sea R una matriz escalonada de A que se obtiene realizando operaciones
elementales sobre las filas de A. Entonces el espacio generado por los vectores columna de la matriz
A coincide con el espacio generado por los vectores columna de R.
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1.13. Final Junio 17/18

EJjercicio 1. Considere el conjunto de vectores {v;, vy, v5, v,} de R* linealmente independientes entre

si.

(a) (0.5P*) Demuestre, que los vectores {vy, v,, vs, (vy +2v, +v,)} constituyen una base de R*.

(b) (0.5P%) Indique la dimensién del subespacio generado por los vectores {v,, (v, + 2vy + v,)}. Justifique
su respuesta.

(¢) (0.5P%) Pruebe que el conjunto {(1,1,0,0), (0,0,0,1), (1,0,—1,1), (1,0,0,0)} constituye una base de
R* y obtenga la tercera coordenada del vector (1,1,1,1) respecto de dicha base.

(d) (0.5P*) Obtenga una ecuaciones cartesianas del subespacio vectorial generado por (0,0,0,1) y (1,0, —1,1).

(e) (0.5P*) Obtenga unas ecuaciones paramétricas del hiperplano perpendicular al vector (1,1,0,0) que
pasa por el punto (1,—1,0,1).

a -1 0
EJercicio 2. Considere la matriz A = |—1 3 1
0 1 2

(a) (0.5P*) Reduzca esta matriz a una matriz escalonada cuando a = 0, indicando en cada paso las matrices
elementales que ha utilizado.
-1
(b) (0.5P*) jPara qué valores del pardmetro a la matriz A es invertible y | 0 | es la segunda columna
0
de su matriz inversa?
(c) (0.5P%) ;Para qué valores del pardmetro a se cumple que A = 3 es autovalor de A?
(d) (0.5P%) Para a = 2 se sabe que dos de sus autovalores son \; = 1 y A = 2. Halle el tercer autovalor y
los autovectores asociados a este tercer autovalor.
(e) (0.5P') ;Para qué valores del pardmetro a la forma cuadrdtica con matriz A es definida positiva?

EJercicio 3. Esta pregunta es acerca de una matriz A de orden m por n para la cual

1 0
Ax =10 no tiene solucién; y Ax = |1 tiene una tnica solucion.
0 0

(a) (0.5P*) Dé tanta informacién como sea posible sobre m, n y el rango r de A.

(b) (0.5P%*) Si para el vector & se cumple que Az = 0, indique cudles son todos los posibles valores para
las componentes de x.

(c) (1P*) Escriba un ejemplo de matriz A que se ajuste a la descripcién de la matriz del enunciado.

(d) (0.5P%) (No relacionado con las partes (a)—(c)) ;Cémo sabe usted que el rango de una matriz B no
cambia si intercambiamos la primera y tltima columnas de la matriz?

MIT Course 18.06 Quiz 1, March 10, 1995

by

. . . 1 a|(x
CONJUNTO DE PREGUNTAS 1. Considere el sistema de ecuaciones [ 1 } ( ) = (b
— 2

1] Ly ) ; donde a, by y

by son parametros.

(a) Calcule la versién escalonada del sistema anterior y decida para qué valores de los parametros el sistema
es compatible.

(b) (Para qué valores de los pardmetros la solucién del sistema anterior es un subespacio vectorial de
dimensiéon uno?

(c) ¢Para qué valores del pardmetro a la proyeccién ortogonal del vector (a, 1) sobre el vector (1,—1) es
el vector nulo?

(d) ¢Para qué valores del pardmetro a la matriz de coeficientes tiene un autovalor doble? ;Es la matriz
diagonalizable en este caso?

CONJUNTO DE PREGUNTAS 2. Verdadero o falso (solo puntuan respuestas correctamente justificadas; una
respuesta sin explicacion tendrd una calificacion de cero puntos).

(a) Si el determinante de una matriz 4 X 4 es 4, entonces el rango de la matriz tiene que ser 4.

(b) Si los vectores {en, ceey en} (las columnas de la matriz identidad 1) son autovectores de una matriz
de orden n X n, entonces la matriz es diagonal.

(c) Siu # v y ambos son autovectores de la misma matriz A, entonces son linealmente independientes.
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(d) Si A es de orden n X n y tiene menos de n autovalores distintos (si algunos se repiten), entonces A no
es diagonalizable.

(e) Si —3 es un autovalor de la matriz A de orden n x n, entonces debe existir algin vector v en R™ para
el que es sistema de ecuaciones (A + 3l)x = v no tiene solucién.
(f) Siw =(1,0,0,0), v = (1,1,0,0) y V, es el subespacio bidimensional que generado por ambos vectores,

10 00

. . 4 01 00

entonces la matriz proyecciéon ortogonal de R* sobre V es P = 00 0 0
0 0 0 O
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1.14. Final Mayo 17/18

Ejercicio 1. Considere A simétrica con autovalores 2, 5 y autovectores v,, v, respectivamente.
2X2

(a) (0.5P%) Si @ es @ = c1v; + c2v,. Encuentre Ax.

(b) (0.5P*) Ahora de un paso méas y encuentre Az (teniendo en cuenta tanto la simetria de A, como que
T = 1, + c2v,). Debe encontrar una expresién en funcién de las normas de v, y v,.

(¢) (0.5P*) Demuestre que Az > 0 para todos los valores de ¢ y ¢ salvo cuando ¢; = co = 0.

(d) (0.5P*) Suponga que los autovectores v, y v, tienen longitud 1 (vectores unitarios), y suponga ademds
que

B =2-[v][v,]" +5- [vo][v,]".

Demuestre que B tiene los mismos autovalores y los mismos autovectores que A.

(e) (0.5P') ;Es B necesariamente la misma matriz que A (si o0 no)? Justifique su respuesta.

Basado en MIT 18.06 - Quiz 3, December 5, 2005

EJjercicio 2. Considere los vectores

1 1 0
vy= (1], vy=12], vy3= |0
0 0 2

Se sabe que Av, =2v;, Av, =v,, y Av; = w3, donde A es una matriz de orden 3 por 3.

(a) (0.5P*) Halle todas las soluciones del sistema Az = 0.

(b) (0.5P%) Halle unas ecuaciones implicitas (o cartesianas) para el autoespacio asociado al autovalor
doble.

(¢) (0.5P*) Razone, sin hallar la matriz A; si A es simétrica. JEs A diagonalizable?

(d) (0.5P**) Demuestre que B = {v;, vy, v3} es una base de R® y halle las coordenadas de (1 0 1)
respecto de la base B.

1
() (0.5P%) Calcule, sin hallar A, el valor de A® | 0
1
EJercicio 3. Considere
1 10
H=|[-1 10
0 0 3

(a) (0.5P*) ;Son las columnas de H una base ortogonal de R3? ;Son una base ortonormal?

(b) (1P*) Encuentre H™! por el siguiente procedimiento: primero multiplique H por una matriz diagonal
D para que las columnas de la matriz producto Q sean una base ortonormal de R? (es decir HD = Q
con Q ortogonal). Después invierta en la igualdad HD = Q y despeje H.

(¢) (0.5P%) Halle las ecuaciones cartesianas de la recta generada por la primera columna de H.

(d) (0.5P*) Calcule la matriz de proyeccién ortogonal de R? sobre el subespacio generado por la primera
y tercera columna de H.

1 2 01
. . 0 0 11 .
CONJUNTO DE PREGUNTAS 1. Considere la matriz A = 00 2 3| Se pide:
0 0 0 2

(a) Calcule un cofactor C;; no nulo de un elemento a;; de la matriz A.

(b) Indique por qué matrices elementales hay que multiplicar A para obtener una matriz escalonada.
Exprese explicitamente en qué orden deben ser mutiplicadas esas matrices para obtener la matriz
escalonada.

(c) Calcule una base y la dimensién del subespacio de soluciones del sistema de ecuaciones Az = 0.

(d) Analice si la matriz A es diagonalizable.

(e) Calcule el determinate: |A — AT|.

(f) Encuentre una base ortonormal para el espacio generado por las filas 2 'y 3 de A.

a1 a2 a13
CONJUNTO DE PREGUNTAS 2. Sea A = |a2; a2 as3| con determinante igual a 10 y sea la matriz
3x3 as1 agz ass
2a11 (@12 + Ta1n) —ais
B = 2(121 (a22 +7a21) —ag3 | . Calcule:
2a31  (ase + Tas1) —ass
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(a) el determinante de B.
(b) el determinante de (A™'BT)~1.

CONJUNTO DE PREGUNTAS 3. Considere la forma cuadratica f(z,y) = ax? + ay? + 6xy donde a es un
parametro.

(a) Clasifique la forma cuadrética en funcién del pardmetro a.

(b) Sea A la matriz asociada a la forma cuadratica. Halle el valor (valores) del pardmetro a para el que las
soluciones del sistema Axz = 0 son los puntos de la diagonal del primer y tercer cuadrantes del plano
R? (es decir, los puntos (z,y) de R? tales que z = y).
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1.15. Final Julio 16/17

EJERCICIO 1. Sea A una matriz de rango completo por filas ( rg = m) tal que el conjunto de

mxXmn

soluciones del sistema homogéneo Az =0 es {x € R*:x =

(a) (0.5P%) ;Indique el niimero de filas y de columnas de la matriz A? (Exphque su respuesta).
(b) (1P**) Encuentre un ejemplo de una matriz como A.
(¢) (0.5P%) ; Existen vectores b para los cuales el sistema Az = b no tiene soluciéon? Si es asi, diga cudles
(justifique su respuesta).
(d) (0.5P*) Las filas de A pertenecen a R". jPodemos hallar vectores en R" que no sean combinacién

lineal de las filas de A? En caso afirmativo, dé un ejemplo.

Ejercicio propuesto por Haydee Lugo

EJERCICIO 2. Sea el conjunto B = {u,, uy, us, u,}, donde

-1 1 0 0
1 -2 0 0
ul - 0 9 u2 - O 9 U3 = _2 y ’U4 = _2 9
0 0 4 -3
y sea A tal que
4x4
1 0 0 0
0 1 0 0
Au, = ol Au, = ol Au; = 9 y Au,= 0
0 0 0 -1

(a) (0.5P%) Demuestre que B es una base de R*.
(b) (1P*) Sea B = [u;, uy, wug, wuyl, la matriz cuyas columnas son los vectores del conjunto B. Re-

1 1
N . . 1 . 1

suelva por eliminaciéon gaussiana el sistema Bx = ol- ;,Cudles son las coordenadas de 0 respecto
1 1

de la base B?

(¢) (0.5P*) Compruebe que el producto AB es una matriz diagonal. Use esta informacién para demostrar
que A es invertible y halle A™.

(d) (0.5P%) Sea la forma cuadrética f(x) = xAz. Calcule f(u;) y f(uy). (Le permite esta informacién
clasificar la forma cuadrética? (Explique su respuesta)

EJERCICIO 3. Este problema se refiere a la matriz A = B 4+ bl donde B es una matriz llena de unos:

111 1 1+b 1 1 1
B 111 1 14b 1 1
A=B+b-I=1, | | | to b= 1 146 1
111 1 1 1 1 140

(a) (0.5P*) Compruebe que v = (1 11 1) es autovector de B. jQuiénes son todos los autovalores de
B? (recuerde que B es la matriz llena de unos).

(b) (0.5P%) Encuentre los autovalores de A
Pista: {Qué es (B +bl)x cuando x es un autovector de B y A el correspondiente autovalor?

(¢) (0.5P*) Cuando b = 2, jcudnto vale el determinante de A?

(d) (0.5P*) Suponga que sabe que Az > 0 para todo vector  no nulo (donde A es la matriz del
enunciado). ;jCuéles son los valores posibles para b en este caso?

(e) (0.5P*) Cuando b = 1 entonces la inversa de A es de la forma A =1+ ¢B. Deduzca cémo es B? y
entonces elija el numero ¢ de manera que AA™ = 1.

Basado en MIT 18.06 - Final Exam, December 19, 2005

CONJUNTO DE PREGUNTAS 1. Los apartados a) y b) de este conjunto de preguntas piden indicar la vera-
cidad o no de una afirmacion; los apartados c) y d) piden una demostracion.
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Verdadero o falso (solo puntuan respuestas correctamente justificadas; una respuesta sin explicacion
tendrd una calificacion de cero puntos).

Sea el conjunto B = {u, v, w} una base de un subespacio vectorial S de R%.

(a) El vector u — v tiene coordenadas (1, —1) respecto de los vectores de la base B.
(b) El vector u + 3v pertenece a S.

Para los dos siguientes apartados considere que B es ademds una base ortonormal. En este caso, si

X = [u, v, ’w] es la matriz cuyas columnas son los vectores de B, la matriz de proyeccion de R*
sobre S es P = XXT.

(c) Demuestre que P es una matriz simétrica e idempotente.
(d) Use el hecho de que P es simétrica e idempotente para demostrar que Py es ortogonal a (y — Py)
para cualquier vector y € R*.

CONJUNTO DE PREGUNTAS 2. Considere la matriz

1 01 0
-1 1 0 0
A= 0 0 1 1
0 a 0 -1

Determine, cuando sea posible, los valores del pardmetro a para los cuales:
(a) Existe la matriz A~
(b) El determinante de [(ATA)*lAT} es igual a 1.

(c¢) Las columnas de la matriz A generan un subespacio vectorial de dimensién 3.

0 3 0
CONJUNTO DE PREGUNTAS 3. Dada la matriz A= |a 0 b
0 4 0

(a) ¢Para qué valores de los pardmetros existen matrices P (invertible) y D (diagonal y real) tales que
AP =PD?

(b) Suponga que a = 3 y b = 4. Clasifique la forma cuadritica con matriz A.

(¢) Suponga que los valores de los pardmetros garantizan que A es diagonalizable ortogonalmente. En-
cuentre en este caso un vector v de longitud 1 que cumpla que Av tiene longitud 5 y la misma direccién
y sentido que v.
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1.16. Final Mayo 16/17

EJercicio 1. Considere los vectores de R*: v, = , Vg = , Uz = , Uy = , donde a

Q O =
O —= O
—_—0 O
O = O

y b son pardmetros.

(a) (0.5P*) ;Para qué valores de a y b estos cuatro vectores forman una base de R*?
(b) (1P*) Considere la matriz A = [v;, v,, v3, v,], cuyas columnas son los vectores dados. Calcule
A™! cuando a = b, o explique por qué es imposible encontrar dicha matriz.

Para los siquientes dos apartados considere que a =0 y b =1, y que S es el subespacio generado
por los cuatro vectores.

(¢) (0.5P%) Indique la dimensién de S y encuentre una base para dicho espacio.

(d) (0.5P*) Calcule las coordenadas del vector b= (1 1 1 0) respecto de vy, v, y v;.

(coordenadas de b son los coeficientes de la combinacion lineal de vy, vy y V3 que es igual a b).

EJERCICIO 2. Esta matriz 4 por 4 se llama matriz Hadamard:

1 1 1
-1 1 -1
1 -1 -1
-1 -1 1

HT =H
Propiedades clave: 9
H” =4I

—

Pista. jNo trabaje demasiado!
Para contestar los apartados a) y b) es mejor usar el hecho de que H? = HH = 4lI.
Y para resolver ¢) tenga en cuenta que HT = H.

(a) (0.5P*) Encuentre los autovalores de H. Explique su razonamiento.

(b) (1P*) Encuentre H™ y el determinante de H. Explique su respuesta.

(c¢) (1P*) La siguiente matriz S contiene en sus columnas tres autovectores de H. Encuentre un cuarto
autovector v, linealmente independiente de los otros tres y explique su razonamiento:

1 1 0
1 0 -1
S = 1 0 1
-1 1 0
MIT 18.06 - Quiz 3, December 5, 2005
2
EJercicio 3. El conjunto de soluciones del sistema A = |4 ] es
3x3 6
1 0 1
S=<zxlx=|2]|+al|ll]+8[1]; Va,BER
3 1 0

(Pista. /No trabaje demasiado! No es necesario hallar explicitamente A para responder a ninguno de los
apartados que siguen a continuacion)

(a) (0.5P%) Demuestre:

1. que y = (1 2 3) es una solucién al sistema y

0 1
2. queelconjuntoN =< z|lz=a|1|+B|1]; Va,B€R } eslasolucién del sistema Az = 0.
1 0

(b) (0.5P') Halle unas ecuaciones implicitas o cartesianas para el subespacio vectorial {x € R*|Az =0} .
(¢) (0.5P*) Escoja una base para el espacio N' = {:c € R3|Ax = 0} y encuentre la matriz proyeccién
ortogonal P de R3 sobre dicho espacio.
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(d) (1P*) ;Pertenece d = (3 2 4) a N = {x € R?*|Az = 0}? En caso afirmativo halle sus coordenadas
respecto de la base escogida en c) y en caso negativo halle el vector de N que estd mds préximo a d.

CONJUNTO DE PREGUNTAS 1. Verdadero o falso (solo puntuan respuestas correctamente justificadas; una
respuesta sin explicacion tendrd una calificacion de cero puntos).

(a) Si Q es una matriz cuyas columnas son autovectores ortonormales de A , entonces A es simétrica.

nxn nxn
(b) Si A es una matriz simétrica con a;; > 0y det A < 0, entonces la forma cuadratica asociada no es ni
definida positiva ni definida negativa.

2 0 1
¢) Sea la matriz e orden 3 y sean Sy—1 = , y Sg=2 = — os autoespacios
Sea 1 iz A de orden 3 S L 1 1 Sp L 2 1 i
0 1 2

asociados a los autovalores A = 1 y 8 = 2 respectivamente. Entonces A es simétrica.
(d) Si A es simétrica e invertible, entonces la forma cuadréitica £ A%z es definida positiva.

0 01 0
1 1 0 0
CONJUNTO DE PREGUNTAS 2. Sea A = 1 2 1 3
1 319

(a) Encuentre los determinantes de A y de A™.
(b) Encuentre el elemento (1,2) de la matriz A™".

Basado en MIT 18.06 - Quiz 2, April 1, 2005

CONJUNTO DE PREGUNTAS 3.

(a) Demuestre que si M es idempotente e invertible, entonces M es la matriz identidad.

(b) Se sabe que el polinomio caracteristico de la matriz N es P(\) = A*—3X3+2)2. Calcule los autovalores.
JPodemos asegurar que N es diagonalizable?

(c) Considere la matriz B = AAT. Demuestre que es B es simétrica.

(d) Supongamos que el polinomio caracteristico de la matriz B del apartado anterior es P(\) = A(A — 2)%(\ — 4).
Demuestre que el rango de (B — 2I) es dos.
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1.17. Final Junio 15/16

EJeErcicio 1. Considere el siguiente sistema de ecuaciones , Ax = b:

2x1+ a2+ x3 =2«
4z + 229 + 223 = 4
6x1 + 229 + 323 =0

(a) (1P*) ;Qué condiciones sobre « hacen el sistema compatible (resoluble)?

(b) (1P*) Resuelva el sistema para aquellos casos en que es posible.

(¢) (0.5P*) Sin necesidad de calcular el determinante de la matriz de coeficientes del sistema de ecuaciones
anterior jpor qué se sabe que es cero? (no tiene que calcular el determinante de dicha matriz, sélo
explicar por qué se conoce su valor a la luz de los resultados anteriores)

EJERCICIO 2. Sea

>

I
DN DN =
O = =
w N o

(a) (0.5P%) Calcule det(A).
(b) (1P*) Encuentre A™',
(c¢) (0.5P*) Para la misma matriz A:

» ;Es resoluble Az = b para cualquier vector b € R3?

= Puede el sistema Az = b no tener soluciones para algunos vectores b € R3, pero infinitas para
otros vectores b € R3?

(d) (0.5P*) Para la misma matriz A, Encuentre un vector b tal que la solucién del sistema Ax = b sea
I1:1,$2:2,l‘3:—1.

EJERCICIO 3.

2 1 1 11
1 2 1 11
(a) (0.5P*) Sea A la siguiente matriz 5 por 5 A= {1 1 2 1 1|.;Es A diagonalizable? Explique su
1 11 2 1
1 1 1 1 2
respuesta.
(b) (1P**) Encuentre sus cinco autovalores teniendo en cuenta que A — | tiene rango 1 y que la traza de A
es

(¢) (1P*) Encuentre cinco autovectores de A linealmente indepedientes.
Basado en MIT Course 18.06. Final Exam. Professor Strang. May 16, 2005

CONJUNTO DE PREGUNTAS 1.

(a) Encuentre una representacién implicita (cartesiana) de la recta que pasa por el punto p = (1, —3, 1)
y es perpendicular al plano generado por los vectores u = (7,3,0) y v = (4,0, 3).
(b) Encuentre una representacién paramétrica de la misma recta.

CONJUNTO DE PREGUNTAS 2. Demuestre la siguiente afimacion:

Si {uq, uy, us} es un conjunto de vectores ortogonales entre si, entonces esos tres vectores
son linealmente independientes.

CONJUNTO DE PREGUNTAS 3. Verdadero o falso (solo puntuan respuestas correctamente justificadas; una
respuesta sin explicacion tendrd una calificacion de cero puntos).

(a) Cualesquiera tres vectores de R generan R3.

(b) Las columnas de una matriz son independientes si y sélo si el rango es igual al nimero de columnas.

(c) Si el determinante de una matriz cuadrada A es 1 o —1, entonces A tiene que ser necesariamente una
matriz ortogonal (ortonormal).

(d) Si A es una matriz ortogonal (ortonormal), su determinante debe ser 1 6 —1.

(e) Si una matriz A de orden 10 x 10 tiene 6 autovalores distintos, entonces, el rango es como minimo 5.
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CONJUNTO DE PREGUNTAS 4. Considere el sistema Axz = 0 donde

1 01 1
A=1[1 1 2 3
a 1 1 2

(a) Encuentre los valores del pardmetro a de manera que la solucién del sistema sea una recta.

(b) ¢Para qué valores de a el conjunto de soluciones es un plano?

34
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Ejercicio 1. Considere los puntos @ = (1,0,3) y b= (—3,0,—1) de R®.

(a) (0.5P*) Halle unas ecuaciones paramétricas para la recta que pasa por a y b.

(b) (0.5P*) Halle unas ecuaciones cartesianas (6 implicitas) para la recta que pasa por a y b.

(¢) (0.5P*) ;Es dicha recta un subespacio de R3? Razone su respuesta.

(d) (0.5P*) Escriba la matriz proyecciéon que proyecta ortogonalmente cualquier punto de R? sobre la recta
del primer apartado.

(e) (0.5P*) Sobre dicha recta, halle el punto méas cercano al punto z = (2,2, 2).

Ejercicio propuesto por Rafael Lopez.

2 1-m O
EJERCICIO 2. Considere la matriz A = |1 —m 1 1
0 1 2

(a) (0.5P%) Calcule det(A) en funcién de m. jPara qué valor de m la matriz es singular?

(b) (1P*) Mediante transformaciones de A, encuentre dos matrices B y C de orden 3 por 3, tales que
B| =—|A] y |C|=3|Al

(¢) (1P*) Para m = 1, y usando la regla de Cramer, calcule la solucién al sistema Az = b siendo
b=[3 4 2]T.

Ejercicio propuesto por Haydee Lugo

EJERCICIO 3.

(a) (1P*) Sean = y y vectores del plano con ||z| = ||y||. Demuestre que los vectores y + x y y — = son
ortogonales.
(b) (0.5P%*) Dibuje en la figura de la izquierda los vectores y +x y y — .

Y

(c¢) (1P*) Pruebe que los segmentos [a <> b] y [b <> ¢] del tridngulo inscrito en la circunferencia de la
figura de la derecha son ortogonales.

CONJUNTO DE PREGUNTAS 1. Suponga que C es n X n, simétrica y definida positiva. Si A esn X m y
M = ATCA:

(a) Demuestre que M es simétrica.

(b) Demuestre que Mz > 0 para todo & € R™.

(¢) Si &Mz = 0 para algunos & # 0 jcdal es su menor autovalor? Razone su respuesta

Pregqunta propuesta por Manuel Mordn

CONJUNTO DE PREGUNTAS 2. Sea A =

O O N
O =
N DN DN

(a) (Es A diagonalizable?
(b) (Es A invertible? En caso afirmativo, halle su inversa.

Pregunta propuesta por Haydee Lugo

CONJUNTO DE PREGUNTAS 3. Verdadero o falso (solo puntuan respuestas correctamente justificadas; una
respuesta sin explicacion tendrd una calificacion de cero puntos).

a) SiV es el espacio vectorial generado por vy, v, ..., v,, entonces dim(V) < k.

b) Siwy, vy, .., v, son vectores linealmente independientes en el espacio vectorial V, entonces dim(V) > k.
¢) Un sistema con tres ecuaciones y cuatro incégnitas no puede tener una tnica solucién.

d) Un sistema de cuatro ecuaciones y tres incégnitas no puede tener més de una solucién.

e) El producto escalar (producto punto) de dos vectores de R? es otro vector de R3.

(
(
(
(
(
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EJercicio 1. Considere un sistema de ecuaciones lineales Az = b; donde la matriz A tiene tres filas y
cuatro columnas.

(a) (0.5P*) Un sistema como este tiene siempre solucién? Si no es asi, escriba un ejemplo de sistema que
no tenga solucién.

(b) (0.5P%) ;Es posible que el sistema tenga una tinica solucién? Si es asf, proporcione un ejemplo.

(¢) (0.5Pt) Formule, si es posible, una condicién necesaria y suficiente sobre A y b que garantice que el
sistema tiene al menos una solucién.

(d) (0.5P*) Formule, si es posible, una condicién necesaria y suficiente sobre A (sdlo sobre A) que garantice
que el sistema tiene al menos una solucién para cualquier vector b.

(e) (0.5P*) Considere ahora el sistema ATy = ¢ ;Es posible que el sistema tenga infinitas soluciones? Si
es asi, proporcione un ejemplo.

EJERCICIO 2. Suponga que la matriz A de orden 3 por 3 tiene la siguiente propiedad (que llamaremos Z):
los nimeros de cada fila suman cero.

(a) (0.5P*) Encuentre una solucién distinta de la trivial (x =0) para Az = 0.

(b) (1P*) Demuestre que A? también posee la propiedad Z.

(¢) (0.5P%) ;Qué puede decir acerca de la dimensién del conjunto de soluciones para AT = 0 y por qué?
(d) (0.5P*) Encuentre un autovalor para la matriz A®.

Basado en MIT Course 18.06 Ejercicio 9 Final Spring 1999

EJERCICIO 3. Sea

-1 -2 -2

(a) (0.5P*) Encuentre los autovalores de la matriz singular A.
(b) (1P*) Encuentre una base de R? formada por autovectores de A.
(c) (1P*) Calcule
1
A% (1
1
Puede hacerlo escribiendo el vector (1,1,1) como combinacién de los autovectores, o bien empleando
la diagonalizacién A = SDS™.
MIT Course 18.06 Quiz 2, Ejercicio 2 Final Fall 1999

CONJUNTO DE PREGUNTAS 1. Considere las siguientes matrices
2
B=|1

2

1 b
2 1
b 1 2

(a) (0.5P%) ;Cuél es la razén por la que no es posible diagonalizar A en la forma A = SDS™'?
(b) (0.5P*) Encuentre todos los autovectores de la matriz A.
(¢) (0.5P%) Clasifica la forma cuadratica Bx en funcién del parametro b.

Basado en MIT Course 18.06 Quiz 3. May 6, 2011

CONJUNTO DE PREGUNTAS 2. Considere la matriz:

1
A= |c
1

o N O

2
c
1

(a) (0.5P'*) Para que valor(es) de c el determinante de A es 0.
(b) (0.5P%) Si ¢ = 0, halle la inversa de A.
4
(¢) (0.5P') Si ¢ = 1, halle la solucién al sistema Az = b para b = | 1
2

CONJUNTO DE PREGUNTAS 3. Verdadero o falso (solo puntuan respuestas correctamente justificadas; una
respuesta sin explicacion tendrd una calificacion de cero puntos).
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(a) (0.5P*) Si A es simétrica, entonces A® también lo es.
(b) (0.5P*) Si A? es simétrica, entonces A también lo es.

37

(¢) (0.5P%) Si A = 0 es un autovalor de la matriz A entonces el sistema de ecuaciones Az = 0 es compatible

determinado.
(d) (0.5P%*) Si la matriz A es invertible, entonces A es diagonalizable.
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EJERCICIO 1.

Suponga que A es una matriz de orden 5 por 7, y que Ax = b tiene solucién para cualquier vector b.
Entonces,

(Tenga en cuenta que sus respuestas deben estar justificadas y hacer referencia a alguno de los conceptos
dimensidn/base/independencia lineal/sistema generador/R™ (especificando el valor de n),...)

a) (0.5P%) ; Cémo es el espacio generado por las columnas de A?

(

(b) (0.5P%*) ;Qué puede decir acerca de la dependencia o independencia de las filas de A?
(¢) (0.5P*) ;Cémo es el espacio generado por el conjunto de soluciones de Az = 07

(d) (0.5P%) ;Cémo es el espacio generado por el conjunto de soluciones de ATz = 07?

(e) (0.5P%) Justifique si la siguiente afirmacién es verdadera o falsa:

Las columnas de A son una base del espacio generado por las columnas de A.

Basado en Ejercicio 2 Final Spring 1999

EJERCICIO 2.
Suponga que A tiene autovalores \; = 3, Ay =1 y A3 = 0 con los respectivos autovectores

1 0 0
z,=[(1]; x=1|1]; x=z=|0
1 1 1

(a) (0.5P%) Sin calcular A, jcémo sabe que la tercera columna de A estd llena de ceros?
(b) (1P*) Encuentre la matriz A.
(c¢) (1P*) Encuentre los autovectores de AT.

Ejercicio 4 Final Spring 1999

1 21 0
EJjercicio 3. Dado el sistema Az = b, donde A= |2 1 2| yb=|a]|.Encuentre (si es posible) los
1 a ¢ 0

valores de los pardmetros a y c tales que:

(a) (0.5P*) La expresion de b, como combinacién lineal de los vectores columna de A, no sea tnica.

(b) (0.5P*) El sistema no tenga solucion.

(¢) (0.5P%) El sistema tenga dos variables exigenas (dos variables libres).

(d) (0.5P*) Todas las variables del sistema sean enddgenas (todas sean variables pivote).

(e) (0.5P%) La variable xs pueda tomarse como libre (es decir, que la segunda columna no tenga pivote).
Ejercicio propuesto por Rafael Lopez

CONJUNTO DE PREGUNTAS 1. Considere las siguentes matrices

z 2 3 z 1 1
A=]—-x z 0]; B=|1 x« 1]|;
3 2 5 1 1 1

(a) (0.5P%) ;Para qué valor(es) de x el determinante de A es nulo
(b) (0.5P%) ;Para qué valor(es) de z la matriz B es definida positiva.
(¢) (0.5P*) ;jPara qué valor(es) de = dicha matriz B es definida negativa.

basado en MIT Course 18.06 Quiz 2, April 10, 1996

CONJUNTO DE PREGUNTAS 2. Verdadero o falso (solo puntuan respuestas correctamente justificadas; una
respuesta sin explicacion tendrd una calificacion de cero puntos).

(a) (0.5P*) Si el polinomio caracteristico de una matriz A de orden 7x 7 es fa(\) = A(A2—1)(A\2=2)(\?-3),
entonces A es diagonalizable.

(b) (0.5P*) Suponga que sabe que —3, 2 y 7 son auntovalores de una matrix A de orden 5 x 5. Si para
alguno de estos autovalores hay asociado un auto-espacio de dimensién 3 (esto es, dim A (A —Al) = 3),
entonces A tiene que ser invertible.

(¢) (0.5P%) Si el producto de dos matrices cuadradas A y B es invertible, entonces A debe ser invertible
también.

CONJUNTO DE PREGUNTAS 3. Counsidere la recta que pasa por los puntos (2,4,1) y (1, 3,1).
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(a) (0.5P*) Encuentre una representacién paramétrica de dicha recta.
(b) (0.5P*) Encuentre una representacion implicita de la recta anterior.

CONJUNTO DE PREGUNTAS 4. Sea W = {(:1;4, ..., x,) € R* tales que 74 = bxl}

(a) (0.5P*) ;Para qué valor(es) de b se cumple que W es un subespacio vectorial de R*.

(b) (0.5P%) Para b = 1, halle la dimensién y una base de W.

Ejercicio propuesto por Rafael Lopez

39
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EJERCICIO 1. Dada la forma cuadratica q(z,y, 2) = ax?® + 4y? — 222 + 8yz:
(a) (0.5P%) Clasifique la forma cuadratica en funcién de a.

‘Para los apartados (b), (¢) y (d) considere a = 0‘

(b) (0.5P%) Sea A la matriz asociada a la forma cuadratica q(z,y, z). Halle los autovalores de A.
(¢) (0.5P*) Encuentre tres autovectores de A linealmente independientes.
(d) (0.5P*) Halle una matriz diagonal D y una matriz ortogonal Q tales que A = QDQT
(e

)
) (0.5P%) Tiene la forma cuadratica ¢(x,y, 2z) un minimo en (z,y,z) = (0,0,0)? Explique su respuesta.
Variacion de un ejercicio propuesto por Maria Jesus Moreta

EJeErcicio 2. Considere la matriz real A de orden m por n.

(a) (1P*) Demuestre que la matriz simétrica ATA verifica que £ATAx > 0, para cualquier vector x en
R"™. Explique cada paso de su razonamiento.

(b) (1P*) De acuerdo con el apartado (a), la matriz ATA es semidefinida positiva — y posiblemente
definida positiva. ;Qué condicién debe cumplir A para que ATA sea definida positiva?

(¢) (0.5P%) Si m < n, demuestre que ATA no es definida positiva.

MIT Course 18.06 Quiz 3. May 6, 2011

EJERCICIO 3.

Sea S = L(u,v,w) el espacio vectorial generado por u = vy w

N = O N
_ o O =
w = o w

(a) (0.5P%) Halle una base para S

(b) (0.5P%) ;Esté el vector (1,0, —1,1) en ese subespacio? En caso afirmativo encuentre sus coordenadas
respecto de la base elegida en el apartado (a); es decir, escriba el vector (1,0, —1, 1) como combinacién
lineal de la base elegida en el apartado (a).

(c) (0.5P*) Halle las ecuaciones implicitas o cartesianas de S.

(d) (0.5P%) Halle una base para el subespacio de todos los vectores que son perpendiculares a los vectores
de S.

(e) (0.5P*) Halle un vector z tal que la matriz con columnas [u,v,w, 2] tenga rango 3.

CONJUNTO DE PREGUNTAS 1. Verdadero o falso (puntuardn aquellas respuestas correctamente justificadas;
una respuesta que se limite a indicar la falsedad o no de cada afirmacion tendrd una calificacion de cero
puntos)
Sean A y B dos matrices cuadradas de orden n tales que A? =1 y B? = B, entonces:
(a) (0.57) A=A\
(b) (0.5P%*) Si A es simétrica, entonces A es ortogonal (ortonormal).
(c) (0.5P%) El rango de B es n.
(d) (0.5*)B*=B — B-B=B — B-B-B'=B-B"' — B=1I.
CONJUNTO DE PREGUNTAS 2. Verdadero o falso (puntuardn aquellas respuestas correctamente justificadas;
una respuesta que se limite a indicar la falsedad o no de cada afirmacion tendrd una calificacion de cero
puntos)
(a) (0.5P%) Si 0 es un autovalor de una matriz A de orden n x n, entonces rg (A) <n.
(b) (0.5P%*) Si —3 es un autovalor de una matriz de orden n X n, entonces existira cierto vector v € R"
para el cual el sistema (A + 3l)x = v no tiene solucidn.

CONJUNTO DE PREGUNTAS 3. Considere

1 11 1
1 -1 2 a
Mi=11 14 @
1 -1 8 d@

(a) (0.5P%) ;Para qué valores de a el determinante de la matriz M, es cero?

(b) (0.5P*) ;Cuél es el determinante de la matriz M,?

(c) (0.5P*) ;Cudl es, dependiendo de los valores de a, la dimensién del espacio de soluciones del sistema
homogéneo (M, )z = 07?

(d) (0.5P*) Suponga que a = 0, halle todas las soluciones del sistema (M )w =0.

Basado en MIT Course 18.06 Quiz 2, April 11, 2012

a
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1 1 2
EJERCICIO 1. Sea A= |1 0 1
2 1 a

(a) (0.5P%) ;Para qué valor(es) de a se verifican las siguientes propiedades de A, respectivamente?
1. La matriz A es invertible.
2. La matriz A es simétrica.
3. La matriz A es diagonalizable.

(b) (0.5P*) ;jPara qué valor(es) de a la matriz A es definida positiva?
(¢c) (0.5P%) ;jPara qué valor(es) de a la matriz A tiene un autovalor nulo (A = 0)? Halle, ademads, el
autovector correspondiente a dicho autovalor.

‘Para los apartados (d) y (e) considere a = 3. ‘

(d) (0.5P*) Encuentre un autovalor y un autovector de la matriz A%
(e) (0.5P*) Obténga las ecuaciones implicitas (cartesianas) del Subespacio Vectorial generado por las
columnas de la matriz A. ;Cual es la dimensién de este espacio?

Variacion de un ejercicio propuesto por Maria Jesus Moreta y Mercedes Vazquez

12 0 m 2

. 01 -1 2 2

EJERCICIO 2. Sea el sistema Ax = b con A = 12 0 ol? b= n
2 4 1 3 2

(a) (0.5P*) Halle el rango de A en funcién de m.

(b) (0.5P*) Encuentre los valores de los pardmetros para los cuales el sistema es Incompatible, Compa-
tible Indeterminado o Compatible Determinado (obtener la forma escalonada mediante eliminacion
gaussiana le puede ayudar a encontrar la respuesta)

(¢) (0.5P*%) Asuma que m =0 y n =2, y resuelva (si es posible) el sistema por el método de Gauss.

(d) (0.5P*) Encuentre (si es posible) los valores de los pardmetros para los cuales la solucién tiene dimensién
dos.

(e) (0.5P%) Calcule el determinante de A desarrollando por la primera columna.

Variacion de un ejercicio propuesto por Maria Jesus Moreta y Mercedes Vazquez

EJercicio 3. Considere el sistema de ecuaciones Az = b donde

1 0 -2 2
A=|0 3 0|; b=|3
—2 0 6 1

(a) (1P*) ;Tiene solucién el sistema Az = b7 En caso afirmativo, halle la solucién.
(b) (0.5P%) Complete el cuadrado de £ Az, es decir, trate de escribir la forma cuadrdtica como suma de
cuadrados. ;Es la forma cuadratica x Ax definida positiva?
(¢) (0.5P*) ;Es A = 0 un autovalor de la matriz A? Justifique su respuesta.
0
(d) (0.5P*) ;Es el vector v = | 4 | un autovector de A? En caso afirmativo, indique a qué autovalor estd
0
asociado dicho autovector.

Ejercicio propuesto por Haydee Lugo

CONJUNTO DE PREGUNTAS 1. Escriba las ecuaciones implicitas (cartesianas) del plano generado por los
vectores (1,1,0,1) y (0,0,1,1) que pasa por el punto (0,0,0,1).

CONJUNTO DE PREGUNTAS 2. Verdadero o falso (puntuardn aquellas respuestas correctamente justificadas;
una respuesta que se limite a indicar la falsedad o no de cada afirmacion tendrd una calificacion de cero
puntos)

(a) Si A es una matriz cuadrada n x n con A% = I, entonces el rango de A es n.
(b) Si B> = B entonces B = 1.
(c) Si A =0 es autovalor de la matriz A entonces el sistema Az = 0 es compatible indeterminado.
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CONJUNTO DE PREGUNTAS 3. Encuentre una base del subespacio vectorial

W = {(z,y,2) € R’ tales que 3z +2y—2=0y 2y +42=0}.

1/2
CONJUNTO DE PREGUNTAS 4. Considere la matriz A = [19/62 g }
(a) Calcule los valores de x e y para los cuales la matriz es definida positiva
(b) Calcule los valores de x e y para los cuales la matriz es ortogonal.

CONJUNTO DE PREGUNTAS 5. Verdadero o falso (puntuardn aquellas respuestas correctamente justificadas;
una respuesta que se limite a indicar la falsedad o no de cada afirmacion tendrd una calificacion de cero
puntos)

Para los tres apartados considere que A es una matriz cuadrada 2 x 2 tal que det(A) = —1; entonces:
(a) det(A™) = (—1)™.
(b) La matriz A no puede ser idempotente.
(c) La matriz A es indefinida.
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12 0 -1
3 3 -1 a
21 -1 1

EJERCICIO 1. Sea el sistema de ecuaciones, Ax = b donde A =

[ NG S
<«
[yl
Il

N W o=

(a) (0.5P*) Calcule la versién escalonada de la matriz ampliada.
(b) (0.5P*) Analice la existencia y unicidad de solucién de Az = b en funcién de los valores del pardme-
tro a.
(¢) Considere a = 1.
1. (0.5P%) ; Cuédntas variables pueden ser tomadas como enddégenas, dependientes o variables pivote?
jcudles?
2. (0.5P*) Halle la dimensién y una base del subespacio vectorial que tiene por ecuaciones cartesianas
(implicitas) el sistema homogéneo: Az = 0.

3. (0.5P*%) Halle la solucién (soluciones) de Az = b.

EJERCICIO 2. Sean las matrices

b 13 5 17 3 b

12 b
18 2 3 00 2 7
A_8_21_43’B_324b’c_00—3b
53 b 0 00 0 3

(a) (1P*) Para cada una de estas matrices, halle los valores del pardmetro b que hacen a la matriz diago-
nalizable.

(b) (0.5P*) ;Para qué matrices serd posible encontrar una base ortonormal de autovectores?

(¢) (0.5P%) Calcule, cuando sea posible, la matriz diagonal asociada a la matriz A" y una base de auto-
vectores.

(d) (0.5P*) Calcule A™ para el caso del apartado anterior.

EJERCICIO 3. Sea A una matriz de orden m por n para la cual

1 0
Ax = | 1 | no tiene soluciones y Ax = |1 ] tiene una tnica solucién.
1 0

(a) (1P*) Proporcione toda la informacién posible sobre m y n, y el rango r de A.
(b) (1P**) Encuentre todas las soluciones a Az = 0 y explique su respuesta.
(¢) (0.5P*) Escriba un ejemplo de matriz A que concuerde con la descripcién del apartado (a).

MIT Course 18.06 Quiz 1, Fall 2008

CONJUNTO DE PREGUNTAS 1.

1 8 3
(a) (0.5P*) Si sabemos que det A =5, donde A= | z y z|, {Cudl es el determinante de
-3 7 2
x y z
B = 1 8 3 |7

—3—4dx T—-4y 2-4z

1 8 3
(b) (0.5P*) Halle algtin autovalor de la matriz C = | wu v w
u+1l v+8 w+3

CONJUNTO DE PREGUNTAS 2.

(a) (0.5P*) Encuentre las ecuaciones paramétricas del plano que contiene a los puntos a = (1,1,0),
b=(0,0,1)yec=(11,1)
(b) (0.5P%) Encuentre un vector perpendicular al plano obtenido en el apartado (a).

CONJUNTO DE PREGUNTAS 3. Sean los vectores: u; = (1,1,1), uy = (a,1,1) y ug3 = (1,¢,1).

(a) (0.5P*) Halle los valores de a y ¢ de manera que los vectores sean un sistema generador de un subespacio
vectorial de dimensién 1.



Seccién 1: Exdmenes finales pasados 44

(b) (0.5P*) Halle los valores de a y ¢ de manera que el espacio generado por los vectores u,, uy, y u; sea
todo R3.

CONJUNTO DE PREGUNTAS 4. Sea A una matriz de orden 2x 2 con polinomio caracteristico p(\) = A\2—2\.

(a) (0.5P*) Demuestre que la matriz diagonal D que tiene los autovalores de A en la diagonal satisface
D? - 2D =0.

(b) (0.5P*) Demuestre que A? — 2A = 0.

1 -1 1
CONJUNTO DE PREGUNTAS 5. Sea la matriz A = [-1 3 -1

1 -1 1
(a) (0.5P*) Halle la expresion de la forma cuadratica £ Az asociada a la matriz A.
(b) (0.5P%) Clasifique dicha forma cuadritica
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EJERCICIO 1.

(a) (1P*) Encuentre las ecuaciones paramétricas del plano IT :

II:  3z-5y+z+3=0.

(b) (1P**) Halle el valor del pardmetro a para el cual la recta r con ecuaciones paramétricas

x 0 1
T yl=10]+t]|-1
z -3 a

estd contenida en el plano II.
(¢) (0.5P*) Halle las ecuaciones implicitas (cartesianas) de la recta r.

EJERCICIO 2.

WWMMA:Eg

sean autovectores de A.

(b) (1P**) Encuentre otra matriz B diferente a la anterior, pero con los mismos autovectores x; = (

Ty = (f) , y con autovalores \;y =1y Ay = 0. Calcule B'°.

(c) (0.5P*) Halle el valor (valores) del pardmetro a para los que la matriz C =

— =
L OO

ble.

EJERCICIO 3. Sea A una matriz m X n que satisface las siguientes condiciones:

1 0 2
a(2) =) al2)= () a(0)-(3).
0 1 0

1 0 2
(a) (0.5P*) ;Son los vectores -21,12),10 una base de R3?
0 1 0

} . Halle los valores de los parametros a y b para que x; = (i’) y Ty = <

45

)
i

0
0| es diagonaliza-
1

(b) (1P*) Halle una matriz C y una matriz invertible B tal que A = CB™. Indicacién: No es necesario

que calcule B™! o que proporcione A.

(¢) (0.5P*) Halle una base para el subespacio vectorial de las soluciones del sistema ATz = 0.

(d) (0.5P%) Halle el orden m x n de la matriz A y también su rango.

mxXmn

1 2 3 4
CONJUNTO DE PREGUNTAS 1. Sea la matriz A = 8 ?) ;1 2
1 2 0 1
(a) (0.5P*) Calcule su determinante.
0
X1 1
(b) (0.5P*) Halle la componente z3 de la solucién del sistema: A | : | = 0
T4
1

CONJUNTO DE PREGUNTAS 2. Sea la forma cuadratica
fz,y,2) = 2% + 3y° + 72% — 22y + 4xz — Syz.

(a) (0.5P*) Encuentre la matriz simetrica A asociada a f(x,y, 2).
(b) (0.5P*) Demuestre que dicha matriz A es definida positiva.

CONJUNTO DE PREGUNTAS 3.
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(a) (0.5P*) Demuestre que si A y B son matrices ortogonales (es decir AAT =1 y BBT = 1) entonces
AB™! también es ortogonal.

(b) (0.5P*) Sea B una matriz mxn tal que BTB es invertible. Halle el orden de la matriz C = B(BTB)~!BT
y demuestre que ci=c (es decir, que C es idempotente).

(¢) (0.5P*) Encuentre un vector de norma uno y misma direccién que el vector v = (2, —1,0,4, —2).

(d) (0.5P*) Escriba un ejemplo de matriz 5 x 4 con rango 3.

CONJUNTO DE PREGUNTAS 4. Verdadero o falso (puntuardn aquellas respuestas correctamente justificadas;

una respuesta que se limite a indicar la falsedad o no de cada afirmacion tendrd una calificacion de cero

puntos)

(a) (0.5P*) El conjunto B = {(1,0,1),(1,1,0)} es una base del subespacio de soluciones del sistema
r—y—z=0.

(b) (0.5P*) Si una matriz cuadrada tiene autovalores repetidos, no puede ser diagonalizable.

MIT Course 18.06 Final Exam, December 13, 1993
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1.25. Final Septiembre 11/12

EJERCICIO 1. Sea A una matriz diagonalizable. Se sabe que los subespacios:
Vi ={(z,y,2) € R’ tales que y + 2 =0} y Vy, = {(z,y,2) € R® tales que z = 0,y = 0}

estan asociados respectivamente a los autovalores A =1y A = % . Calcule:

(a) (1P*) La matriz diagonal D y la inversa de la matriz de autovectores P tales que A = PDP™",
(b) (1P*) La matriz A.
(¢) (0.5P%) La matriz M = 2A* — 7A® + 9A? —5A + 1. (Indicacién: tenga en cuenta que

200 =733 +9(3)2-5(3)+1=0 vy que también 2(1)* —7(1)> +9(1)2 — 5(1) + 1 = 0).

EJERCICIO 2.

(a) (0.5P*) Sean A y B dos matrices cualesquiera con el mismo ntimero de filas. {Qué puede usted decir
(y explique el motivo) acerca de la comparacién entre
rango de A y rango de la matriz por bloques [A B].
(b) (1P*) Suponga que en particular B = A’ En este caso, jcambiarfa su respuesta? Explique su razona-
miento.
(c) (1P*) Sea A una matriz m por n de rango 7; y considere ademés la matriz por bloques [A A]. ;Cuéles
son las dimensiones de los conjuntos de soluciones de los sistemas

Az =0 y [AAjx =0 ?
MIT Course 18.06 Final, Fall 2006

r+y+z =3
EJERCICIO 3. Sea el sistema de ecuaciones ¢ x —y+2z =1; donde ay b son parametros. Se pide:
2z + az =0

(a) (0.5P%*) Calcule, si existen, los valores de los pardmetros para los cuales el sistema es incompatible.

(b) (0.5P%*) Calcule, si existen, los valores de los pardmetros para los cuales la solucién es un plano.

(c) (1P*) Calcule, si existen, los valores de los pardmetros para los cuales la solucién es una recta. ;Qué
variables pueden ser tomadas como libres o exdgenas en este caso? Calcule, si es posible, una base para
el espacio solucion.

(d) (0.5P*) Resuelva el sistema si a = 3 y b = 4. jPertenece la solucién que ha encontrado al espacio
solucién del apartado anterior? (explique su respuesta).

Problemas de Algebra Lineal. Paloma Sanz, Francisco José Vazquez y Pedro Ortega. Editorial: Pearson

CONJUNTO DE PREGUNTAS 1.

(a) Encuentre una representacién paramétrica de la recta que pasa por los puntos (—1,2) y (0, 3).
(b) Encuentre una representacion implicita de la recta anterior.

CONJUNTO DE PREGUNTAS 2. jPara qué valores de b tiene la matriz C tres autovalores positivos?

C:

w N

b
2
b

o W

MIT Course 18.06 Final Exam, May 16, 2005, y MIT Course 18.06 Quiz 3, December 5, 2005

CONJUNTO DE PREGUNTAS 3. Suponga que la matriz A de orden 5 por 3 tiene columnas ortonormales.
Calcule los siguientes determinantes:

(a) det ATA

(b) det AAT

(c) det A(ATA)LAT

MIT Course 18.06 Quiz 2, April 10, 1996

CONJUNTO DE PRECGUNTAS 4. jPara qué valor(es) de z el determinante de A es nulo, donde

x
A= |-z
3

N RN
T O W
-~
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MIT Course 18.06 Quiz 2, April 10, 1996

CONJUNTO DE PREGUNTAS 5. Sea la matriz A = . Demuestre que v = es un auto-

W = DN =
=N N
=W = W
N = WO
— =

vector de A.

CONJUNTO DE PREGUNTAS 6. Verdadero o falso (justifique su respuesta):
Sean A y B dos matrices cuadradas e invertibles. Entonces

(a) (ATBT) "' = (AT'BT)T.

(b) Si A y B son ademds ortonormales entonces AB también es ortonormal.
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1.26. Final Junio 11/12

1 0 0 1

. 01 0 1

EJERCICIO 1. Sea la matriz A = 10 1 2
01 0 1

(a) (1P*) Obtenga la versién escalonada de la matriz A. jSon sus columnas linealmente independientes?
Calcule el rango de A.

(b) (1P*) Describa el subespacio vectorial generado por las tres primeras columnas de A. Indique la
dimension de dicho subespacio ;Como cambia su respuesta si se anade la cuarta columna?

(¢) (0.5P') Resuelva por el método de Gauss el sistema Az = 0. ;Cuéntas variables podemos tomar como
exégenas (o libres)? §Cudles? ;Cudl es la dimensién del espacio solucién obtenido?

Propuesto por Mercedes Vazquez.

EJERCICIO 2. Considere la matriz

0 b
A= 0 1
1 0

O R

(a) (0.5P*) Analice en funcién de los pardmetros a y b cudndo A y A! son diagonalizables.
(b) Considere a =1y b=0.

1. (1P*) Diagonalize A empleando una base ortonormal de R3

2. (0.5P%) Halle una base de R? donde la matriz A~ sea diagonalizable y halle la matriz diagonal
asociada.

3. (0.5P*) Demuestre que u = (0,2,2) es un autovector de A y calcule A u.

Propuesto por Rafael Lopez Zorzano.

EJercicio 3. (Note que este EJERCICIO 3 no requiere realizar demasiados célculos.!)

-2 -8
a) (0.5P*) ;Son los vectores &, = -1 y Ty = 2 linealmente independientes? ;Son estos vectores
1 3 2 -9
4 1
perpendiculares entre si? Explique su respuesta.
-2 -8 10 —2
tsy . -1 2 1 -1 4
(b) (0.5P*) ;Son los vectores &, = g | ®T= G ®m= | ®a= 5 |, una base de R*?
4 1 6 4
Explique su respuesta.
-2 -1 —4
ts) . 1 1 -2 s 2 :
(c¢) (0.5P*) ;Son los vectores x; = ol =0l =12 | solucién del sistema de
0 0 1

ecuaciones x1 + 2x9 + 3z3 + 6x4 = 07 ;Forman estos vectores una base del sub-espacio tridimensional
de soluciones del anterior sistema homogeneo? Explique su respuesta.

1 0 1 q
(d) (1P*) Encuentre un valor de ¢ para el cual los vectores | 4|, [ 2], | 12 ], | 3|, no generan R3.
6 2 10 1

MIT Course 18.06 March, 1996

CONJUNTO DE PREGUNTAS 1.

(a) Encuentre el determinante de la matriz A y el determinante de A™' si

e =)
w N = o
=
N Ww o o

(b) Calcule el elemento (1,2) de A™
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MIT Course 18.06 Quiz 1, April 1, 2005

CONJUNTO DE PREGUNTAS 2. Suponga que conoce la siguiente informacién acerca de A:

A

[ NS

1
=6(2], A[-1|=3[-1], Alo0o]|=3[0],
1 1 1 ~1 ~1

Para cada una de las siguientes preguntas debe explicar correctamente la razonamiento de su respuesta
para obtener los puntos.

(a) Encuentre los autovalores y autovectores de A

(b) (Es A una matriz diagonalizable? ;Es A una matriz invertible?
(¢) Cuanto valen la traza y el determinante de A?

(d) (Es A una matriz simétrica?

Basado en un ejercicio de MIT Course 18.06 Quiz 3, May 8, 1996
CONJUNTO DE PRECUNTAS 3. Para la forma cuadratica
flx) = x% + 2a 2129 + 20 273 + x%,

halle (si es posible) todos los valores de a para los cuales f(x) es definida negativa.
Propuesto por el profesor Rafael A. Lopez Zorzano

CONJUNTO DE PREGUNTAS 4. Verdadero o falso (puntuardn aquellas respuestas correctamente justificadas;
una respuesta que se limite a indicar la falsedad o no de cada afirmacion tendrd una calificacion de cero
puntos)

(a) Si A =0 es un autovalor de la matriz A de tamafnio n X n, entonces rg (A) <n.

(b) Si A = —3 es un autovalor de A de orden n, entonces existird cierto vector b € R™ para el cual el
sistema (A + 3l)x = b no tiene solucién.

(¢) Si A = 0 es un autovalor de la matriz A entonces el sistema de ecuaciones Az = 0 es compatible
determinado.
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1.27. Final Septiembre 10/11

EJERCICIO 1. Considere la matriz

A:

— O =
coQ —

= o O
O O O

0

(a) (0.5P%) Demuestre que A es invertible si y sélo si a # 0.

(b) (0.5P%) ;Es la matriz A definida positiva cuando a = 1?7 Justifique su respuesta.

(¢) (1P*) Calcule A™ cuando a = 2.

(d) (0.5P*) ; Cuantas variables pueden ser tomadas como exdgenas (o libres) en el sistema Az = 0 cuando
a =07 ;Cuales?

EJercicio 2. Considere la matriz

4 0 0 0
0 4 00
A70020
1 0 0 2

(a) (1P*) Determine si la matriz A es diagonalizable. En caso de que lo sea, encuentre una matriz diagonal
D y una matriz S tal que A = SDS™.

(b) (0.5P*) Calcule (Aﬁ)v, dondev=(0 0 0 1).
(¢) (0.5P*) Use los valores obtenidos en el primer apartado para justificar que A es regular (invertible).
(

(d) (0.5P%) ;Qué relacién hay entre los autovalores y los autovectores de A y los de A™'?

EJjercicio 3. Considere el sistema de ecuaciones Ax = b, donde

S oo =
SO oW
O~ N O
—os W =
— N ==
N = O =

(a) (1P*) Obtenga la solucién al sistema.

(b) (0.5P*) Explique por qué el conjunto de vectores solucién al sistema anterior es una recta en R®.
Indique un vector director y un punto por el que pasa la recta.

(¢) (1P*) Encuentre todos los vectores perpendiculares al vector director anterior. Pruebe que el conjunto
de vectores perpendiculares a dicho vector forman un subespacio vectorial de dimensiéon 4. Encuentre
una base de dicho subespacio vectorial.

CONJUNTO DE PREGUNTAS 1. Verdadero o falso (puntuardn aquellas respuestas correctamente justificadas;
una respuesta que se limite a indicar la falsedad o veracidad de cada afirmacion tendrd una calificacion de
cero puntos)

(a) Si A es simétrica, entonces A% también lo es.

(b) Si A% = A entonces (I — A)? = (I — A) donde | es la matriz identidad.

(¢) Si A = 0 es un autovalor de la matriz cuadrada A, entonces el sistema de ecuaciones Az = 0 es
compatible determinado.

(d) Si A =0 es un autovalor de la matriz cuadrada A, entonces el sistema de ecuaciones Ax = b puede
ser incompatible.

(e) Si una matriz es ortogonal (columnas perpendiculares y de norma uno) entonces su inversa también
es ortogonal.

(f) Si 1 es el tnico autovalor de una matriz A de orden 2 x 2, entonces A necesariamente tiene que ser la
matriz identidad I.

CONJUNTO DE PREGUNTAS 2. La matriz

1 21 -7 1
A=1(2 4 1 -5 0
1 2 2 —-16 3

A es transformada a su forma escalonada reducida por filas mediante operaciones elementales por filas
resultando la siguiente matrix:
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(a) {Cudl es el minimo niimero de columnas de A que forman un conjunto linealmente dependiente?.
(b) {Cudl es el mdximo nimero de columnas de A que forman un conjunto linealmente independiente de
vectores.

Version del ejercicio: MIT Course 18.06 Quiz 2. Spring, 2009

CONJUNTO DE PREGUNTAS 3.

(a) Obtenga la matriz Q asociada a la forma cuadratica q(z,y,z) = 22 + 22y + ay® + 822 y clasifique
la matriz Q (es decir, diga en que casos la matriz es no definida, definida o semidefinida, de manera
positiva o negativa) para el caso en el que a es igual a uno (a = 1).

(b) Clasifique la matriz Q cuando a # 1.
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1.28. Final Junio 10/11

EJeErcicio 1. Considere las siguientes matrices

100

A= y B=|1 2 0
0 0 a O 00 1
0 0 a a

Se pide:

)
(b) (0.5P%*) Prueba que si a = 2 la matriz A NO es diagonalizable.

(c) (1P*) Para la matriz B, encuentre una matriz diagonal D y una matriz P tal que B = PDPT.

(d) (0.5P*) Obtenga la expresion polinémica de la forma cuadritica asociada a la matriz B y pruebe que
es definida positiva.

Version de un ejercicio proporcionado por Mercedes Vazquez

EJERCICIO 2. Sean las matrices

4 2

w

; y el vector b=

S o
SO = O
_ o O =
SO O
O = = O
[l e NalS

3 3
1 0
2 0

Q W

(a) (0.5P*) Calcule los valores de a para los que A es invertible.

(b) (1P*) Considere a = 5. Usando la regla de Cramer calcule la cuarta coordenada x4 de la solucién al
sistema Ax = b.

(¢) (1P%) Calcule B™!. Use dicha matriz para resolver el sistema Bax = b.

Proporcionado por Mercedes Vazquez

EJERCICIO 3. Sea el sistema de ecuaciones

DN DN
— =
QNN
IS ISR
I
o O O

(a) (0.5P*) Obtenga la forma escalonada de la matriz de coeficientes. Halle los valores del pardmetro a
para los cuales el sistema tiene solucién tunica.

(b) (1P*) Sea a = 2. ;Cuantas variables pueden ser tomadas en este caso como exdgenas (o libres)?
i Cuéles? Resuelva el sistema (ecuaciones paramétricas), encontrando la dimensién y una base para el
espacio de soluciones.

(c) (1P'*) Sea el sistema no lineal

2+ L 447 =55
222 4y + 22 =5

. Es solucién del sistema el punto (1,1,1)? Calcule la solucién aproximada si z = 1.1.

Version de un ejercicio proporcionado por Mercedes Vazquez

EJERCICIO 4. Sea el sistema de ecuaciones

2 2 1 0
Az =14]; cuya soluciéon completaesx = |0] +c| 1] +d |0
2 0 0 1

(a) (1P*) ;Cual es la dimensién del espacio vectorial generado por las filas de A? Explique su respuesta.
(b) (1P*) ;Quién es A (escriba la matriz completa)? Explique su respuesta.
(c) (0.5P%) ; Para qué vectores b el sistema Az = b tiene solucién?

CONJUNTO DE PREGUNTAS 1. Considere las matrices A y B tales que det(A) =2 y det(B) = —2

3x3 3x3

(a) (0.5P*) Calcule los determinantes de AB? y (AB)~!
(b) (0.5P%*) ;Es posible calcular el rango de A + B? ;y de AB?
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CONJUNTO DE PREGUNTAS 2. Dada la matriz A = ((Z i?g) , calcule valores (si existen) de a y b para los
cuales

(a) (0.5P%*) La matriz A es orto-normal.

(b) (0.5P*) Las columnas de la matriz A son independientes.

(¢) (0.5P%) X\ =0 es un autovalor de A.

(d) (0.5P*) A es simétrica y definida negativa.

CONJUNTO DE PREGUNTAS 3. Considere el sistema Az = 0 donde
1 011
A=1[1 1 2 3
a 1 1 2

(a) (0.5P%) Encuentre los valores del pardmetro a de manera que la solucién del sistema sea una recta.
(b) (0.5P%) ;Para qué valores de a el conjunto de soluciones es un plano?

CONJUNTO DE PREGUNTAS 4.

(a) (0.5P*) Encuentra un sistema lineal homogéneo Az = 0 cuyas soluciones sean

+8

I
Q

+7 ; a, B,y €R.

S RSN ]
— = O =
—_ O
—_— o O O

(b) (0.5P%) Si el polinomio caracteristico de la matriz A es p(\) = A5 + 3A* — 2423 + 28)\% — 3\ + 10,
encuentre el rango de A.
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1.29. Final Septiembre 09/10

EJERCICIO 1. Sea la matriz

A=

o O Qe

11
3 1
0 2

(a) (0.5 pts) Demuestre que A no es diagonalizable cuando a = 3.

(b) (1 pt) (Es A diagonalizable cuando a = 2?7 (explique su respuesta). En caso afirmativo calcule una
matriz diagonal de autovalores D y una de autovectores S tales que A = SDS™.

(¢c) (Es ATA diagonalizable para cualquier valor de a? ;Es posible encontrar una base ortonormal de
autovectores de ATA?

(d) Encuentre todos los valores de a para los cuales existe A™' y ademds la matriz es diagonalizable.

EJercicio 2. Considere el siguiente sistema de ecuaciones lineales

$1+2I27$3+LE4:71
—T1 —2x2+3x3+5x4 =-5
—371—25(}2—373—7174:7

(a) (0.5 pts) ;Cudl es el rango de la matriz de coeficientes?

(b) (1.5 pts) Resuelva el sistema de ecuaciones

(c¢) (0.5 pts) Describa la forma geométrica del conjunto de vectores solucién a este sistema de ecuaciones
(considerando el conjunto como un subconjunto de R%).

EJERCICIO 3. Tenemos una matriz de orden 3 x 3, A =

(SIS}

1 2
3 4| con det A = 3. Calcule el determi-
5 6

nante de las siguientes matrices.:

(a) (0.5 pts)

a—2 1 2
b—4 3 4
c—6 5 6
(b) (0.5 pts)
Ta 7 14
b 3 4
c 5 6
(c) (1 pts)
(2A) AT
(d) (0.5 pts)
a—2 1 2
b 3 4
c 5 6

CONJUNTO DE PREGUNTAS 1. Considere un sistema de ecuaciones lineales Ax = b; donde la matriz A
tiene tres filas y cuatro columnas.

(a) Un sistema como este ;tiene siempre solucién? Si no es asi, escriba un ejemplo de sistema que no tenga
solucion.

(b) {Es posible que el sistema tenga una tnica solucién? Si es asi, proporcione un ejemplo.

(¢) Formule, si es posible, una condicién necesaria y suficiente sobre A y b que garantice que el sistema
tiene al menos una solucién.

(d) Formule, si es posible, una condicién necesaria y suficiente sobre A que garantice que el sistema tiene
al menos una solucién para cualquier vector b.

CONJUNTO DE PREGUNTAS 2.
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(a) Considere la matriz

oo O
OO = =
O = OO
\
—_

Calcule A™%.
(b) Encuentre un vector unitario (de norma uno) con la misma direcccién que v = (2, —1,0,4, —2).
(c) Clasifique la forma cuadrética (ie., definida positiva, negativa, semidefinida, no definida, etc.)

q(z,y,2) = 2° + 6zy + y* + az’;

en funcién del pardmetro a.
(d) Calcule el siguiente determinante:

0 0 0 3 0
-2 0 0 2 0
§ -1 0 -7 2
-1 2 2 3 2
2 2 3 6 4

(e) Sea A una matriz 2 X 2 tal que <2

0) es un autovector de A con autovalor 2, y (_2

1) es otro autovector

de A con autovalor -2. Siv = (_11> , calcule (A3>v.

(f) Justifique si es verdadera o falsa la siguiente afirmacion:

Si AT = 2A, entonces las filas de A son linealmente dependientes.
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1.30. Final Junio 09/10

EJERCICIO 1. Mediante eliminacién gaussiana por filas sobre la matriz A de orden 4 x 7

1 -1 0 2 0 -1 0
A 2 -2 1 5 0O -1 0
-3 3 -1 -7 2 2 0
0 0 0 0o -1 0 1
hemos obtenido la matriz B:
1 -1 0 2 0 -1 O
B _ 0O 0 1 1 0 1 0O
0O 0 001 0 O
0O 0 00 O0 O0 1

(a) ¢{Cudl es el rango de A?

(b) Resuelva el sistema Az = 0.

(c) Exprese, si es posible, la soluciéon a Az = 0 en funcién de las variables xo, x4 y x¢.

(d) {Es posible encontrar un vector b en R* para el que el sistema Az = b no tenga solucién? Si es posible
dé un ejemplo.

(e) Proporcione un vector b tal que el vector & = (1 0 00 0O 0) sea solucién al sistema Az = b.

version modificada de un ejercicio de MIT Course 18.06 Quiz 1, October 4, 2004

EJERCICIO 2. Sea la matriz

A=

— O = =
— o N O
O = OO
_ o O O

(a) Calcule los autovalores y autovectores de A.

(b) (Es A diagonalizable?

(¢) {Es posible encontrar una matriz P tal que A = PDPT, siendo D una matriz diagonal?
(d) Calcule |A™.

EJERCICIO 3. Sea el sistema de ecuaciones

r—y+2z =1
20 —3y+mz =3
—xr+2y+3z =2m

(a) Demuestre que tiene solucién para cualquier valor del pardmetro m.

(b) Halle la solucién del sistema anterior si m = —1.

(¢) ;Corresponde la solucién obtenida a las ecuaciones de una recta en R3?;Existe algiin valor del para-
metro m para el que la solucién del sistema anterior sea un plano en R3? ;Y un punto en R3?

(d) Halle la solucién del sistema anterior cuando m = 1.

CONJUNTO DE PREGUNTAS 1. Sean A, B y C matrices cuadradas. Justifique si son verdaderas o falsas
las siguientes afirmaciones (puntuardn aquellas respuestas correctamente justificadas; una respuesta que se
limite a indicar la falsedad o no de cada afirmacion tendrd una calificacion de cero puntos).

(a) Si AB =1y CA =1 entonces B = C.

(b) (AB)* = A%B2.

(c) |[AAT| = |A|2.

CONJUNTO DE PREGUNTAS 2. Sea A una matriz 3 X 3 y sean A\; = 1, Ao = 2 y A3 = —1 sus autovalores.
Sean v; = (1,0,1) y vy = (1,1, 1) los autovectores asociados a A\; y As.

(a) ;Es A diagonalizable?

(b) (Podria ser v5 = (—1,0,—1) un autovector asociado al autovalor Az = —1.

(c¢) Calcule A(v; — v,).

CONJUNTO DE PREGUNTAS 3. Considere la matriz

0 1 a 1
1 a 0 O
A= 0 0 1 a
2 2a 0 1
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(a) Demuestre que A es invertible para todo valor del pardmetro a.
(b) Calcule A™! cuando a = 0.

CONJUNTO DE PREGUNTAS 4. Sean las formas cuadraticas

q1 (Q?, Y, Z) = 372 + 4y2 + 522 — 4$y
QQ(w, Y, Z) = _1'2 + 4y2 + 22 =+ Qxy — 2axz.

(a) Demuestre que ¢ (z,y, 2) es semi-definida positiva.
(b) Halle, si existiese, un valor de a de manera que gs(z,y, z) sea definida negativa.

Referencias

Strang, G. (). 18.06 linear algebra. Massachusetts Institute of Technology: MIT OpenCourseWare. License:
Creative Commons BY-NC-SA.
URL http://ocw.mit.edu
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Soluciones

0
(Final Junio 24/25) Ejercicio 1(a) El sistema Az = [0
1

99

O
(Final Junio 24/25) Ejercicio 1(b)
= Si b= 3 entonces rg (A) = 2 (dos filas iguales, independientemente del valor de a).
= Si b # 3 entonces rg (A) = 3 (columnas linealmente independientes; no depende de a).
O
0 3 2 0
(Final Junio 24/25) Ejercicio 1(c) A esinvertiblesib#3. Y | 0 b 2 |z = {0 nosda x =
2 a 1 1
1
2
0 por inspeccion.
0
|
(Final Junio 24/25) Ejercicio 1(d)
= Sib=3, unabasedeC(A) esC(A): ; ;
0
1 0 0
» Sib # 3, entonces cualquier base de R? es una base de C (A); por ejemplo 0 11]; 0];
0 0 1
a
(Final Junio 24/25) Ejercicio 2(a) Como B es simétrica, siempre es diagonalizable.
O
,
-1 1 1 Hgiig -1 0 0 -1 0
(Final Junio 24/25) Ejercicio 2(b) 1 -3 -1 | —— -2 0 — | 0 =2
1 -1 ¢ 1 0 c+1 [(1)I+3] 0 0
[(1)1+2]
Asi, zBx es definida negativa cuando ¢ < —1, semi-definida negativa cuando ¢ = —1, y es indefinida cuan-
do ¢ > —1.
a

(Final Junio 24/25) Ejercicio 2(c) Como se indicé antes, hemos diagonalizado B por congruencia para

c = —1. En efecto, dado que:

Il
— =
O = O
— O O
(o8]

T T
[(H1+3]  [(1)1+2]

[(D1+2] [(1)1+43]
1 00
entonces: B = , D , =] -1 1 0
[(-D1+2] [(-1)1+3] -1 0 1
[(=1)143] [(—1)1+2]
x 1 0 0 1 -1 -1
zBx = |y -1 1 0(D|O0 1 0
z -1 0 1 0 0 1
es decir,

zBx = —1(x —y — 2)* — 2(y)* + 0(2)2.

0 0
-2 0 | =D,
0 0
. Por tanto,
-1 0 T—yY—=z
0o -2 Y ,
0 0 z

También podemos diagonalizar ortogonalmente. Primero calculamos los autovalores. Como

B—M=-AA+1)(A+4),
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se tiene que B posee tres autovalores reales y distintos: A = —4, A = -1, A =0.
Luego encontramos un autovector para cada autovalor (los célculos para resolver los sistemas homo-
géneos se omiten por brevedad, pero el estudiante debe incluirlos):

3 1 1 -3
Parax=-4: B+4dl=|1 1 -1 | = &_4B)=L 6 |;
|1 -1 3 L\ 3 ]
[0 1 1 ] [ /-1\ ]
ParaA=-1: B+1ll=|1 -2 -1 | = &_,)(B)=L -11;
|1 -1 0 | L\ 1 ]
-1 1 1 1
Para A=0: B+ 0l = I =3 1| =¢ypB)=L 01];
1 -1 -1 1
Normalizando estos autovectores, obtenemos una matriz ortogonal Q tal que: xBx =
_V6 V3 V2 _V6 V6 6
6 3 2 6 3 6 r
@owo2)| 4 B || B () -
V6 V3 V2 V2 0 V2 z
6 3 2 2 2
4 0 0 [-¥laz=2)
(7 le-2y-s) _ flatymz) Ve ) 0 -1 0 _VBleta) || s dectr,
0O 0 O V2(z+2)
2
/G ) 2 3 2 V3 2
$B$Z_4<_ (w—Gy—z)> _1<_ (ngy—z)> +0< (9;+Z)>

]

(Final Junio 24/25) Ejercicio 3(a) Dado que rg (A(AT)) =rg (A) =3 y que A(AT) es de orden 3, su
espacio nulo es de dimensién 0.

Nota: Veamos que efectivamente para toda A ocurre que rg (A(AT)) =rg (A).

mXxXmn

C Dado que las columnas de A(AT) son combinacién lineal de las de A, necesariamente C (A(AT)) C C (A).
D Y ahora buscamos demostrar la inclusion en la otra direccién, es decir, que para todo b € C (A) resulta
que b € C (A(AT)); es decir, existe un y € R™ tal que b = A(AT)y:

Sabemos que para todo b € C (A) existe un & € R™ tal que b = Ax. Y sabemos que R" =
C (AT) ® N (A), por tanto, existen f € C (AT) y n € N (A) tales que = f + n.

Por tanto b = Ax = A(f+n) =Af+0 = Af. Pero como f € C (AT) (i.e., como f es combinacién
de las filas de A), sabemos que existe un y € R™ tal que f = yA = (AT)y. Consecuentemente
b=Af =A(AT)y; y por tanto b € C (A(AT)).

O

(Final Junio 24/25) Ejercicio 3(b) Dado que rg ((AT)A) =rg (A) =3y que (AT)A es de orden 5, su
espacio nulo es de dimensién 2.

Nota: La demo de que rg ((AT)A) =rg (A) =rg (AT) es idéntica a la del apartado anterior, basta
renombrar AT por B y A por BT.
|

(Final Junio 24/25) Ejercicio 3(c) Los vectores de {a + b, a — b, ¢} son perpendiculares, pues
(@a+b)-(a—b)=a-(a—b)+b-(a—b)=|al>+0—|b|*+0=1-1=0;

Y como ¢ es perpendicular a a y b, el vector ¢ es perpendicular a cualquier combinacién lineal de a y b.
O
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(Final Junio 24/25) Ejercicio 3(d) Dado que A(AT) es de orden 3, tenemos que [2A(AT)| = 23|A(AT)| =
8ar.

(Final Junio 24/25) Conjunto de preguntas 1(a) Los autovalores de la matriz A = [ _26 39 ]

son la solucién a la ecuacién caracteristica:

—-A—6 2

det(A — Al) = det 9 9

A1+ A2 =det A =50
Como A es de orden 2, también podemos resolver rooe ¢ con idéntico resultado.
)\1 +>\2 =trA=-15

(Final Junio 24/25) Conjunto de preguntas 1(b)

-1 2

o _4 | Asi que una base del correspondiente autoes-

» para A\; = —5 tenemos que: (A + 51) =
. 2
pacio N (A + 51) es [ <1> : }

= para A\; = —10 tenemos que: (A+101) = [ ;1 ? ] . Asi que una base del correspondiente autoespacio

N (A +101) es { (21); ]

(Final Junio 24/25) Conjunto de preguntas 2(a) El espacio columna es un plano, por tanto su
dimension es 2. Si todas las columnas satisfacen x +y + z = 0. Esto significa que cualquier matriz de orden
3 y rango 2 cuyas columnas tengan componentes que sumen cero es adecuada. Por ejemplo,

O

-1 -1 0
A= 1 0 0
0 1 0

Fijese que todas las columnas deben ser ortogonales a (1, 1, 1,), por lo tanto C (A) es el complemento

ortogonal de la recta generada por (1, 1, 1,), es decir, C (A) = £( [ (17 1, 1,) ; ] )J'.
O

(Final Junio 24/25) Conjunto de preguntas 2(b) El espacio columna es un plano (es decir, tiene
dimensién 2), por lo tanto el rango de la matriz es 2, que es menor que el orden de la matriz. En particular,
la suma de sus filas es el vector nulo (ya que la suma de cada columna es cero), por lo tanto sus filas son
linealmente dependientes.

(]
1 2 3| -10 T 1 0 0 0
4 5 6|-2s | F231T3 |4 =3 —6]12
(Final Junio 24/25) Conjunto de preguntas 3(a) (1) (1) 8 8 1o+, (1) _12 _03 100
0 0 1 0 0 O 1 0
0 0 O 1 0 O 0 1
2 1
Por lo tanto, una ecuaciéon paramétrica es V = v €R? |Ipc R, v= (4] +| -2 [p}.
0 1
u
(Final Junio 24/25) Conjunto de preguntas 4(a) Verdadero.
Av=Xv = Bv=A-chhv=Av—cv=X v —cv=(A—c)v.
(]

(Final Junio 24/25) Conjunto de preguntas 4(b) Falso. Aunque A y B sean matrices simétricas,
para que = (AB)z sea una forma cuadratica, la matriz AB también debe ser simétrica, lo cual no ocurre
en general, pues:

(AB)" = (BT)(AT) = BA # AB.

(—2)2+3]
[(4)2+4]

1

4 —
1 —
0 1
0 O
0



Soluciones a los Conjunto de preguntass 62

O
-1 0 0
(Final Junio 24/25) Conjunto de preguntas 4(c) Falso. Por ejemplo: 0 -1 0
0 0 3

(]

(Final Junio 24/25) Conjunto de preguntas 4(d) Falso. Ese conjunto no es cerrado bajo el producto

por escalares. Por ejemplo: % (1, 1, 1,) no pertenece al conjunto.
|

(Final Junio 24/25) Conjunto de preguntas 4(e) Verdadero. Basta comprobar que las combina-
ciones lineales de dichas matrices se mantienen dentro del conjunto. Si B y B’ conmutan con A, entonces

A(cB) = ¢(AB) = ¢(BA) = (¢cB)A

A(B+B’)=AB +AB’' =BA +B’A = (B +B')A.
O

(Final Mayo 24/25) Ejercicio 1(a) Como AP = PD, sabemos que AP . =PD,;; ycomo D es diagonal,
es decir, de la forma Dlj = allj, tenemos que PD|j = aPllj = aPlj. Por tanto:

A(P;) =4(Piy); A(Pp,) =0(P); A(P) =0(Py): A(P) =1(Py).

Asi que, las columnas de P son autovectores de A (por simple inspeccién es evidente que son linealmente
independientes) y los elementos de la diagonal de D son los correspondientes autovalores.

Para comprobar que es simétrica, basta verificar que los autovectores correspondientes a autovalores
distintos son perpendiculares. Por ejemplo, una forma de verlo es verificar que PTP es diagonal:

1 2 0 0 1 -2 0 0 5 0 0 0
-2 1 0 0 2 1 0 O 0 5 00
TP — _ . o
PP = 0 0 -1 1 00 -1 1110 o020l Efectivamente, A es simétrica.
0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 0 2
U
(Final Mayo 24/25) Ejercicio 1(b) Las columnas P, y P; (correspondientes al autovalor A = 0) son
-2 0
una base del conjunto de soluciones Az = 0. Por tanto, N’ (A) ={veR? |IpeR? v= (1) _01 P
0 1
O

(Final Mayo 24/25) Ejercicio 1(c) El enunciado ya nos indica que una solucién particular es, x =
(1, 1, 1, 17). Por tanto,

1 -2 0
. . . 4 9 1 1 0

el conjunto de soluciones del sistema Az =b es{ v € R* | dp e R*, v = 1 + 0 -1 |P
1 0 1

(Final Mayo 24/25) Ejercicio 1(d) Como A = PDP™' y como las columnas 2 y 3 de D son nulas, las
columnas de A son combinacién lineal de las columnas Pll y PI 4 (correspondientes a los autovalores no
nulos). Por tanto,

Base de C (A) =

S o N
_ -0 O

O

(Final Mayo 24/25) Ejercicio 1(e) Dado que A es simétrica, es diagonalizable ortogonalmente. Para
ello, podemos aprovechar la matriz P, pues sus columnas son ortogonales entre si. Solo necesitamos nor-
malizarlas. En el primer apartado, hemos calculado PTP, asi que en la diagonal de dicha matriz podemos
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ver el cuadrado de la norma de cada una de las columnas de P. Asi pues, definamos la siguiente matriz
ortogonal:

5258 g
Q=17 § -z »&
2 2
0 0 ¥z 2
Por tanto,
V5 2v5 V5 2v5
5 A o o000l A8 B oo ol
AT =(z, y, 2 w) 0 0 V2 Va0 0 0 0 N Vi V2 g
-5 % -5
0 o £ wjlooo1 0 o £ 2|
40 0 0 o
:(ﬁmzy) VB(=2u+y)  VB(w—2) ﬁ(wm) 00 0 0|z
5 5 2 2 )00 0 0 Va(w—2)
000 1 VE(t2)

(w—l—z)2 N 4(33+2y)2
2 5 ’

O

(Final Mayo 24/25) Ejercicio 2(a) Los autovalores son aquellos valores que, al ser restados en la
diagonal principal arrojan una matriz singular. Podemos encontrarlos reduciendo la matriz A — Al via
eliminacién:

2-)1 0 b b V14s] [2-A 0 0 aGtbi2) Yougl [2-X 0 0
@ _N_29 a [(/\ 2) } o A_29 a()\;Lf;Q) {((k 2)(>\+2)) } a N—29 0
0 0 2—A 0 0 2\ 0 0 2—A
o calculando las raices del polinomio caracterfstico |A — Al| = — (A — 2)? (A + 2). En ambos casos dedu-
cimos que dichos valores son A = —2 (raiz simple) y A = 2 (raiz doble). Por tanto, la matriz serd
0 0 b
diagonalizable, si y solosi, A—2l=| a —4 a tiene rango 1; es decir, si .
0 0 O
(I

(Final Mayo 24/25) Ejercicio 2(b) Conocemos los autovalores por el apartado anterior. Encontremos
ahora bases para los correspondientes autoespacios &y (A):

0o 0 O 0 0 O
0 o ol &8 100 o N
A=2) 0 0 T4 =1 = Base de &,(A): 1] 0 ];
0O 1 0 0O 1 O 0 1
0 0 1| 00 1
4 0 0]
00 0
(A=-2) = Base de £&_,(A): 11];
1 0 0 0
0 1 0
00 1)
O
4 -1 0| -4 . 4 0 0] o0 4 0 010
1 0 1]-3 [([(;m]] 1 1 1] -2 A 11 010
0 1 0| -4 D1+2 0 4 0] —4 ~1)2+3 0 4 —4|4
(Final Mayo 24/25) Ejercicio2(c) [ T 0 0] 0 S0 N e T I (el B o e
0 1 0] o0 0 4 0| o0 0 4 —41|8
0 0 1] 0 00 1|0 00 110
0 0 0] 1 0 0 0] 1 0 0 0 |1

[(1)3+4]
-
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4 0 0 0

1 1 0 0

0 4 —-41]0

1 1 —1]2 |.Por tanto las coordenadas de w respecto de la base son (2, 4, 1,); es decir, w =
0 4 —-414

0 0 1 1

0 0 0 |1.

2S|1 + 4$|2 + 1S|3 donde las columnas de S son autovectores de A.

O

(Final Mayo 24/25) Ejercicio 2(d) Dado que A no tiene autovalores nulos, la matriz es invertible.
Ademas es diagonalizable, por tanto los autovalores de A" son:

= A = 3 (con autoespacio &,(A)) y

1
2
= A= =} (con autoespacio £_,(A)).

Por tanto, y dado que (2, 4, 1,) son las coordenadas de w respecto de la base de autovectores,

14 -1 0 2 -3 0 2
AHw=AY2|1]+4 0 |+1[1]]=2(L)+4f[ 0 |+1|-L]=]2
0 1 0 0 1 0 2

O

(Final Mayo 24/25) Ejercicio 2(e) Como D" es multiplo de la identidad (D* = 2¥1), tenemos que
A* = S(D*)(S7!) = S(2"1)(ST") = 2FS(S7!) = 2"l
u

(Final Mayo 24/25) Ejercicio 3(a) Aplicando eliminacién de derecha a izquierda sobre la lista de
vectores

,
[(=1)4+3]
[(—1)3+2]
[(=1)2+1]

_

[aer; b+e; cHd; d;] [a; b; c; d;]

que sabemos por el enunciado que son una lista de vectores linealmente independientes.

O

(Final Mayo 24/25) Ejercicio 3(b) Mediante operaciones de eliminacién de izquierda a derecha sobre
B, CyD:
[(~1)1+3]

[(=2)2+3]
IR

Para B : [ a; b; a+2b+c; } [ a; b; c; } ; por tanto, dimE(B) = 3.

[(~1)1+3]
[(=2)2+3]
— |

Para C : [ a; b, a+?2b; ] a; b; 0 ] ; por tanto, dimﬁ(C) =2.

Para D :[ a; b; a+2b; c ] (—> [ a; b; 0; c; }; por tanto, dimE(D) =3.

Fijese que, de hecho, L(D) = ﬁ(B).
O

(Final Mayo 24/25) Ejercicio 3(c) De los tres subespacios, el tinico con dimensién 2 es £(C). Susti-
tuyendo a y b por los vectores indicados podemos encontar una base del complemento ortogona a L'(C)
cuyos vectores usaremos como filas de la matriz que emplearemos para escribir unas ecuaciones cartesianas:

1101 1 0 0 0
1 00 1| (1figg | L -1 0 0
1 00 0] [(-V1+4 | 1 -1 0 -1 :>{veIR{4 [0 010]v_<0>}
01 00 "lo 1 0 o -1 0 0 1 o) [
0010 0 0 1 0
00 0 1 0 0 0 1

|

(Final Mayo 24/25) Ejercicio 3(d) Escribiendo los vectores del conjunto {a, b, ¢, y} como columnas de
una matriz (junto a una columna genérica adicional para deducir la condicién general que debe cumplir un
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vector para completar una base de R*), y aplicando la eliminacién por columnas de izquierda a derecha, te-
T

i
[(=1)1+2] [(1)2+3]

1 1 0] -3 |a [([(3))1142:1%] 1 0 oo 0 . [(4i2b;r24jr5] 1 0 o] o 0 « [;—)3+5] 1 0

10 1 1 b —a 1 -1 1| 4| —a+bd —a 1 -1 oo 0 a— 1 -1

nemos que: | , 5 0 c 0 0 o] o c 0 0 ol o c 0 0

1 1 1| -3 |4 1 0 10| —a+d 1 0 10| —a+d 1 0

Vemos que el vector propuesto no completa la base, pues es combinacién lineal de las tres primeras co-
lumnas (se ha anulado en la eliminacién de izquierda a derecha).

Por otra parte, la ultima columna de la forma pre-escalonada nos indica que la condicién necesaria es
que la tercera componente del vector sea distinta de cero. Asi, por ejemplo, podemos completar la base
con el vector y = (O, 0, 1, O,).

|

(Final Mayo 24/25) Ejercicio 3(e) No es necesario calcular la matriz A™ completa. Basta resolver
Az = (1)
|

3
"1 1.0 0] 0 7 T1 1.0 0]017
10100 10100
000 1]|-1 000 1]0 0
L1t o0jo | 211100 0
100 0[0 |——=|1 00 0[0]. Portanto, (A7), = 0
010 0|0 010 0|0
00 1 0]0 00 1 00 1
000 1] 0 000 1|1
0 0 0 0] 1 0 0 0 01

(Final Mayo 24/25) Conjunto de preguntas 1(a) 1];
2

(Final Mayo 24/25) Conjunto de preguntas 1(b) Dicho subespacio estd formado por todos los vecto-
res perpendiculares a (1, 1, 2,), por tanto, es el conjunto de vectores {'v € R3 | [ 1 1 2 ] v = (0,) }
O

112 et T o 0
(Final Mayo 24/25) Conjunto de preguntas 1(c)Como | 2 y 2z | ——— | ¢z —z+y —2zx+2z |;
1 0 1 1 -1 -1
. . . 3 -1 10 -1 .
unas ecuaciones cartesianas para el conjunto S son < v € R 90 11v=\1) Es decir,
-1 1 0 —1
= V(0
O

(Final Mayo 24/25) Conjunto de preguntas 2(a) Puesto que C y A son matrices semejantes, tiene
la misma traza. Dicha traza coincide con la suma de los autovalores. Por tanto la traza es positiva por ser
A definida positiva.

U

(Final Mayo 24/25) Conjunto de preguntas 2(b) El determinante de una matriz es igual al producto
de sus autovalores:

= Sin es par, el determinante de la matriz es el producto de un nimero par de autovalores. En tal caso el

determinante es positivo tanto si la matriz es definida positiva (producto de niimeros positivos) como

si es definida negativa (pues se multiplica un nimero par de valores negativos): |AB| = |A| |B| >0
~—

>0 >0
= Pero si n es impar y la matriz es definida negativa, su determinante es el producto de un nimero
impar de valores negativos; por tanto. |AB| = |A| |B| < 0.
~ N~
>0 <0
O

(Final Mayo 24/25) Conjunto de preguntas 2(c) Una matriz M es simétrica cuando ;M = M, ;.
Dado A y | son simétricas, tenemos que

JC = (A=b) = A —b(;1) = A, —b(1,) = (A—bl)  =C.

-0 oo

cooo

o0 ooO
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(Final Mayo 24/25) Conjunto de preguntas 2(d) Sea [)\n; An—1;--- A2; b] la lista de autovalores de
A ordenados de mayor a menor. Sabemos que al restar uno de estos A; a los elementos de la diagonal de
A obtenemos una matriz (A — \gl) que es singular. Por tanto, C = A — bl es singular y consecuentemente
uno de los autovalores de C es cero.

Es mas, la lista de autovalores de C resulta ser [(A, — b); (An—1 —b);... (A2 —b); b— b] puesto que
C—(M—Db)l = A—=bl— (A, —b)l = A— Xl es una matriz singular.

Asf pues, y dado que [(A, —b); (An—1 —b);... (A2 —b); 0] es una lista de nimeros NO negativos,

‘ C es semi-definida positiva ‘

]

(Final Mayo 24/25) Conjunto de preguntas 2(e) La matriz no es invertible puesto que (A2 - 2A) =
(A — 2|)A donde la primera matriz del producto es singular, pues 2 es uno de los autovalores de A.

O
(Final Mayo 24/25) Conjunto de preguntas 3(a) Puesto que C (A) =R", el sistema ;- 0,,] de
columnas de la matriz identidad 1 es una base para C (A) Puesto que N (A) = {0}, el sistema vacio,
[], es una base para N (A).

]
(Final Mayo 24/25) Conjunto de preguntas 3(b) Puesto que el rango es n, entonces m > n.

(|

(Final Julio 23/24) Ejercicio 1(a) Como hay tres autovectores linealmente independientes, A es
diagonalizable. Como existen autovectores correspondientes a A = 2 que no son perpendiculares a los
correspondientes a A = —2 (pues v, [ v,) la matriz NO es simétrica.

O

(Final Julio 23/24) Ejercicio 1(b) Como Av, = 2v,, tenemos que A(2v,) = 4v,. Y como la matriz
es de rango completo, 2v, es la tnica solucién.
|

(Final Julio 23/24) Ejercicio 1(c) Como v, y v3 constituyen una base del autoespacio correspon-
diente al autovalor 2, cualquier combinacién de ellos es otro autovector asociado a A = 2; por tanto
{x eR®|Ja,beR: & =av,+bvs}.

O

(Final Julio 23/24) Ejercicio 1(d) Dado que x es una combinacién de autovectores asociados a
A =2, x es un autovector asociado a A = 2. Dado que la potencia n-ésima de una matriz tiene los mismos
autovectores, pero los autovalores elevados a la n-ésima potencia, concluimos que

-1 1 -3 —24
A =02=8|2 1 |-(0]]=8]2|=]| 16
1 1 1 8

(]

(Final Julio 23/24) Ejercicio 1(e) La forma cuadratica es z(ATA)z = (Az) - (Az) = ||Az|* >0
(para © # 0). Pero dado que A es de rango completo, dicha expresién nunca podra ser igual a cero. Por

tanto esta forma cuadratica es ‘ definida positiva |

O

(Final Julio 23/24) Ejercicio 2(a) Dado que las columnas de A son iguales, la matriz es singular, asi
que uno de sus autovalores es A = 0; y como tenemos que

a a « a 0 0

o o a | 449 | @ 0 0 1 1
a a « [(=1)1+3] a 0 0 - e —r 1.

1 0 0 1 -1 -1 A=0 0 ’ 1 ’
0 1 0 0 1 0

0 0 1 0 0 1

La multiplicidad algebraica de A = 0 es como minimo 2. Pero como la suma de los autovalores es igual a

la traza, el tercer autovalor es 3a. Por tanto los autovalores son ‘ A =0 (doble) y A = 3« ‘

O
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(Final Julio 23/24) Ejercicio 2(b) Véase la solucion al apartado anterior.

(Final Julio 23/24) Ejercicio 2(c) Dado que A es simétrica, sabemos que se puede diagonalizar.
Para calcular el autoespacio £,_,, basta notar que la suma de las columnas de A — (3a)l es cero.

—2a o « 1 0 1
a 20 « 11=10 = & 3,=L 1];
a « —2a 1 0 1

-1 -1 1
Por ejemplo, empleando los autovectores encontrados como columnas; tenemos P = [ 1 0 1 ] .

0 1 1
1 -1 1 00 0 1 -1 177"
Consecuentemente A = PDP™! = 1 0 1 0 0 O 1 0 1
0 1 1 0 0 3a 0 1 1

(Final Julio 23/24) Ejercicio 2(d) Dado que Bz > 0y £Cx > 0 para cualquier  # 0, entonces

para cualquier x # 0 tenemos que (B + C)xz = Bz + xCx > 0.
——

——
>0 >0

(Final Julio 23/24) Ejercicio 2(e)

1+7 1 1 T 1 11 ™ 0 0 T
Q('raywz) = (.’E, Y, Za) 1 3 1 Y| = (.’E, Y, Za) 111 + 0 20 Yyl
1 1 4 z 1 1 1 0 0 3 z

donde la segunda matriz es evidentemente definida positiva, y la primera es semidefinida positiva, pues ya
hemos visto que sus autovalores son A = 0 (doble) y A = 3.
a

(Final Julio 23/24) Ejercicio 3(a) Sabemos que m = 4 porque C tiene 4 filas y sabemos que n = 5
porque B tiene 5 filas.

Dado que ABll = Cll = 0 tenemos que A = A|1 - A|5 = 0; por tanto A|1 = A|5.

o O o

-1

(Final Julio 23/24) Ejercicio 3(b) Dado que A tiene 5 columnas y su rango es 2, la dimensién de su

‘espacio nulo es 3 ‘

Dado que (por inspeccién) es evidente que las tres primeras columnas de B son linealmente indepen-
dientes y al mutiplicar A por esas tres columnas obtenemos las tres primeras columnas de C, que son
nulas, concluimos que

1 0 0

0 0 -1
Una base de N (A) es: o1l; |1]; 0 |:

0 0 1

-1 1 0

]

(Final Julio 23/24) Ejercicio 3(c) Dado que AB, = C|,, la cuarta columna de B es solucién. Por
tanto, el conjunto de soluciones es

1 1 0 0
1 0 0 -1
veR? | FpeR v=|1]4+] 0 1 0 |p
1 0 0 1
1 -1 1 0
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O

(Final Julio 23/24) Ejercicio 3(d) Dado que el espacio fila de A es el complemento ortogonal a su
espacio nulo, el espacio fila es el conjunto de vectores perpendiculares a las soluciones de Az = 0; por
tanto

0 0 -1

1 0 1 |v=0

01 0

1 0
veR’|| 0 0
0 -1

O

(Final Julio 23/24) Conjunto de preguntas 1(a) Falso. Si a L a entonces debe ocurrir que
a-a=>%1", a? =0 <= a = 0. Consecuentemente cualquier vector nulo, 0, es perpendicular a si
mismo.

O

(Final Julio 23/24) Conjunto de preguntas 1(b) Verdadero. El rango es igual al mdximo nimero
de filas (y de columnas) linealmente independientes, evidentemente ese maximo no cambia al transponer
la matriz.

O
(Final Julio 23/24) Conjunto de preguntas 1(c) Falso. La matriz A = [} 1] es de rango completo
y con autovalor A = 1 repetido pero el autoespacio asociado es solo de dimensién 1, pues A — 11 = [§}].
Por tanto, A no es diagonalizable.

|

(Final Julio 23/24) Conjunto de preguntas 1(d) Verdadero. Basta comprobar que los vectores de
B son combinacion lineal de los de G y que la dimensién del espacio generado por G también es tres. Una
forma de comprobarlo es aplicando la eliminacién de izquierda a derecha directamente sobre el siguiente
sistema de vectores

[G|B]=][u+v; v+w;, v—w; v+2w;|u; v; w; |;

pero también podemos hacerlo sobre el sistema formado por las coordenadas de dichos vectores respecto
de la base B. Ambos procedimientos son equivalentes. A continuacién se muestra la eliminacién aplicada
a ambos sistemas simultaneamente (para que as{ se vea la equivalencia de ambas vias).

r
[(=1)2+3]
[(=1)2+4]

0 0 0 [(1)2+5]
(71) (1) (0) :| [((=1)2+86]
0 0 1 R

JIE 0]

Como se puede ver, la dimensién del espacio generado por G es tres (Unicamente los tres primeros
vectores no se han anulado); y ademads los vectores de B son combinacion de los de G, pues todos ellos han
sido anulados.

[
[ 1)s+e6
60 () e ¢ e

v+ w —2w w

66 G

u 4+ v

cooco
cooo
cooco
cooo

(Final Julio 23/24) Conjunto de preguntas 2(a)

100 1 100 0 100 0 100 0
01 0 1 010 1 010 0 010 0
00 4 4 00 4 4 00 4 4 004 0
1 1 4 pli—+a |1 1 4 p—1 | (V244 | 1 1 4 p—2 | (-Us+4] | 1 1 4 p—6
1 00 0 1 00 -1 1 0 0 -1 1 0 0 -1
010 0 010 0 010 -1 010 -1
00 1 0 001 0 001 0 00 1 -1
00 0 1 | Lo oo 1 | Lo oo 1 | oo o0 1 |

Por tanto para p # 6.

(Final Julio 23/24) Conjunto de preguntas 2(b) A la luz de los cédlculos del apartado anterior,
parap="7.
(]
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(Final Julio 23/24) Conjunto de preguntas 2(c) A la luz de los pasos del primer apartado, tenemos
que
[(~1)1+4)

[(=1)2+44]

K Data p > 6 Definida positiva
—1)3+44
_—

= {p=06 Semidefinida positiva

— O o =
— O = O
NN =
coc o~
comro
o oo
| oo o

6 p <6 Ni (semi)definida positiva ni (semi)definida negativa

"ok =

p
U

(Final Julio 23/24) Conjunto de preguntas 3(a) Puesto que S es el conjunto de soluciones de
sistema de ecuaciones [ 110 } x = 0, cuya matriz de coeficientes tiene tres columnas y rango 1, la

‘ dimension de S es 2 ‘ Por tanto, necesitamos dos vectores que sean solucién de dicho sistema y que sean

ortonormales. Por ejemplo

_V2 0
2
Base de S : g o lof;
0 1
U
—¥2 0 —2
(Final Julio 23/24) Conjunto de preguntas 3(b) Como 2v/2 g +1(0)] =12, las
0 1 1
coordenadas respecto a la base del apartado anterior son (2\@, 1,).
U
1 1 0] vtz [1 0 0
(Final Julio 23/24) Conjunto de preguntas 3(c) Como [ ] [ } ;
r Yy =z r —x+y =z
unas ecuaciones cartesianas son
: -1 1 0 0
3 _
e |00 V] 0))
O

(Final Mayo 23/24) Ejercicio 1(a) Puesto que z, € R3, necesariamente A tiene 3 columnas (n = 3).
Y puesto que la dimensién de su espacio nulo es 2, el rango de A es 1. Por tanto m > 1. Por ultimo, puesto
que T, = I|2, tenemos que b = Az, = A(I|2) = A|2, es decir, b es la segunda columna de A.

O

1 1 0
(Final Mayo 23/24) Ejercicio 1(b) Conjuntosolucién: ¢ v € R3 |Ipe R, v=|0|+ |1 1 |p

1 0 1
(Final Mayo 23/24) Ejercicio 1(c) Como primer vector de la base, escojamos uno de los vectores

directores. Por ejemplo v. Como segundo vector necesitamos encontrar una combinacién de v y w que sea
ortogonal al primer vector escogido. Es decir, literalmente necesitamos lo siguiente:

v-(av+ﬁw>:(1, 1, 0,)- 1 (1) (g) = (2, 1,)-(g>=2a+6=0

0 1
Por ejemplo, si a = 1 entonces § = —2. Asi pues una base que cumple lo requerido es
1 1
[v; (v —2w);] = 1]; -1];
0 —2

Las coordenadas de v respecto a la anterior base son el vector (1,0,).
O

(Final Mayo 23/24) Ejercicio 1(d) El espacio fila de A debe ser ortogonal a los vectores directores.
Un vector perpendicular a ambos es (1,—1,1,). Si no lo vemos podemos encontrar uno empleando la
eliminacion:

1 10 1 0 O 1 0 0
011 (—1]142] 0 1 1 (—1]2+8] 0 1 0
i1 o0o0|]——|]1 -1 0|——"—|1 -1 1
0 1 0 0 1 0 0o 1 -1
0 0 1 0 0 1 0 O 1
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Como A es de rango 1, todas sus filas deben ser multiplos del vector perpendicular a los vectores directores.
Lo maés sencillo es anadir dos filas de ceros.

-1 1
0 O
0 0

S O =

Esta matriz es triangular, por lo que los elementos de su diagonal principal son sus autovalores: A =1y
A =0 (con multiplicidad algebraica igual a 2).

La matriz es diagonalizable puesto que dim (A — OI) = 2 (las multiplicidades algebraica y geométrica
son iguales para el Gnico autovalor repetido).

u
3 —4
(Final Mayo 23/24) Ejercicio 2(a) Los vectores (4] y [ 3 | son autovectores de A con autovalor
0 0

A = 2. Y por ser A simétrica, los autovectores asociados a A = 0 deben ser perpendiculares a los corres-
pondientes al autovalor A = 2. Por ejemplo (0, 0, 1,). Asf, una base de NV (A) : [ (0, 0, 1,) ; ]

(Final Mayo 23/24) Ejercicio 2(b) Basta escoger dos autovectores correspondientes a A = 2 que no
sean perpendiculares. Por ejemplo sumando dos los que ya conocemos, tenemos:

3 -1 0
41; 71 01;
0 0 1

]

(Final Mayo 23/24) Ejercicio 2(c) Como los autovalores de A son 2 y 0, la forma cuadritica xzAx
es semi-definida positiva.

|
3 _4
Final Mayo 23/24) Ejercicio 2(d) Una matriz ortogonal formada por autovectores de A es 1 éo
5 5
0 0
de manera que
zAz =zQDQTz
3 4 3 4
2 —2 0 2 00 2 0 x
= ( i 9 D1 B
=(z, v, z,) = £ 0 0 2 0 = £ 0 Y
0 0 1 0 0 0 0 0 1 z
, 2 00
N T A I e e e
0 0 O
4 3y 2 3z 4y 2
( 5 + 5) + (5 + 5
|
(Final Mayo 23/24) Ejercicio 3(a)
b =Az = A(z;+x,) = A(z;) +A(z,) = A(xs) +0.
O

(Final Mayo 23/24) Ejercicio 3(b) Si A(z;)=b y A(v,)=b, entonces A(z;—v;) =b—b=0.
Por tanto (a: Fo f) pertenece simultdneamente al conjunto de soluciones Az = 0 y al subespacio
generado por las filas de A (pues tanto x § COmMO v, son combinacién lineal de las filas de A).
Dado que las soluciones de Az = 0 son perpendiculares a las filas de A, el vector 0 es el inico vector que
simultdneamente es soluciéon de Ax = 0 y combinacién lineal de las filas de A. Por tanto, (:B F f) =0.

Es decir @, y v; son iguales.
O

—_— o O



Soluciones a los Conjunto de preguntass 71

(Final Mayo 23/24) Ejercicio 3(c) Resolvamos { 1 ? 5’1 ]a‘,f = (194) .Comoz;=|2 1 (2),
—1
tenemos que
{123]90_{123};} (c)_<14)
—_ = — -
11 -1 R N R AV 9
1 1 4
es decir 140 €) = 14 ,que implicac=1yd=3. Asiquex,=1[2|+3| 1 | =[5
0 3]\da 9 A O 0

(Final Mayo 23/24) Conjunto de preguntas 1(a) El rango de B no puede ser mayor a 2 (pues
B solo tiene dos filas) y tampoco ser menor que 2, puesto que BBT es de rango completo; Por tanto,

‘el rango de B solo puede ser 2 ‘

A . -1 . . .
Como las transformaciones elementales no cambian el rango, y puesto que A™" es invertible, existe
. . -1
una secuencia de transformaciones elementales tales que A™ = I_ . Consecuentemente tenemos que
1 k

BA, .. =BA(A™)=B. Por tanto|1g (BA) =1g (B) = 2|

Ty T,

]

(Final Mayo 23/24) Conjunto de preguntas 1(b) [2A|=2%A|=2° y |BTB| =0 (por ser una
matriz 4 por 4 de rango 2).
(I

. . -1 -1
(Final Mayo 23/24) Conjunto de preguntas 1(c) [(A™)BTB|=|A"|-|BTB| =1 0=0. .
(Final Mayo 23/24) Conjunto de preguntas 1(d) [A;y; Aj; +A 55 Apgs 2A 50 = [Ap; Ays Apgs 2A 5 =
—[A 5 A Apgs 2A 5] = —2det A = —4.

(I
(Final Mayo 23/24) Conjunto de preguntas 2(a) Puesto que
-1 1 0 ()i12] -1 0 0 2 3] -1 0 © (a)5+3] -1 0 0
1 -1 «a |——| 0 0 ¢« |— | 0 -1 a|——| 0 -1 0
0 a -1 [(1)1+2] 0 a -1 (23] 0 a O ((a)2+3] 0 0 a?
f(x) no puede ser definida negativa en ningin caso.
U

(Final Mayo 23/24) Conjunto de preguntas 2(b) Si a # 0 entonces f(x) puede tomar valores
tanto positivos como negativos (solo seria cero en el caso f(0)).

(]
(Final Mayo 23/24) Conjunto de preguntas 3(a)
s n =4 (de lo contrario la diferencia de matrices no estaria definida).
= m <4 (de lo contrario BTB serfa singular).
» rg (B) =4 (de lo contrario BTB serfa singular).
|

(Final Mayo 23/24) Conjunto de preguntas 3(b) Lo mads sencillo es demostrar primero que
B (BTB)_lBT es idempotente:

(8(8"8)"'B")(B(B"B) 'B") = B(B'B) 'B'B(B'B)" B" = B(B'B) B’

Por tanto (y denotando la matriz B (BTB)_lBT con M para que sea maés sencillo):
AA=(1-M)(I-M)=1-M-M+MM=I1-2M+M=1-M=A.
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(Final Mayo 23/24) Conjunto de preguntas 3(c) Puesto que ;AB; = (;A) - (B;) = 0, basta

comprobar que AB es nula. Y efectivamente AB = (I — B(BTB)_lBT)B = B - B(BTB)_lBTB = 0.
([l

(Final Mayo 23/24) Conjunto de preguntas 3(d) Ahora que A es cuadrada, existe B™. Por tanto
ahora (B™B)™ = (B™1)((BT)™) y
|- B(BTB)_lBT =1- B(B'l)((BT)_l)BT =1-1=0.
(Il

(Final Junio 22/23) Ejercicio 1(a) Dado que u € W, los vectores de W pertenecen a R?, por tanto,
. Dado que la dimensién de W = N (A) es 1, el ‘ rango de A es 2 ‘ Es imposible saber el ntimero

de filas de A, tan solo se puede decir que (en caso contrario el rango no podria ser 2).

O
1 1
(Final Junio 22/23) Ejercicio 1(b) El conjunto soluciénes{ v € R? | Ipc R, v= (0| + | 1 |p 7,
0 0
1 1
pues A [0 | = All , v por el enunciado sabemos que 1]: | esuna base del subespacio N/ (A) =W.
0 0

(Final Junio 22/23) Ejercicio 1(c) Basta con que sus filas (de R?) sean perpendiculares a u. Por
ejemplo A = [1 -0 .
0 0 1
U

(Final Junio 22/23) Ejercicio 1(d) Dado que BAz = 0 = B™'BA = B0 = 0 tenemos que
N (BA) C NV (A).Y dado que Az =0 = BA = B0 =0, tenemos que A" (A) C N (BA).

Asi, N (A) =N (B), es decir, W = V. Por tanto V =W ={v eR® | IJpeR!, v =

e
i)

(Final Junio 22/23) Ejercicio 1(e) Dado que el rango es 2, la dimensién de su espacio fila es 2. Dado
que las filas deben ser perpendicules a u, unas ecuaciones cartesianas son C (AT) = {’U € R? ’ [ 1 1 0 ] v = (0,) } .

(Final Junio 22/23) Ejercicio 2(a) Empleando la primera pista:
n=rg(C’C) <rg(C)<n = 1g(C)=n.
Empleando la segunda pista: Como las columnas de CTC son combinacién lineal de las de CT:

c(€CC)cc(C’) = n=dimC(C'C) <dimC(CT)<n = dimC(CT)=rg(C)=n.

(]
(Final Junio 22/23) Ejercicio 2(b)
w=u = (CTC)_l(CT)z =0 = (C")z=(C'C)0=0 = C,;Llz paraj=1:n
|
(Final Junio 22/23) Ejercicio 2(c) Puesto que C es ortogonal, C(CT) =1 = (CT)C; por tanto
lw —ul* = (CT)z||* = (€CT)z-(CT)z = 2(C)(CT)z = z-= = |=|”.
O

(Final Junio 22/23) Ejercicio 2(d) Es diagonalizable porque es simétrica, ya que ((CT)C)T =
(€T ((enT) =(cnc.
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(Final Junio 22/23) Ejercicio 2(e)

11 0 1 0 0 1 0 0
1 2 0 i 1 1 0 i 0 1 0 s 1 o
0 0 1 | =m1+2 | 0 0 1 | [(=1)2+1) 0 0 1 et B

T 0 0 T -1 0 2 -1 0| ((C )C) [OI é (1)]
01 0 0 1 0 1 1 0

00 1 0 0 1 0 0 1

(Final Junio 22/23) Ejercicio 3(a) Dado que D es diagonal, cada una de sus columnas es de la forma:
Dlj = djj(llj). Asi, multiplicando por P a ambos lados de A = PDP™* tenemos que AP = PD. Por tanto

es decir, que al multiplicar A por cada columna de P obtenemos un multiplo de dicha columna.
a

(Final Junio 22/23) Ejercicio 3(b) Dado que las dos primeras columnas de P son autovectores que
corresponden al autovalor A = 1, basta cambiar una de ellas por una combinacién lineal de ambas, para
que las dos primeras columnas dejen de ser perpendiculares entre si. Por ejemplo sumando a la segunda

1 0 1
columna la primera C = [Pll; (P|2 + Pll); Plg;} =11 2 1
1 1 -2
|
(Final Junio 22/23) Ejercicio 3(c) Basta dividir cada columna de P por su longitud para que las nue-
V3 V2 V6
3 2 6
vas columnas tengan longitud 1. Por tanto Q = {%(Pu)? % (Plg); % (Plg);} = g g ?
S0

(Final Junio 22/23) Ejercicio 3(d) Basta demostrar que B es simétrica. Sabemos que A es simétrica,
ya que se puede factorizar como QDQT. Y como la inversa de una matriz simétrica es simétrica, tenemos
que BT=(A-A")T=AT - (AT = A — A" = B. Asf pues,

qe(z,y,2) =Bz = zAx — (A )z =2QDQ 'z —2Q(DHQTz = zQ(D — D'l)QTa:;

es decir

V3 V2 V6 V3 V3 V3]
00 0 e 00 0 ¥i M3 M3 x
tBzx=xQ |0 0 0 |QTz=x| B 2 & 000 —¥2 2 y
00 2 V3 g _\ 00 3 V6 V6 VG| \z

3 3 6 6 3 J

0 0 V6 V3(z+y+z) V3(z+y+2)

4‘ 3 3

— (&, y =)0 0 & Va(rty) :(07 0, x/é(mzydz)’) VA ty)

0 0 _§ \/5(14%%22) \/5(962%22)
(@ +y—22)°

4
(]

(Final Junio 22/23) Conjunto de preguntas 1(a) Dado que la matriz BTB es diagonal y que
i (BTB)U = (B|i) . <B|j)’ sabemos que B|i 1 Blj cuando ¢ # j (las columnas de B son ortogonales entre

si). Adem4s, como las columnas de B pertenencen a R?, tenemos que 3 > rg (B) > rg (BTB) = 3. Por
tanto las 3 columnas de B son una base de R3 formada por vectores perpendiculares entre si.
O

(Final Junio 22/23) Conjunto de preguntas 1(b) (A — Sl)x = 0 tiene solucién tnica si y solo si
(A — AI) es invertible. Como los valores A que satistacen la ecuacién caracteristica son aquellos que hacen
singular a la matriz (A — Al), los valores de 3 tienen que ser aquellos tales que 3(8 — 1)(8? — 4) # 0. En
particular 5 tiene que ser distinto de 0, distinto de 1, distinto de 2 y distinto de —2.

|
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(Final Junio 22/23) Conjunto de preguntas 1(c) Como las columnas de A son combinaciones
lineales de las columnas de B, sabemos que C (A) ccC (B) Y como B (con dos columnas) y C (con dos
filas) tienen rango 2, necesariamente rg (A) = dimC (A) = dimC (B) = 2. Por tanto C (A) =C (B)
Consecuentemente, las columnas de B forman una base de C (A)

O
(Final Junio 22/23) Conjunto de preguntas 2(a)
T
111 {E—giig} 1 0 0
1 01| ——=1]1 -1 0 = H={veR’|[-1 0 1]v=(0)}.
r Yy =z r —xr+y —xr+z
(3)2]
(-2)142
3.2 47 MO8T3 0 0
001 |—"—10 0 3 = G={veR’ |[-2 3 0]v=(0,)}.
r Yy z r —2x+3y —4dxr+ 3z
O

(Final Junio 22/23) Conjunto de preguntas 2(b) Son los vectores de la interseccién de los planos
H y G. Es decir, son aquellos que satisfacen simultdneamente sus correspondientes ecuaciones cartesianas.

-2
Asi, los vectores pedidos deben satisfacer el sistema de ecuaciones: [ 30 ] T = (8) ; por tanto

-1 0 1
-2 3 0 - -2 0 0 - -2 0 0
_ ((2)2] -1 = [(3)3] -1 =
L O L ey | =L =3 L ey [ =L =3 O 3
1 0 0| —— 3 0| —— 1 3 3 = HNG =L 21,
0 1 0 0 2 0 0 2 2 3
0 0 1 0 0 1 0 0o 3
U
—1 -1 0 0 T -1 0 0 0 T
inal Junio onjunto de preguntas 3(a P L N e T S L A i
Final Junio 22/23) Conjunto d 3 R e B
0 0 —1 —a 0 0 —1 —a
-1 0 0 0
-1 -1 0 0 por tanto |a # 1|
o o 1 12a
O

(Final Junio 22/23) Conjunto de preguntas 3(b) Puesto que P(P™') = I sabemos que P(P_I)U =

I;- Por tanto basta multiplicar Pv y comprobar si hay valores de a para los que Pv es la segunda columna
de la matriz identidad.

-1 -1 0 0 0 0

-1 -2 0 0 01 _ 0 . _ p-1

0 0 -1 -1 7% = 1 = si a = 4, entonces v = (P )|3.
1 4 a

O

(Final Junio 22/23) Conjunto de preguntas 3(c) Necesariamente . Lo podemos ver diago-
nalizando por congruencia:

—1 —1 0 0 T —1 0 0 0 T —1 0 0 0
-1 -2 0 0 [(=1)1+2] 0 -1 0 0 [(=1)8+4] 0 -1 0 0
0 0 -1 -1 T 9 0 -1 -1 T 0 0 -1 0
0 0 -1 —a [((=1)1+2] 0 0 -1 —a [(=1)8+4] 0 0 0 1-a
1 1 0 0
. . . . 1 2 0 0
0 por menores principales superiores, pues si P es def. negativa, entonces —P = 00 1 1] def.
0 01 a

positiva: det [ 1 | =1; det[ 1
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(Final Junio 22/23) Conjunto de preguntas 4(a) Es falso. Por ejemplo si A = 0, siempre tenemos
que B0 = 0.
(Il

(Final Junio 22/23) Conjunto de preguntas 4(b) Es imposible. Tanto A como D tienen rango 2
como méximo. No es posible que el producto sea de rango 3.
(I

(Final Mayo 22/23) Ejercicio 1(a) Como A tiene 5 columnas y la dimensién de su espacio nulo es
2: rg(A) =5—-2=3
Dado que la soluciéon particular indicada en las ecuaciones paramétricas del enunciado es la primera
columna de la matriz identidad de orden 5, tenemos que A(I) h= A|1 =b.
a

(Final Mayo 22/23) Ejercicio 1(b) Dado que B|; = AE; = A(Elj), cada columna de B es com-
binacién lineal de las columnas de A, es decir C (B) cc (A) Y dado que Alj = B(E'l)lj = B(E'1|j),
cada columna de A es combinacion lineal de las columnas de B, es decir C (A) ccC (B) Por tanto
¢ (A)=c (B).

O

(Final Mayo 22/23) Ejercicio 1(c) Dado que cada fila de A tiene 5 componentes y que el rango de A
es 3, una base del espacio fila de A estard formada por tres vectores de R® linealmente independientes y que
sean perpendiculares al espacio nulo N/ (A) Los tres vectores dados pertenencen a R® y son linealmente
independientes (basta fijarse en sus tltimas componentes). Ademds son perpendiculares a las dos soluciones

especiales empleadas en el enunciado, por tanto | son una base de C (AT) .

O

(Final Mayo 22/23) Ejercicio 1(d) Basta usar los vectores del apartado (c¢) como filas de la matriz

de coeficientes
-1 1 1 0 0
N(A)=SzeR’|| 0 0 0 1 0|z=0
0O 0 0 0 1
O

(Final Mayo 22/23) Ejercicio 1(e) Efectivamente v € A" (A), pues v satisface las ecuaciones carte-
—1

-1 1 1 0 O —2 0
sianas encontradas en el apartado anterior: 0 0 0 1 0 1 |=1]o
0 0o 0 0 1 0 0
0
Como base de N (A) nos basta emplear las soluciones especiales indicadas en las ecuaciones paramétrices

del enunciado, por tanto solo necesitamos saber qué combinacion lineal de los vectores de dicha base es
igual a v:

1 1] 1 7 (1 0 0 ] (1 0 0
0 1| 2 0 1 2 0 1 0
10| =1 | (qfyyg |1 —1|-2 . 1 —1]0
0 0] O [(=1)1+3] 0 O 0 [((=2)2+3] 0 0 0 1
0 ol o _ 0 0 0 _ 0 0 0 Coordenadas: (_2>.
1 0[] 0 1 —1|-1 1 -1 1
0 1, 0 0 1 0 0 1 | -2
0 0] 1 | 0 0 [ 1 | |0 0| 1 |

(Final Mayo 22/23) Ejercicio 2(a) Aplicando eliminacién por columnas:

[(~1)1+3] .
1 0 1 al-—-bh [E(;“))ili :]] 1 0 0 O 0 ( (—1[;(1-?-?332]4-5] 1 0 0 O 0
1 1 0 al|—-by | — 1 1 =1 0|bi—by | —2" 11 1 0 0 0
0 1 -1 c| —bs 01 -1 ¢ —b3 0 1 0 ¢| —by+by—03
o bien, aplicando eliminacién por filas:

1 0 1 a|-—-bh 1 0 1 a —by 1 0 1 a —b1

1 1 0 a| —b _ 0 1 -1 0|b—0b2 _ 01 -1 0 by — bo

0 1 —-1 c¢| —b3 [(71‘)r1+2] 01 -1 ¢ —bs [(71‘)'-2+3] 0 0 0 c¢| —by+0b—0bs
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concluimos que tanto si ¢ # 0 como si —by + bs — bg = 0 el sistema tiene solucién.

(Final Mayo 22/23) Ejercicio 2(b)

10 1 al-27 10 0 00 10 0 010
11 0 al-1 . 11 -1 0|1 11 0 010
_ [(=1)1+3] _ T
0 1 =1 c| 1 [ lED 0 1 -1 e |1 | (5 |01 0 |0
1 0 0 0} O [(2)1+5] 1 0 -1 —al|?2 [(=1)2+5] 1 0 -1 —-al| 2
0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 -1
0O 0 1 0] 0 0 0 1 0|0 0 0 1 0 0
0 0 0 1 0 0 0 O 1 0 0 0 O 1 0
00 o o] 1 | 0 0 0 o0 |1 00 0 o1 |
2 —1
Si ¢ # 0 el conjunto de soluciones es { v € R* | Ipc R, v = _01 + 1 p
0 0
2 -1 —a
) . . . ) -1 1 0
Y si ¢ =0 el conjunto de soluciones es ¢ v € R* | Ip € R?, v = 0 + 1 0o | P
0 0 1

(Final Mayo 22/23) Ejercicio 2(c) El subespacio de soluciones de Az = 0 debe ser de dimensién 2.
Por tanto, necesariamente ¢ = 0. Ademds, los vectores de B tienen que ser perpendiculares a las filas de
A. Por tanto, el producto de A por la matriz B cuyas columnas son los vectores de B debe ser una matriz

nula:
10 1 a _11 2 0 a+1 ez 0
1 1 0 a 1 1 |= 0 a+1 = { 1
— a = —
0 1 1 ¢ 0 1 0 c

O

(Final Mayo 22/23) Ejercicio 2(d) Basta ver cémo deben ser los pardmetros para que las filas de A sean
combinacién lineal de las filas de C. Podemos hacerlo mediante eliminacién por columnas (transponiendo
las matrices C y A)It is enough to see how the parameters must be so that the rows of A are a linear
combination of the rows of C. We can do this by column elimination (transposing the matrices C and A).

71T1+2 1 72-+3
L1110 1R T o o 0 o lEE T ol oo 0 0
-1 —-2]0 1 1 [(=1)1+4] -1 -1 1 2 1 [(1)2+5] -1 -1 0 0 0
2 3 1 0 -1 2 1 —1 —2 —1 2 1 0 0 0
4 4 |a a c 4 0 |a—4 a—4 ¢ 4 0 |la—4 a—4 c¢
o mediante eliminacién por filas:
1 -1 2 4 1 -1 2 4 1 -1 2 4
1 -2 3 4 0 -1 1 0 0o -1 1 0
1 0 1 a|—|0 1 -1 a—-4|——| 0 0 0 a—4 |.Asique
1 1 0 a %(71§1+4{ 0 2 -2 a-—4 {(1)5+5} 0 0 0 a—4
(—=1)1+3 (2)2+4
0 1 -1 c] i Lo 1 -1 e ats Lo 0 0 e
La respuesta es ‘ a=4y ¢c=0 ‘
O
. s . -1
(Final Mayo 22/23) Ejercicio 3(a) Como ATl'“Tk = A(I"'l"""k) =1 = I"'l“'Tk = A"". Basta
comprobar que mediante transformaciones elementales se llega a la matriz identidad:
10 00 . 1 0 0 0 [p-9)aty 10 0 0 - 10 0 0
2 .2 0 0| [(-12+1] 0 20 0] (=na+21 [0 2 0 0| (32 o 10 0
0 010 0 0 1 0 00 10 0 01 0
2 b 0 1 2—-b b 0 1 0 0 0 1 0 0 01
O

(Final Mayo 22/23) Ejercicio 3(b) Dado que si las columnas de la matriz invertible S son autovectores

1
de A tenemos que A = SD(S™!), entonces si A es invertible, tenemos que A" = (SD(S_l)) =SD!(S7h);
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es decir A™! también es diagonalizable, tiene los mismos autovectores que A y sus autovalores son los
inversos de los de A. Por tanto, podemos trabajar directamente con A. Como los autovectores de A son
los niimeros de la diagonal (por ser A triangular), tenemos que A = 1 estd repetido tres veces, veamos
cuando A (y por tanto A™") es diagonalizable:

0 0 0O 0 0 0 0
2 1 00 2 0 0 0
0 0 0O (2)2] 0 0 0 0
[A — (1)” 2 b 0 0| [(-D1+2] 2 2(b-1) 0 0
| I ] |1 000 1 -1 00}’
01 00 0 2 00
0 01O 0 0 1 0
L0 0 0 1] | 0 0 0 1 |
es decir, para que la dimensién del autoespacio £,_; sea 3, es necesario que .
a
-1 0 0
. . . . 2 0 0
(Final Mayo 22/23) Ejercicio 3(c) Ya sabemos que ols 11l |ofs | esuna base de £,_;
0 0 1
cuando b = 1.
-1 0 0 0 [ —1 0 0 0]
2 0 O 0 2 0 0 O
0O 0 -1 0 . 0 0 -1 0
[A-@1_| 2 1 0 -1 |24 | 2 1 0 0
Por otra parte, como T ] T 0 0 0 T o0 o0 o’ entonces
0 1 O 0 0O 1 0 1
0O 0 1 0 0O 0 1 O
0 0 O 1 0O 0 0 1]
0 -1 0 0
1 2 0 0 4
ol Nk NE 0|3 | esuna base de R* formada por autovectores de A.
1 0 0 1
|
(Final Mayo 22/23) Ejercicio 3(d)
» 2ATB| = [2A||B| = 2% x 2 x 2 =20 = 64.
« |AB-B|=|(A-1)B|=0x2=0.
= tr (BAB'I) =tr (A) = 5 por ser BAB™! semejante a A.
|

(Final Mayo 22/23) Conjunto de preguntas 1(a) Verdadero: Como AB;,=BD; = B)\j(llj) =
A;B 17 donde D es una matriz diagonal, cuya diagonal contiene los correspondientes autovalores A;, y como
x = Ba, entonces
Aray
Ax = ABa =BDa =B
Ann

Otra demo: Como las columnas de B son una base de R", entonces A = BDB™, donde D es diagonal
con los correspondientes autovalores en su diagonal principal, de manera que Da = (Aja1, ... A\nay, ). Por
tanto, como = Ba, tenemos que Ax = BDB™'z = BDB'Ba = B(Da).

|
1 0
(Final Mayo 22/23) Conjunto de preguntas 1(b) Falso: Sea B = 0],(1 (es decir, una
0 0
0 0 1
base del subespacio de vectores cuya dltima componente es nula) ysea A= | 0 1 0 | ; entonces,
1 00
0 0 1 1 0 0 1 0 0 0
B* = 0 1 0 0],/0 1 0 1 = 0,11
1 00 0 1 00 0 1 0
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es base del subespacio de vectores cuya primera componente es nula.
|

(Final Mayo 22/23) Conjunto de preguntas 1(c) Verdadero: Como ;C = |(A +AT) = gA+

J
(AT) = (AT); +A; =C;, la matriz C es simétrica y, por tanto, diagonalizable.

Jl |7
(]

(Final Mayo 22/23) Conjunto de preguntas 1(d) Verdadero: Como Av = 3v, tenemos que

12 = f(v) =vAv =v - (3v) = 3('0 -v) = 3||’U||2; por tanto ||v||2 = 4; es decir | ||v] = 2|

(Final Mayo 22/23) Conjunto de preguntas 1(e) Verdadero: Como 1 = |A| = A1 X A2 X A3 =
1 X 2 X Az, tenemos que A3 = %; y como los autovalores de A™! son los inversos de los autovalores de A,

-1 . . . .
sabemos que A y A™" tienen los mismos autovalores, por tanto, tienen la misma traza.
O

(Final Mayo 22/23) Conjunto de preguntas 2(a) Comorg (A(BT)) = 3, necesariamenterg ( A ) =

3x3 3x4

rg(3§4) =3

O

=0= ‘(BT)A‘ (pues no

4x4

(Final Mayo 22/23) Conjunto de preguntas 2(b) Por una parte,

(BT)B

4x4

pueden tener rango 4), y por otra |B(AT)| = ’(B(AT))T’ =|A(BT)| = 2.
([l

(Final Mayo 22/23) Conjunto de preguntas 2(c) Dado que A(BT) es de rango completo (invertible)
la dnica solucién es © = 0.

|
(Final Mayo 22/23) Conjunto de preguntas 2(d)
det [C|2; (C|2 —Cll); (2C|2 +C|3); ] =det [Clz; —Cll; C|3; ] = —det [C|2; C|1; C|3; ]
=det [C)); Cpy; Cp35 | = |C[ = |ABT| =2.
|
(Final Mayo 22/23) Conjunto de preguntas 3(a) Diagonalizando por congruencia podemos
Lo 0 0y 00
saber los signos de los autovalores. Asi, como | —1 b 0 e -1 -1 0 —_
0 0 2 0 0 2| i+
1 0 O
0 b—1 0 | concluimos que
0 O 2
» si b < 1, no es nada (puede tomar valores tanto positivos como negativos).
= si b =1, es semidefinida positiva.
= si b > 1, es definida positiva.
O
2o 0o | IR | 5oe a s | LR | S
. . C - -3)1+ - —4)2+ -
(Final Julio 21/22) Ejercicio 1(a) 0 1.0 0 o 1. 0 o l—™1
1 3 1 0 1 3 -1 -3 1
1 0 0 0
-2 2 0 0 1 . .
0 1 -2 o por tanto son 4 vectores de R* linealmente independientes.
1 3 -7 -1
a
1 0 2 3
(Final Julio 21/22) Ejercicio 1(b) Por el iado t A 22020 1205
inal Julio jercicio or el enunciado tenemos que 0o 100114 0 10
1 310

w =N o

N —

0
0
-2
-7

0
0
-4
—15
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1 0 2 3
e | 72 2 0 2 12 0 5 1 _ -1 .
Por tanto, si B = 0 1.0 0 yC—[4 0 10 2},en‘concesA—C(B ), ya que por el primer
1 310

apartado sabemos que B es invertible.
|

(Final Julio 21/22) Ejercicio 1(c) Como AT = (C(B_l))T = (B™H)T(CT), donde (B™Y)" = (BT)_1
es rango completo; y puesto que para cualquier E invertible, (AT)x = 0 si y solo si E(AT)x = E0 = 0,
el conjunto de vectores que son solucién de (AT)x = 0 es el mismo que el conjunto de vectores que son

solucién de E(AT)x = 0. Asi, tomando E = BT tenemos que el conjunto de vectores que son solucién de

(AT)x = 0 es el mismo que el conjunto de vectores que son solucién de BT(AT)x = BT <(BT)_1(CT))£B =

(CT)x = 0. Asi que

2 4 2 0

0 0 ) 0 0

510 | (—2+2 | 5 0 T2\
L 2|/ 1 o = unabasedeN(A)es.{(l),]
1 0 1 -2

0 1 0 1

([
inal Julio 21/22) Ejercicio 1 uesto que A = tenemos que m = 2y n = 4. e
(Final Juli /22) Ejercici (d) P A Cc (B'l) 2 4. Y del

2X4 4x4
anterior apartado, la dimensién de A/ (AT) es 1, pero como dicha dimension es igual a m — r, tenemos que
r=1.

O
1 0 -1 0 1 0 1 0 2 0 0 O
o1 0 -1 0 1 0 1 0 2 0 O
. . . . . T . _
(Final Julio 21/22) Ejercicio 2(a) ATA = 10 1 0 1 0 10l1=loo 2 0
01 0 1 0O -1 0 1 0 0 0 2
Las componentes fuera de la diagonal son nulas (i|ATA|j =0 con i # j), asi que las columnas de A son
ortogonales entre si.
O
1 0 1 0|0 1 0O 0 01O
0 1 0 11]0 T 0 1 0 110 T,
(Final Julio 21/22) Ejercicio 2(b) | —1 o 1 oo | 2281 4 o 2 oo | L2024
0 -1 0 1]0 0O -1 0 1|0
0 0 0 O0]1 0 0o 0 0|1
1 0O 0 OO0
-1 0 2 0|0 |.Portanto, |[detA =4
0O -1 0 2|0 7
0 0 0 of1
O
(Final Julio 21/22) Ejercicio 2(c) Como ATA = 2l tenemos que (%AT)A =1
O

(Final Julio 21/22) Ejercicio 2(d) Como S es un subespacio, los vectores de S deben ser soluciones de
un sistema homogéneo de ecuaciones. Las filas de la matriz coeficiente de ese sistema homogéneo deben ser
ortogonales a las dos primeras columnas de A. Como las dos ultimas columnas de A son perpendiculares
a las dos primeras, tenemos que

1 01 0 0
_ 4 _
s {veR {0 0l 1}@}
O
(Final Julio 21/22) Ejercicio 2(e)
1 0 1 0 6 0 0 O 1 0 1 0 16 0
9 ndy/AdyA 0 1 0 1| _|[ o 166 0 o0 0 1 0 1| 0 16
A% = (AT (ADA = (—4)(-4D) -1 0 1 o| | 0o o0 16 0 -1 0 1 o] | -16 o0
0 -1 0 1 0 0 0 16 0 -1 0 1 0 —16

16

16

16

16
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1 1-b b 1
autovalor asociado es A = 1. Por otra parte (17 1,) no es autovector de A salvo cuando A es simétrica
puesto que

Si A<1>:<a_b+1>esmﬁltiplode (}) = a—-b=-a+b = 2a=2b

(Final Julio 21/22) Ejercicio 3(a) AT (1> = [ a l-a } (1> = (}) ; consecuentemente el

1 —a+b+1
(]

(Final Julio 21/22) Ejercicio 3(b) Por una parte, puesto que las componentes de A no son negativas,
y como las componentes de v tampoco son negativas: v; > 0

i (Av) = |((A|1)”1 + (Alz)’”2) = (Ap)vz + (;Ap)v2 = 0

%

pues es una suma de nimeros no negativos. Por otra parte, como v; + vo = 1 y puesto que el producto
punto de un vector v por un vector de unos es la suma las componentes de v, tenemos que

vG) _ (ZDG) —utu=1.

Asi pues, como AT G) = G) ; v como Av = v(AT) entonces la suma de las componentes de Av es:

()=o) -

(Final Julio 21/22) Ejercicio 3(c) La traza de A es (a + b) y por tanto la suma de autovalores

1+ X =a+0b;esdecir, o =a+b—1|,donde 0<a<1y 0<b<1. Por tanto, los casos extremos

O

son: _ 3
10
A =1 cuando a = b =1, en cuyo caso A = 01
0 1]
Ao =—1 cuando a =b =0, en cuyo caso A = 1 0

en el resto de casos —1 < Ag < 1. Por tanto, en todos los casos |Az| < 1.
O

(Final Julio 21/22) Ejercicio 3(d) Como A es simétrica, sabemos (parte a) que (1, 1,) es autovector
y que cualquier vector de R? no nulo y perpendicular serd otro autovector, por ejemplo (—1, 1,). Pero
también podemos calcularlos:

Para A =1: A—Iz[i:i i:T]:}g(l)(A):£<l<1>;]>

Para Ao = 20 — 1 A—(2a—1)l_l1_a 1”] :»5(2(1_1)(A)_c<
l—a 1-—a

Por tanto, B = [(1> ; (_1> ; } es una base de R? formada por autovectores de A es.

1 1
O
(Final Julio 21/22) Ejercicio 3(e) Afz = Af(av+pw) = a(AF)v+8ANw = a(M)v+B005)w.
Como A\ =1y como |Az]| < 1, resulta que: limy_, Az = av = « } .Y como las componentes de

z suman 1, necesariamente o = %, por tanto

1/1
P
Z_kIL%ko_Q(l)'
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(Final Julio 21/22) Conjunto de preguntas 1(a) Dicha matriz debe ser una matriz m cuyo espacio
nulo es unidimensional. En otras palabras, el rango es 3 — 1 = 2. Podemos tomar A como una matriz de
2 x 3 cuyas filas son linealmente independientes. Como ejemplo, tomamos

(1] )

(Final Julio 21/22) Conjunto de preguntas 1(b) Para encontrar todas las soluciones, aplicamos la
eliminacién:

]

1 1 1] -1 ( )T | 1 0 0 0
—1)1+2
—oto| G == -
- - 3 1 _
01 0l o — 10 1 olol ™ veER’ |[IpeR, v= 8 + (1) p
0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1

O

(Final Julio 21/22) Conjunto de preguntas 2(a) Calculando los menores principales superiores
tenemos:

a 2

a 2
det[ a | =a>0; det[2 a]:(a—Z)(a+2)>0; det | 2 a =2(a—2)(a+1)>0.
11

(NGRS

Por tanto la condicién es a > 2.
O

(Final Julio 21/22) Conjunto de preguntas 2(b) Como hay un elemento positivo en la diagonal
principal, A nunca podria ser definida negativa.
(Il

(Final Julio 21/22) Conjunto de preguntas 2(c) Puesto que |A|=2(a—2)(a+1) — Aes
singular si y solosi a=-1 6 a=2.
(]

(Final Julio 21/22) Conjunto de preguntas 3(a) A es triangular superior, por lo que los valores
propios son las entradas en la diagonal: 0,0, 0, 0.

([l
(Final Julio 21/22) Conjunto de preguntas 3(b) A tiene rango 3, por lo que s6lo hay un autovector
1
linealmente independiente. 8 ;
0
O
4 3 37
(Final Julio 21/22) Conjunto de preguntas 4(a) (AT)”' = (A'l)T = -1 -1 -1 =
-3 0 1
4 -1 -3
3 -1 0
3 -1 1
([l

(Final Julio 21/22) Conjunto de preguntas 5(a) Falso. Si el conjunto de soluciones de Az = 0 es
una recta, entonces el rango de A es 2. Por tanto, la tnica solucién de (AT)y = 0 es el punto y = 0.

(Final Julio 21/22) Conjunto de preguntas 5(b) Verdadero. A = PD(P)_1 = AT =

(PH'™DPT = (PT)'DPT.
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(Final Mayo 21/22) Ejercicio 1(a)

1 2 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0
2 5 1 1 K 2 1 -1 1 s 2 1 0 0 2 1 0 0
0 1 1 3 &713113} 0 1 1 3 [gg);jl] 0o 1 2 2 (cifapa |0 1 2 0
T 0 00| —"% |1 —2 -1 0| —5|71T —2 -3 2 1 —2 -3 5
01 0 0 0 1 0 0 0o 1 1 -1 0 1 1 =2
00 1 0 0 0 1 0 0o 0 1 0 0o 0 1 -1
00 0 1 0 0 0 1 0 0 o0 1 0 0 0 1

Puesto que el rango de A es 3, entonces R® C C (A) y por tanto Ax = b tendra infinitas soluciones
para cualquier b € R? (pues hay columnas libres). Pero como R* ¢ C (AT)7 entonces ATy = ¢ podria no

tener solucion para algtin ¢ € R?*, pero en caso de tenerla, serd tinica (puesto que no hay filas libres en A).
|

(Final Mayo 21/22) Ejercicio 1(b)

1210 12 1 12 1 0
251 1|—s01 -1 1]——s|01 -1 1
0 1 1 3| (=201420 |0 1 1 3| (—1)243 |0 0 2 2

Como la ultima fila pertenece a C (AT) y tan solo dos de sus componentes son nulas, dicho vector es una
posible respuesta es: ATy = ¢, donde ¢ = (O7 0, 2, 2,).

O
(Final Mayo 21/22) Ejercicio 1(c) De la eliminacién en el apartado (a) deducimos que una base de
5
N (A) es :i ;
1

(Final Mayo 21/22) Ejercicio 1(d) Dicho complemento ortogonal es el conjunto de vectores ortogo-
nales a (5, —2, —1, 1,), es decir

{fveR* |[5 -2 -1 1]v=(0,)}.

]

(Final Mayo 21/22) Ejercicio 1(e) ..jde qué color es el caballo blanco de santiago?...Unas ecuaciones
cartesianas son

1 2 10 0
{x eR* |Az =0}, es decir { € R? 251 1|x=10 = N (A).
01 1 3 0

O

(Final Mayo 21/22) Ejercicio 2(a) Puesto que R tiene tres columnas, A también: . Puesto que
el rango de R es tres y las columnas de Q son linealmente independientes, el rango de A es 3: .

Por tanto, no puede haber menos de tres filas: .

O
0
(Final Mayo 21/22) Ejercicio 2(b) A3 =QR;;=Q | 1], esdecir, A3 =0Q; +1Q), +1Q;.
1
O
(Final Mayo 21/22) Ejercicio 2(c) Como las colummnas de Q son ortonormales
||A|3||2 = (Q|2 + Q|3) ) (Q|2 + Q|3) = (Q|2) ) (Q|2) + (Q|3) ) (Q|3) =l+1=2
Por tanto [|A ;|| = V2.
O

(Final Mayo 21/22) Ejercicio 2(d) Como Aj; =Q,;, como A3 = Q,+ Q|3 y como las columnas de
Q son ortogonales, entonces sabemos que la primera y tercera columnas de A son perpendicuales.

(Ap) - (Ap) = (Q) - (Qe +Qp3) = (Q)1) - (Qpe) +(Q) - (Qz) =0+0=0 = A LA
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Sin embargo, el resto de productos punto entre las columnas de A son distintos de cero; por ejemplo
(A|2) ) (A|3) = (_3Q|1 + 2Q|2) ) (Q|2 + Q|3) = 2(Q|2) ) (Q|2) =2.
(]

(Final Mayo 21/22) Ejercicio 2(e) Si A es cuadrada, Q también lo es. Por tanto Q es una matriz
ortogonal, es decir QTQ = I. Consecuentemente det (QTQ) = (det Q)% = 1. Por tanto det Q solo puede
ser 1 6 —1. Asi,

|det A| = |det(QR)| = |det Q - det R| = |det R| = 2.

|
(Final Mayo 21/22) Ejercicio 3(a)
1 0 0 1 0 0 . 1 0 0
a 1 0 . 0 1 0 [(a®)3+1] 0 1 0 1 0 0
0 a 1| (e | —a? a 1| (Castal | 0 0 1| o |
1 0 0 1 0 0 1 0 0 o @2 —a 1
010 —-a 1 0 —a 1 O
0 0 1 0 01 a? —a 1
O

(Final Mayo 21/22) Ejercicio 3(b) Puesto que L es invertible, basta que D tambiénlo sea. Por tanto
solo es necesario que d # 0.
(I
(Final Mayo 21/22) Ejercicio 3(c) A es simétrica independientemente de los valores de a y d:
T T
AT=(LDLT) = (L7) ' DTLT = LDLT = A.
([

(Final Mayo 21/22) Ejercicio 3(d) A es definida positiva si y solo si € Az > 0 para todo x # 0. Si
llamamos y al vector LTz tenemos que

d 0 0
xArz =zLDLTz =yDy =y | 0 d> 0 |uv,
0 0 d

que es mayor que cero si y solo si d > 0.
|

(Final Mayo 21/22) Conjunto de preguntas 1(a) Puesto que A y D son similares, tienen los mismos
autovalores. Y puesto que A es diagonalizable, entonces A¥ = X(D*)(X™). Por tanto

-9 0 0 O
_ 4_ 2_ _ 4_ 2_ -1 _ O OO O -1
M = A'—2(A%) -8l = X(D'—2(D%) —s)X = X | o o o | X
0 0 0 -9

Por tanto, los autovalores son —9 (doble) y 0 (doble).

(Final Mayo 21/22) Conjunto de preguntas 1(b) Las soluciones no nulas de Mz = 0 son los
autovectores correspondientes a A = 0. Por tanto, una base del correspondiente autoespacio estd formada
por las columas 2 y 3 de X, asi que

1 -1
4 o |1 2
veR® |dpeR v= 0 1 |P
0 0
]
(Final Mayo 21/22) Conjunto de preguntas 2(a) Verdadero: Sabemos que (A"HA =1, y
sustituyendo A = AT tenemos que (A™)(AT) = I; transponiendo tenemos que A(A™)" = I, es decir,

(A—l)T _ A_l.
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O

(Final Mayo 21/22) Conjunto de preguntas 2(b) Falso: El rango de Q es n, pues sus n columnas
son linealmente independientes por ser perpendiculares entre si. Por tanto las m filas de Q son linealmente
dependientes (pues m > rg (Q); es decir, existe y # 0 de R™ tal que yQ = 0. Por tanto Q(QT)y =
QO = 0, es decir, las columnas de Q(QT) son linealmente dependientes (i.e., la matriz cuadrada Q(QT)
es singular).

([l

(Final Mayo 21/22) Conjunto de preguntas 2(c) Verdadero: Si A = 0, entonces A —0l es singular,
es decir, A es singular. Por tanto las columnas de A son linealmente dependientes, es decir, existe & # 0
tal que Az = 0.

O

(Final Mayo 21/22) Conjunto de preguntas 2(d) Verdadero: Si A es simétrica, es ortogonalmente
diagonalizable: A = QTDQ; Por tanto A = QT(D?)Q es una diagonalizacién ortogonal de A% donde los
elementos de la diagonal de D? son los autovalores de A?; que necesariamente son todos positivos por ser
el cuadrado de los autovalores de A (todos distintos de cero puesto que A es invertible).

O

(Final Mayo 21/22) Conjunto de preguntas 2(e) Falso: Por ejemplo, A = { (1) 8 ] y B =
0 0
0 1|

(Final Mayo 21/22) Conjunto de preguntas 2(f) Falso: Por ejemplo, [ (1) (1) }

]

(Final Mayo 21/22) Conjunto de preguntas 2(g) Falso:. Es posible encontrar combinaciones
lineales de O distintas de la trivial, 0(0), que son el vector nulo. Por ejemplo: 1492(0) = 0. Por tanto,
dicho conjunto es linealmente dependiente.

(Il
(Final Mayo 21/22) Conjunto de preguntas 3(a) Diagonalizando por congruencia:
-1 0 a T -1 0 0 T -1 0 0
a)1+3 223
0 o o |4 0 B2 0 (=2 @+2) 0
a 0 —4 | (@i+s | 0 0 (a—2)(a+2) | 223 | O 0 0
i-definid tiva si <2
La forma cuadratica f(z,y, 2) es seml. ¢ 1.11. . ne'ga va .Sl o ol = .
no es ni positiva ni negativa definida si |a| > 2
O
(Final Julio 20/21) Ejercicio 1(a)
(1 0 0 0] -1 1.0 0 0 0 [1 0 O 0 0
2 0 0 0]-2 20 0 0] 0 20 0 010
0 33 0|0 03 0 0]0O0 03 0 010
0 3 4 1|-3 (1)1+5] 03 1 1|-3/| (17344 03 1 010
01 2 1|-3 [(=1)2+3] 01 1 1|-3 [(3)3+5] 0 1 1 0 0 )
10 0 0O 10 0 01 10 0 0|1 |’
01 0 0|0 01 -1 0] 0 01 -1 11|-3
001 0|0 00 1 0]0O0 o0 1 -1]3
0 0 0 1|0 00 0O 1|0 0 0 O 1 0
(000 0|1 | (00 0 o1 | 00 0 0|1 |
1 0
por tanto el conjunto de soluciones es veR* |[IpecR v= _33 + _11 p ;- O
0 1

(Final Julio 20/21) Ejercicio 1(b) El conjunto de soluciones es una recta, ya que el subespacio de
soluciones a Az = 0 tiene dimensién 1 (la matriz tiene 4 columnas y su rango es 3). O
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(Final Julio 20/21) Ejercicio 1(c) Por ejemplo, las filas 1, 3 y 4 de A:

una base de C (AT) :

O O O
S W w o
=W o

O

(Final Julio 20/21) Ejercicio 1(d) Las soluciones del sistema homogeneo Az = 0 son ortogonales a
las filas de A, por tanto,

una base de C (AT)L (es decir, una base de A/ (A)) :

]

(Final Julio 20/21) Ejercicio 2(a) Los autovalores son —1, 0,y 1, ya que A es triangular. Si denotamos
por &, el autoespacio correspondiente al autovalor A, tenemos que:

0 2 4 02 0
01 5 01 3
o A= 0 0 2 f e |0 0 2 e ;
paraA==" T 1 7|71 0 0 10 o0 | 17 o)
01 0 01 -2
0 0 1| 0 0 1
[ —1 2 4] -1 0 0
A 0 01 %Egihﬂ 0 0 2
_ 4)1+3
para A =0 1T [T |71 00 T2 1| So=F (1)’
0 10 0 1 0
| 0 0 1| 0 0 1
[ —2 4 T4z -2 0 0
Jr
|0 ol 7
para A = 1: L I J: T 00 T T | E, =L ? ;
0 1 0 0 1 5
0 0 1 0 0 1
-1 0 0 1 27
Por tanto, D = 0 0 0 y S=[015 O
0 0 1 0 0 1
-1 0 01" 1.0 0
(Final Julio 20/21) Ejercicio 2(b) Puesto que D' = | 0 0 0 =] 0 00|=D
0 0 1 0 0 1
y A =SDS™ entonces
A1001 — SDlOOls—l _ SDs—l — Al
Como | es invertible pero A% es singular (por ser A es singular), necesariamente A1000 # 1. O

(Final Julio 20/21) Ejercicio 2(c) ATA tiene 2 autovalores positivos (tiene rango 2 y sus autovalores

2
no pueden ser negativos puesto que tATAx = Az - Az = ), (Aw“) > 0). El autovalor que falta es

cero, pues ATA es singular.
(Alternativamente: ATA es simétrica, asi que los autovalores tienen los mismos signos que los elementos
de la diagonal tras diagonalizar por congruencia:

1 2 47 1@42 [ 1 o o0

[@1+2 10 07 ,rg [1 00 1 0 0

2 4 8 | —5|1 20 0| —|00 0|—50 0 0|——>]0 2 0

—4 8 42 —4 0 26 | (wits | 0 0 26 0 26 0] 223 [0 0 0
[(2)1+2]
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1 -1 1
(Final Julio 20/21) Ejercicio 2(d) No, por ejemplo: ATA |0 =AT|[ 0 | =(-2]. O
0 0 —4

(Final Julio 20/21) Ejercicio 3(a) A™' tiene autovalores + v los mismos autovectores. Demostracién:
J

- - - - 1
Ag;=Ng; = (A)Ag=(A")Ng, = gq;=)(AT)g = (Al)qj:)quw

(]
(Final Julio 20/21) Ejercicio 3(b) Multiplicando b = ¢1q; + -+ - + ¢nq,, por g;. La ortonormalidad

nos da
boqy = (aq+ +eg,) @ = g g =c asique ~

(Final Julio 20/21) Ejercicio 3(c) Multiplicando b por A™" es como si multiplicaramos cada q; por
+ (apartado (a)).
J

]

Alp — A'1(01q1+-~'+cnqn) - ¢ (A‘l)q1+_..+cn (A'l)qn = %q1+...+§\—"qn.
n

Por tanto, d; resulta ser

b-
dy = A6 usando el apartado (b): di = iy
/\1 /\1

]

(Final Julio 20/21) Conjunto de preguntas 1(a) Puesto que A tiene tres columnas ortonormales

entresi: ATA= 1.
3x3

0
(Final Julio 20/21) Conjunto de preguntas 1(b) Puesto que rg (AB) < rg(B), entonces

rg (AAT) <rg (AT) =rg (A) =3

(por tanto AAT, de orden 5, es singular).

De hecho, |rg (AAT) =rg (AT) = 3|, pero el argumento para verlo es indirecto: por una parte, AT y
AAT tienen 5 columnas y por otra dim N (AAT) = dim N (AT) =2 por ser N' (AT) =N (AAT); pues si
x € N (AT) entonces

ATz =0=AATz =0=x € N (AAT)
y six € N (AAT) entonces

AATz =0=2AATz =2 -0=0= |ATz|* = 0= ATz =0 =z c N (AT).
]
-1
inal Julio 20/21) Conjunto de preguntas 1(c et = det = det =0
Final Juli Conj d det (A(ATA) AT det AIAT = det AAT

ya que la matriz AAT, de orden 5, es singular (por el apartado anterior).
|

(Final Julio 20/21) Conjunto de preguntas 2(a) Falso: Ni el vector u ni tampoco el vector w son
solucion a las ecuaciones cartesianas propuestas en el enunciado; por tanto, dichas ecuaciones cartesianas
no corresponden al subespacio V = ﬁ(u, w).

|

-1 -1
(Final Julio 20/21) Conjunto de preguntas 2(b) Verdadero: ((ATA) AT)A = (ATA) ATA =
.

(]
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(Final Julio 20/21) Conjunto de preguntas 2(c) Verdadero: Los autovalores de una matriz también

- 1 1 A
lo son de su inversa. Asi, si Av =Av y Bv =~v, entonces: AB v = A<7'v) =—Av = —v.
Y Y Y

U
(Final Julio 20/21) Conjunto de preguntas 2(d) Falso. El conjunto no es cerrado para el producto
1
por escalares. Por ejemplo: & = % 1 | no pertence al conjunto.
1

(]
(Final Julio 20/21) Conjunto de preguntas 3(a) Es indefinida puesto que ¢(z,y) = zAx, donde

[(2)2]

[(~1)1+2] [4 0 } 4 0

- - — =D.
(—1)142]

[(2)2]

(Final Julio 20/21) Conjunto de preguntas 3(b) En la pregunta anterior hemos visto que

D = A , = BTAB, donde B =1

T T T T T T T .
[(=D1+2][(2)2][(1)2+1]  [(1)2+1][(2)2][(—-1)1+2] [(1)2+1][(2)2][(-1)1+2]

Aplicando la inversa de las transformaciones de las columnas sobre las columnas de | tenemos

[(1)1+2] .
1
([ 10 12T % [(—1)2+1] %1 % gl
0 1 "lo 1 -% 2

-1\ T - T T 4 0 g""ﬂ ] 2 e
q(m,y):wAw::c(B )DB 'z = (241, —2+g,){0 —4](—2‘;4'2'3): 4(24+8)7" —4(-2+¢

(Final Junio 20/21) Ejercicio 1(a) A es siempre diagonalizable, por ser simétrica. En cuanto a B
hay que verificar para qué valores de a el autoespacio correspondiente al autovalor repetido A = 1 tiene
dimension 2.

0 a 2 [(_%7)-3+2] 0 a—1 2
B-I=|({01 2| ——>|0 0 2 |;
0 0 0 0 0 0
de donde se deduce que solo cuando a = 1 la dimensién de N (B — I) es 2.

([l
(Final Junio 20/21) Ejercicio 1(b) Las matrices BAB™ y A son semejantes y, por tanto, tienen la

misma traza; es decir |tr (BAB_l) =2+ a| Por otra parte, como A es singular (Al1 = A|3)7 también lo

es AB? y por tanto, ‘su determinante es nulo ‘

U
(Final Junio 20/21) Ejercicio 1(c)

1 -1 1 1wz r 1 o g 1 0 0 o .
— >
1 a -1 [(=1)1+3] 1 a—-1 0 - 0 a1 0 lulaz 1 Semlde.ﬁmda positiva
1 -1 1 1 0 0 | (=v1+3] | 0 0 0 a <1 Indefinida
[(1)1+2]

O

(Final Junio 20/21) Ejercicio 1(d) Si denotamos por £, el autoespacio correspondiente al autovalor
A, tenemos que:
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-1 1 2 -1 0 O
oo |0 o | B0 0 5 !
p— — + —
para A = 2: L I J: T 0 0 T 1 3 i Ey=L (1) ;
0O 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1
0 1 2 01 0
0 1 2 . 01 0 1 0
[B—1] |0 0 0| 22+ |0 0 0 B
para A = 1: L I J— 10 0 T 0 0 ;o &=L 8 ; —12 ;
0 1 0 0 1 -2
0 0 1 0 0 1
2 001" 8 0 0 11 0
Por tanto, D=| 0 1 0 =10 10 y S=|1 0 -2
0 0 1 0 0 1 0 0 1

O

(Final Junio 20/21) Ejercicio 1(e) Puesto que los autoespacios £, y £, no son perpendiculares, es
imposible obtener una base ortonormal de autovectores.
O

(Final Junio 20/21) Ejercicio 2(a) Puesto el b es un miltiplo de la quinta columna de A, el sistema
siempre tiene solucién.

Puesto que hay mas columnas que filas, el rango siempre serd menor que el nimero de columnas, por
lo que siempre habrd infinitas soluciones independientemente del valor de los parametros.

O
(Final Junio 20/21) Ejercicio 2(b)
1 a 2 1 1] —c . 0 0 0 0 1]0] 0 0 0 0 110
1 0 01 0] 0 |K-1)5+1] 1 0 0 1 010 0 0 0 1 010
01 1000 {930 1 1 0 0o i 0 0 1 0 00
[(=1)5+4] ((-1)4+1]
1 0 0 0 0] O [()5.18] 1 0 0 0 0|0 [(C1)312] 1 0 0 0 0|0
010 0 00 |—| 0 1 0 0 0|0 |—| O 1 0 0 0|0
0 01 0 0O 0 0 1 0 010 0 —1 1 0 010
0 0 01 0O 0 0 0 1 010 -1 0 0 1 010
0 0 0 0 1|0 -1 —a -2 -1 1]|e¢ 0 2—a -2 -1 1]|c
0 0 0 0 01 | 0 0 0 0 0|1] 0 0 0 0 0|1
Asi que el conjunto de soluciones del sistema de ecuaciones es
0 1 0
0 0 1
veR’ |[peR2 v=|0|l+| 0 -1 |p
0 -1 0
c 0 2—a
O

(Final Junio 20/21) Ejercicio 2(c)
A) No, puesto que en cualquier solucién x3 = —xs.

B) Solo cuando a # 2, entonces basta dividir la segunda solucién especial por 2 — a y restarla ¢ veces a la
solucion particular; asi obtenemos las siguientes ecuaciones paramétricas

0 1 0
c 0 __1_
veR’ |IpeR? v= —a_g + 0 i
p ) - a—2 a—2 p
0 -1 0
0 0 1

O

(Final Junio 20/21) Ejercicio 2(d) Puesto que el rango de A es 3 y el orden de ATA es 5, necesaria-
mente ATA es singular, y por tanto su determinate es 0.
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O
0 0
(Final Junio 20/21) Ejercicio 3(a) |b=[1]|| pues b=Ac= AA'I|2 =)= (1
0 0
O
2
(Final Junio 20/21) Ejercicio 3(b) |d = [ 1] | pues d = ULc = UL(A'l)| - UL(L'1U'1|3)I -
0 2 2
2
(By)= [ —1
0
O

(Final Junio 20/21) Ejercicio 3(c) Para encontrar ¢ tan solo necesitamos resolver el sistema ULc =
2

—1 ] = d. Pero dicho sistema es equivalente a cualquier sistema EULc = Ed donde E es de rango
0
completo. Por tanto, podemos multiplicar por U™
1 -3 7 1 0 O
0 1 0 [(3)1+2] 0 1 0
ul |0 0 1 [(=7)1+3] 0 0 1 ]
I |1 0 0 13 -7 | [uUT]
0 1 0 01 0
0 0 1 0 0 1
Asi, ¢ verifica
1 3 -7 2 -1
Ubc=d = Le=Ud=|01 0 —1|l=1-1]=r;
0 0 1 0 0

por lo que basta con resolver el sistema Le = f para dar con dicha columna:

1 0 0 1 1 0 0 0 1 0 0 0
1 1 0 1 - 1 1 0 0 r 1 1 0 0
Lg 5 —12 100 | 1fiqa |5 —12 1| =5 | 5)h4q |5 12 1] 0
T o }* 1 0 0 0 _ 1 0 0 —1 _— 1 0 0 —1
0 1 0 0 0 1 0 (0] 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 5
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1
-1
’ . _1
Asi pues, ¢ (i.e., la segunda columna de A" ) es | 0

]

(Final Junio 20/21) Conjunto de preguntas 1(a) En el primer caso NO: Puesto que AAT es
de rango completo y orden 2, el rango tanto de A como de AT es 2; es decir, las 2 columnas de AT son
linealmente independienes, por lo que la tinica combinacién lineal de ellas que es igual a 0 es la trivial.

En el segundo caso SI: A tiene 5 columnas y su rango es solo 2; por lo que las columnas de A son

linealmente dependientes.
O

(Final Junio 20/21) Conjunto de preguntas 1(b) Como AAT es de orden 2, entonces |2 (AAT)™'| =
2|(AAT) | = ke = 4
(]
(Final Junio 20/21) Conjunto de preguntas 1(c) Puesto que [¢; ¢,] es la matriz AAT de orden
2:
det [ey; (3¢, + 2¢,)] = det [ey; 3cy] = 3det [cy; ;] = —3det [ey; ¢,] = —3|AAT| = —9.

(]
(Final Junio 20/21) Conjunto de preguntas 1(d) Puesto que AAT es de orden 2 y rango 2, sus

columnas son linealmente independientes; por tanto, .
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O

(Final Junio 20/21) Conjunto de preguntas 1(e) Puesto que ATA es de orden 5 y rango 2,
[dimW =5-2=3|

O

(Final Junio 20/21) Conjunto de preguntas 1(f) Puesto que ATA es de rango 2, .
O

(Final Junio 20/21) Conjunto de preguntas 1(g) Ya sabemos que dimW = 3, pero W es pre-
cisamente el autoespacio correspondiente a A = 0. Por tanto la multiplicidad geométrica de A = 0 es
3.
Ademas, puesto que ATA es simétrica, ATA es diagonalizable. Asi pues, las multiplicidades algebréica
y geométrica son iguales, y por tanto la multiplicidad algebraica también es 3.
|

(Final Junio 20/21) Conjunto de preguntas 1(h) Como tanto AAT como AT tienen dos colum-
nas, y como AAT es de rango 2, AT es de rango completo por columnas (sus columnas son linealmente
independientes, es decir, AT # 0 si ¢ # 0).

Si denominamos con v al vector ATz, es evidente que para todo x # 0

:L'AATa::v-v:Zv?>0 pues v #0 si x #0.

O

(Final Junio 20/21) Conjunto de preguntas 2(a) Por ejemplo | P = {v €R3 | [ 0 1 1 ] v = (1,) }

ya que

1 -1 1 [(1)I+2] 1 0 0 . 1 0 0
2 1 -1 [(-1)1+3] 2 3 -3 [(1)2+3] 2 3 0
r Yy z r r+y —IT+=z r rT+yYy yYy+=z
1 0 1 1 1 0 1 1 1

O

(Final Junio 20/21) Conjunto de preguntas 2(b) Tan solo el vector ¢, pues es el Gnico que es
solucién a las ecuaciones cartesianas.

O
1
(Final Junio 18/19) Ejercicio 1(a) C; = (AB)|3 = A(Bl3) —A 8 = A,
O

(Final Junio 18/19) Ejercicio 1(b) Puesto que el producto

C=AB

3x5 mxn 3xX5

estd definido y B tiene tres filas, entonces A tiene tres columnas (n = 3); ademés, puesto que C tiene tres
filas, también A tiene tres filas (m = 3); es decir, A es de orden 3.
Por otra parte, como el rango de C es tres, el rango de A no puede ser menor a 3; por tanto

A es invertible |.
De hecho, aunque no se le pide, se puede encontrar A™.

Por columnas: Observando las tres primeras columnas de C se deduce que

AB, = 2, 11
AB,= 1, » = A[3B3 B, B;]=1 .PortantoA™ =[3B; B, B;]=|0 6 0

Por filas: Puesto que AB = C, tenemos que A™'C = B. Por tanto, podemos tratar de transformar
C mediante eliminacion gaussiana por filas para obtener B. Si lo hacemos empleando la matriz ampliada
[C | I] , cuando hayamos transformado C en B, la matriz | se habrd transformado en A™'.
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o 0 2 2 0|1 0 O 0 0 1 1 0 % 0 0
o100 1{01 0|]——]0T1O00 10 1 0]|———
1003 1/0 0 1] hHy 1 00 3 1[0 0 1] ity
1 0 1 4 $ 01 I -1 1 4 0|3 -1 1
o 1 0 0 10 1 O0|——1]0 1 0 0 1|0 1 0| —
1 00 3 1[0 0 1| =4y |1 0 0 3 1|0 0 1] 93
1 -1 1 4 0|4 -1 1 I -1 1 4 0|3 -1 1
o 1. 00 1/0 1 0|{——>]|0 1 00 1|0 1 0]|—>
2 0 0 6 2|0 0 2| (w243 [ 2 4 0 6 6|0 4 2| |62
1 -1 1 4 0|4 -1 1
0 6 0 0 6[0 6 0 |=[BA"].
2 4 0 6 610 4 2
([l
(Final Junio 18/19) Ejercicio 1(c) Puesto que A es invertible, tenemos que Az = CI5 implica que
0
T :A'1C|5. Pero como B = A™'C, entonces | & = (A_IC) = B|5 =16 (la quinta columna de B).
|5 6
3 -1 17 /o0 0
Si calculé A™!, también se puede calcular asi: m:A'1C|5: 0 6 0 1]1=16
0 4 2 1 6

(Final Junio 18/19) Ejercicio 1(d) Si. Puesto que el rango de B es tres, la dimensién del espacio
generado por sus filas (su espacio fila) es tres. Por otra parte, como C = AB, las filas de C son combina-
ciones lineales de las filas de B. Y como C es de rango tres, dichas filas son independientes. Por tanto las
filas de C son otra base del espacio generado por las filas de B.

|

(Final Junio 18/19) Ejercicio 1(e) Por simple observacién de las ultimas columnas de B y C se ve

que A(B|3)=2'(BI3>; A<B|4):%'(BI4>; A<B|5):é-(3|5>;

Por tanto, las tres ultimas columnas de B son autovectores de A, correspondientes respectivamente a
los autovalores 2, %, y %. Como corresponden a autovalores distintos, dichas columnas son autovectores
independientes y por tanto forman una base de R3.

|

(Final Junio 18/19) Ejercicio 2(a) Puesto que la matriz es de orden 3 y de rango 2 (pues dos autovalores
son distintos de cero y solo uno igual cero), el conjunto de soluciones son todos los multiplos del autovector
asociado al autovalor 0; es decirSince the 3 by 3 matrix has rank 2 (only two eigenvalues are nonzero) then
dim N (A) =1, and the set of solutions is the set of multiples of v, (eigenvector corresponding to A = 0),

-1
veR? | IpeR v= 2 |p
1

O

(Final Junio 18/19) Ejercicio 2(b) A tiene dos autoespacios, el asociado al autovalor A = 0, y generado
por v,, y el asociado al autovalor A = 1, y generado por v; y v5 (que es de dimensién 2 por ser v, y vs
linealmente independientes)There are two eigenspaces, one for A = 0 and another one for A = 1 (this one
with geometric multiplicity 2, since v; and v, are linearly independent).

La matriz es simétrica cuando los autespacios asociados a autovalores distintos son ortogonales entre
si. Por tanto, esta matriz serd simétrica si v, es ortogonal a v; y v5. Veamos si es asi:

Uy [vl; vS] = (_17 27 1))

(0, 1)

S =N
— = N
Il

por tanto | A NO es simétrica ‘

Para comprobar que es diagonalizable basta verificar que v, v4 y v5 son independientes y por tanto
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forman una base de R3.

_ [(1)1+2]
2 —2 2] [ T2 0 0
o 2055w =1 4 1|51 5 0
0 2 1 02 1

]

(Final Junio 18/19) Ejercicio 2(c) Aunque podriamos aplicar la proyeccion ortogonal de un vector
sobre el espacio generado por el otro y tomar el vector diferencia; tenemos otra forma mas sencilla de
hacerlo. El segundo autovector w asociado a A = 1 tiene que ser combinacién lineal de v, y v3, es decir
w = av; + bv,, por tantoAlthough we could apply the orthogonal projection of one vector onto the spam
of the other, and then we can take take the difference vector; we are going to proceed in other way. We
need a vector w in the eigenspace corresponding to A = 1 (a linear combination of v, y v5)

w=or: vl ;) z ? (5):

ademas w tiene que ser perpendicular a uno de los dos vectores, por ejemplo a v, asi

a

2 2
v cw=0 = (2,1, 0)]1 1 <b
0 1

)20; = 5(a+b)=0;, = b=-a.

Asi, para todo a # 0, resulta que (av; — avs) es un autovector correspondiente a A = 1 y ortogonal a v;.

Si particularizamos para a = 1, obtenemos v, — v3 = (O, 0, —1,). Solo nos falta normalizar v, para
2v5 0
5
obtener una base ortonormal como la pedida en el enunciado: % ; 0 1;
0 -1

O
(Final Junio 18/19) Ejercicio 2(d) Como v, y vs pertenecen al autoespacio asociado a A = 1,
cualquier combinacién de ellos también pertenece a dicho espacio. Por tanto A(2v, —vs) = 1(2v, — v3)

y
2

A¥(20; —vy) = 1¥(20; —v3) = (20, —vy) = | 1

(Final Junio 18/19) Ejercicio 2(e) (2v; — v3)A(2v; — v3)

|
—~
N
—_
|
—_
N
[
|
=)

(Final Junio 18/19) Ejercicio 3(a) Es Falso por varias razones:

-1
= P tiene la expresiéon P = X(XTX) XT: y por tanto es una matriz de orden m, que se obtiene

multiplicando las matrices X, de (XTX)_1 y de XT, todas ellas de rango n < m. As{ pues, el rango
de P es necesariamente menor que m.

= X tiene rango n, por lo que el subespacio de R™ generado por sus columnas tiene dimensiéon n < m.
Por tanto, en R™ existen vectores y no nulos que son ortogonales a las columnas de X, y cuya
proyeccién serd el vector cero 0. Es decir, Py = 0 con y # 0, por tanto P es singular (tiene
autovalores nulos correspondientes a los vectores perpendiculares a las columnas de X).

(]
(Final Junio 18/19) Ejercicio 3(b) Verdadero:

PT = <x (XTX)_1XT>T = (x7) " (x™x)™") 'x7 = X(XTX)_le ~P;

g . Ce . -1\T -1
como XTX es simétrica y la inversa de una matriz simétra es simétrica = ((XTX) ) = (XTX) .
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(Final Junio 18/19) Ejercicio 3(c) Verdadero:
PP — x(XTx)_lxT -X(XTX)_le _ x(XTx)_1 (XTX) (XTX)_le - X(XTX>_1XT _p

O

(Final Junio 18/19) Ejercicio 3(d) Verdadero: Basta ver que el producto escalar entre el vector
diferencia (v — Pwv) y el vector proyeccién Pv es igual a cero:

Pv.-(v—-Pv) = ovPT-(v—Pv) = vPTv—ovP"Pv = wvPv—-vPv = 0.
donde hemos usado que Pv = vPT y que P es simetrica e idempotente, por lo que PTP = PP = P.
([l
(Final Junio 18/19) Conjunto de preguntas 1(a)
C?=CcC=cCcCT pues C = CTpor ser C simétrica
=AB(AB)" = ABBTAT pues (AB)T = BTAT
=AIAT pues BBT = | por ser B una matriz ortogonal
=AAT =1 pues A también es ortogonal.
(I

(Final Junio 18/19) Conjunto de preguntas 1(b) SI. Por una parte el rango de la matriz de

coeficientes del sistema es 2, y como el sistema tiene 4 incégnitas (hay 4 columnas), la dimensién del

espacio de soluciones es dos (4 — 2). Por otra parte, los dos vectores de satisfacen el sistema, pues,
1

R ) RO | RE

por lo que ambos vectores son solucién. Y ambos vectores son linealmente independientes
(nétese que las dos componentes nulas de ambos vectores estdn en posiciones distintas). Como son dos
vectores independientes y pertenecen a un subespacio de dimensién dos, necesariamente forman una
base de dicho subespacio.

— N O

O

(Final Junio 18/19) Conjunto de preguntas 1(c) El subespacio es el conjunto de combinaciones
lineales de los tres vectores:

x 1 2 1
xeR¥3a,bceR, |yl =al2|+b|1]|+c[-1
z 0 1 1

Necesitamos eliminar la parte paramétrica (multiplicando las ecuaciones paramétricas por vectores que
formen una base del complemento otogonal a dicho subespacio). Un modo sencillo es aplicar la eliminacién
gaussiana (si escribimos los vectores en horizontal y mediante eliminacién por columnas logramos alguna
columna de ceros, eso querrd decir que hemos multiplicado por un vector ortogonal a todos los vectores
escritos en horizontal).

1 2 0 1 0 0 N 1 0 0
T [(3)3]
2 1 1| l(=2)1+2] 2 -3 1| [(M2+3] 2 -3 0
1 -1 1 1 -3 1 1 -3 0
T Yy =z r —2rx+y =z r —2rx+y —2x+4+y-+3z
por tanto = ‘—2x+y+3z:0.
O
(Final Junio 18/19) Conjunto de preguntas 1(d)
x x 1 1 -2 T T 1 3
yl|daeR: |yl =|-3]|+a -3 -1 4 = yl|daceR: {y| =|-3|+al| -7
z z 1 1 5 z z 1 —4
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O
1 0 1
(Final Junio 18/19) Conjunto de preguntas 2(a) El determinatede Aes detA =2det | 1 -1 0
-1 1

—4 # 0, por tanto la matriz es invertible. Usando cofactores es sencillo calcular el elemento (3,2) de A™:

1
1|=2= |2
0

0
0
4 2

O
(Final Junio 18/19) Conjunto de preguntas 2(b) Podemos obtener dicha coordenada por Cramer:

0o 1 1 1
1 1 1
1 0 1 3 0 -1 1
= =—-2-11 3 0|=—-2-4=|-2].
BT dA|0 02 1) T Ty 2]
-2 0 -1 0
0
a 0 1
(Final Junio 18/19) Conjunto de preguntas 3(a) Puesto que A = |0 a O0f; es simétrica,
1 0 a
siempre es diagonalizable.
O
(Final Junio 18/19) Conjunto de preguntas 3(b) Puesto que
a 0 1 1 1 a 0 1 0 0
0 a O0||10)=(@+1)|0]); v [0 a Of[1])]=al|l]l,
1 0 a| \1 1 1 0 a| \O 0
ambos son autovectores de A, el primero asociado al autovalor (a + 1) y el segundo al autovalor a.
(I

(Final Junio 18/19) Conjunto de preguntas 3(c) Como dos autovalores son (a+1) y a; y como la
traza es 3a, €l tercer autovalor tiene que ser (a — 1), de manera que (a+1) + a + (a—1) = 3a. Puesto
que los tres autovalores son (a —1), a y (a+1):

a>1 q(x) >0 definida positiva
a=1 g(x) > 0 semidefinida positiva
—1<a<1l g¢(xz)<0 nada (indefinida)
a= -1 g(x) <0 semidefinida negativa
a< -1 g(x) < 0 definida negativa

donde el simbolo § indica que puede ser mayor, igual o menor.
O

(Final Junio 18/19) Conjunto de preguntas 3(d) Podemos hacerlo mediante la diagonalizacién
por congruencia: puesto que

2 01 [(7%"”3] 20 0 2 0 0
A=|0 2 0] ———= [0 2 0 — |0 2 0 = D;
10 2 10 2—3] [(-1)is] [0 0 23
entonces A = . 1-D-1 y por tanto
[(=1/2)1+38] [(=1/2)1+3]
1 0 0] 1|2 1 0 1/2 T 5 5 5
glx)=xzAz=(z y 2)| 0 1 0 2 01 0 yl= |2(z=%)"+2(y)" +3(2)
1/2 0 1 351100 1] \=
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Otra forma es empleando la diagonalizacion ortogonal. Calculamos un tercer autovector que, por ser
A simétrica, es perpendicular a los otros dos del apartado b).

T
[((=1)1+3]

Sabemos que A = QDQT, donde D es diagonal con los autovalores 3, 2, 1 en su diagonal principal
(véase apartado el c); asi

1 0 -1]13 1 0 1
glx)=xAz=—(z y 2)|0 V2 0 2 0 V2 0
1 0 1 11 [-1 0 1

2z
V2

n ey

O

(Final Mayo 18/19) Ejercicio 1(a) Los vectores 4 y v no son perpendiculares, asi que necesitamos
encontrar una combinacién lineal de ambos, (au + b'u), que sea perpendicular a uno de ellos, por ejemplo
al primero. Asi, se tiene que cumplir la restriccién:

1 0
u-(au+bv)=0 = (1, 1, 0)[1 1 (Z) =0 = (2 1) (Z) =0 = b=-2a
0 1
1 0 1
Por tanto, si a = 1, sabemos que (u — 2v) = —2|1] =1|-1] es perpendicular a u. Ya solo nos
0 0 -2
1 1
. ) 1 | _
falta normalizar ambos vectores — Base ortonormal de S: 7 é NG ;
|
(Final Mayo 18/19) Ejercicio 1(b) Basta resolver STx =0, (donde S = [uv})
[(—111+21 N 1
—1)2+3
(D = y|l=a|-1]; VaekR.
z 1
O

(Final Mayo 18/19) Ejercicio 1(c) Si denotamos con S a la matriz {u v], entonces P =

S(STS)_lsT. Como los vectores no nulos de S son de la forma y = Sx (con & # 0), necesariamen-
te:

Py —=S(STS)'STy =S(STS)'STSz = Sz = 1y |

Y como los vectores z de S+ verifican que STz = 0, necesariamente:

Pz=5(S7S)'STz =5(STS) "0 =0 = 0z |,




Soluciones a los Ejercicios 96

Resolucidn alternativa, si tomamos una matriz X cuyas columnas son una base ortonormal de § [como
la del apartado a)]; entonces la matriz proyeccién es

[z -t
P=XXT=2|1 2 1
“1 1 2

Con esta matriz es inmediato comprobar que Pw = 0, donde w € S* [por ejemplo la solucién especial
encontrada en el apartado b)].
Y también que Pu = u, Pv = v; Asi, si x € S existen a,b € R tales que * = au + bv y entonces
Px = P(au+bv) = aPu +b0Pv = au + bv = x.
|

(Final Mayo 18/19) Ejercicio 1(d) Los vectores no nulos de S son el autoespacio correspondiente a
A = 1y los vectores no nulos S* son el autoespacio correspondiente a A = 0. En el apartado (a) hayamos
una base ortonormal de S; y del apartado (b) sabemos que el vector (1, —1,1) es una base de S*. Asi pues

1 1 1
1 1 1 2 6 V3 1
Q=L |1 S 11 | = =L]. D— 1
V2 0 V6 9 V3 ) V2 VG VB 0
- 0 %
O
(Final Mayo 18/19) Ejercicio 2(a)
[1 -1 1 2[-b ] T 1 0 0 0]0 7 1 0 0 0]0 ]
[(—2)8+4]
I 0 1 2/=0 | (1142 1 1 0 0|0 1 1 0 0|0
a 1 1 2/-0 (b*i):;r:‘ a 14+a 1—a 0 |ab DA l4a 1—a 0]-b
1 0 000 |27 1 -1 ofs | 1T 1 -1 00
0 1 0 0]0 0 1 0 00 0 1 0 0|—-b
0 0 1 0[O0 0 0 1 -2/ 0 0 0 1 -2/ 0
10 0 0 10 | 100 0 110 | 0 0 0 110 |
b=0 compatible indeterminado
Discusién: a # 1 compatible indeterminado
b#0 , .
a =1 incompatible
|
X1 -1 0
(Final Mayo 18/19) Ejercicio 2(b) z e R? ? = (1) + 5 02 , Yo, eR
3 _
Ty O 1
|

(Final Mayo 18/19) Ejercicio 2(c) El conjunto {(—1,0,1,0), (0,0,—2,1)} es una base del subespacio
de soluciones puesto que: ambos vectores son independientes y ambos son soluciones al sistema (dos
vectores independientes dentro de un espacio de dimensién 2)

Por otra parte

0]-1 00

0|-0 010

—-2|-1 ((~1)1+3] =2/ 0

111 110

00 01=1

110 1]-1
-1 0 1
. 0 0 0
Por lo que |las coordenadas son (—1,—1) ‘, es decir, (—1) 1T (-1) N I
0 1 -1
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(Final Mayo 18/19) Ejercicio 2(d) Puesto que este sistema de 4 incégnitas es compatible y su rango
es 2:
‘el nimero de variables exdgenas (o libres) es 2 ‘

Si. Anulando las columnas primera y cuarta de la matriz de coeficientes llegamos a una nueva descrip-
cién del conjunto de soluciones:

1 -1 1 2 0 -1 1 0
1 01 2 . 0 01 0
1 1 1 20" Lo 11 o0 1 1 0
T 00 0 2% 7T 1T 00 0={zcri|™|=a 01 +8 02 . Va,BeER
0 100 0O 10 0 3 - ~
0 0 1 0 1 0 1 -2 e 0 !
0 0 0 1 L0 00 1
. {1‘2 =0
es decir, « = x1 y 8 = x4 y por tanto .
T3 = —x1 — 214

Una discusién un poco mas larga. Notese que si formamos una matriz cuyas columnas son los
vectores de la base empleada para describir del conjunto de soluciones en el apartado (b), y la ampliamos
con una solucién particular, podemos expresar las soluciones en funcion de aquellas variables para las que
(tras una serie de transformaciones elementales de las columnas) el correspondiente coeficiente alguna de
las columnas es 1y cero en el resto. Asi, para comprobar que x3 y x4 pueden ser simultdneamente exégenas
(algo que ya sabemos) realizamos la siguiente transformacién:

-1 0 0 -1 =210
0 0 | -b (2)1+2] 0 0 | —b
1 -2]0 1 0 0
0 1 0 0 1 0

De donde se deduce (recordando que b = 0) que las soluciones se pueden expresar como

I -1 —2

zo | 0 0 B B T = —x3 — 214
Pl=al | +8] :»(axg,/su){ 0

XTq 0 1

Es decir, hemos despejado z1 y xo (variables enddgenas) en funcién de x5 y x4 (variables exdgenas).
Pero en el enunciado nos piden despejar x5 y x3 (variables enddgenas) en funcién de x; y x4 (variables

ex6genas). Esto serd posible si mediante transformaciones elementales podemos convertir el coeficiente

correspondiente a cada una de ellas en un 1 en alguna de las columnas y en cero en el resto,

-1 0 0 1 0 0
0 0 | —b (-] 0 0 | —b
1 -2]0 -1 =210
0 1 0 0 1 0

De donde se deduce (recordando que b = 0) que las soluciones se pueden expresar como

I 1 0
T2 0 0 Ta =0
=« —+ = (=T, =X
s 1 Bl s ( 1, B =m4) { s = 2 — 20,
Xq 0 1

Es decir, hemos despejado x5 y x5 (variables enddgenas) en funcién de zy y x4 (variables exdgenas).

‘ Por tanto la respuesta es que x1 y x4 si pueden ser simultdneamente exogenas ‘

Otra alternativa: El rango de A es dos, y también es dos el rango de la submatriz formada la segunda
y tercera columnas de A, luego para cualquier valor de las variables xy y x4 se cumple que es

u
(Final Mayo 18/19) Ejercicio 3(a) El conjunto de soluciones es un subespacio si el sistema es homogé-
1 1
neo. Como (S1) es equivalente a Az = b+« 1 , dicho conjunto | es un subespacio si b = —« } , Va € R.

—_

1
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(Final Mayo 18/19) Ejercicio 3(b)

-0 O
—_ o = O
O = O =
O O = =

T
[(=1)a+3]

(1)3+2

(-1)2+1
—

98

(@)

rg(A):3.

o OO

_ -0 O
—

OO ==

]

(Final Mayo 18/19) Ejercicio 3(c) Es lo mismo que preguntar si son autovectores de A. Veamos si

lo son

Av = 2v;

[ =)
—_ O = O
O = O =
O O = =
— ==
DN N DN

Aw =

= Ow.

_ -0 O
— O = O
O = O =
O O = =
oo oo

Por tanto ‘ v es solucién cuando o = 2 y w es solucién cuando a = 0|

(Final Mayo 18/19) Ejercicio 3(d)

O

Lo que nos piden es demostrar que Au es un multiplo de v.

Como v y w son autovectores de A correspondientes a los autovalores 2 y 0 respectivamente, tenemos que

APy = A®(pv + qw) = pA®v + ¢A’w :p(23 : v) +q(03 -'w) = (8p)v|.

0

(Final Mayo 18/19) Ejercicio 3(e) (z y z w) (1)

1

Diagonalizando por congruencia:

0 0 11 1 01 1 2 1

0 1 0 1| i |1 1 0 1 11

1 010 1010 T 1 0

[(1)a+1)

1 100 1 100 11

2 0 0 0 (+i]sea |2

0 1/2 -1/2 1/2 | (-va+2 |0

- 0 -1/2 1/2 -1/2 0

[(-%)s+1] o 1/2 -1/2 —1/2 0
(~1)3+1
(-1)2+1

concluimos que es | Indefinida

= O = O
O = O =

O = O =
OO ==

O

1
(1) (x Yy oz w):‘y2+22—|—2wz+2xw+2yw.
0
(-1)>+4
(-3)3+1 |2 0 0 0
(=%)a+1r 1 1/2 -1/2 1/2

1 -1/2 1/2 -1/2

1 1/2 -1/2 -1/2]
0 0] (LTusy |2 0 O 0]
0 0] (+ns+2_ (0 1/2 0 O
0 O 0 0 0 O
0 -1 0 0 0 -1j

Alterntivamente: de la expresion polinémica se observa que si y = z = 0, la forma cuadratica se
reduce a ¢(z,0,0,w) = 2zw, que evidentemente puede tomar valores tanto positivos como negativos.

O
(Final Mayo 18/19) Conjunto de preguntas 1(a)
1 17\ ! 11 -1 1
P= _11 11 -1 1] _11 11 -1 1]—% _11 _11 _11 _11
1 1 1 1 -1 1
O

(Final Mayo 18/19) Conjunto de preguntas 1(b)
todo a € R.
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(Final Mayo 18/19) Conjunto de preguntas 1(c) La operacién mediante productos de matrices es
1 1
E,AE, = [-1 1 A 4 . Como el producto matricial es asociativo, da lo mismo multiplicar
1 1

antes las dos primera matrices, o las dos tultimas: (ElA) E, = E; (AE2> (es decir resultado final es

idéntico en ambos casos).
(Mostrar un ejemplo no es suficiente, es necesario aludir a la propiedad asociativa del producto)

(Il
1 0 1 -1
. . . . 0 -1 1 0
(Final Mayo 18/19) Conjunto de preguntas 1(d) EvidentementeSince (A—2I) =10 0 0 o
2 0 2 =2
es singular, por tanto A = 2 es un autovalor de A.
1 0 1 -1} (1 0 0 0] (1 0 0 0]
0 -1 1 0 0 -1 1 0 0 -1 0 0
000 0  n 0 0 00 o 0 00 1\ /N1
2 0 2 —2| (D144 2 0 0 0] wz+s |2 0 0 0 . 1 0 _0
1 0 0 0 1 0 -1 1 1 0 -1 1 11710
0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0 1
0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 10
0o 00 1 0 0 0 1 0 0 0 1

Es decir, el autoespacio correspondiente al autovalor 2, es el espacio generado por los vectores (—1,1,1,0)
y (1,0,0,1) excepto el vector nulo.
|

(Final Mayo 18/19) Conjunto de preguntas 2(a) Falso. Aunque es cierto que si B es simétrica

T -1 _
. . . .z e g -1 1
e invertible, entonces su inversa también es simétrica, pues (B ) = (BT) = (B) ; en general el

producto de matrices simétricas no es simétrico. Por ejemplo:
1 00 1] |0 1
0 2|1 0 |2 0]

(Final Mayo 18/19) Conjunto de preguntas 2(b) Verdadero. Una matriz ortogonal es cuadrada
y con columnas perpendiculares entre si y de norma uno. Y si las columnas son perpendiculares, entonces
son linealmente independientes. Pero Ax = 0 tiene infinitas soluciones, por tanto las columnas de A son
dependientes (no pueden ser perpendiculares).

]

]
(Final Mayo 18/19) Conjunto de preguntas 2(c) Verdadero.

« (1-P)'=(1"-PT) = (1-P).
s« 1-P)’=(1=P)(1=P)=1—-2P+P>=1-2P +P = (1—P).

Si P es la matriz proyecciéon sobre un subespacio S de R™, entonces (I — P) es la matriz proyeccién
sobre el complemento ortogonal S+.

(Il
2 01
(Final Mayo 18/19) Conjunto de preguntas 2(d) Falso. Puesto que [v, w, u] |0 1 1| =
0 1 1
[2v, (w+u), (v+w+u)] yla matriz numérica es de rango 2, los vectores son dependientes y no son
una base. Lo podemos ver por eliminacién gaussiana:
(/21 [(~1)1-+8]
[207 (’LU +’U,), (’l) +w +u)] B [’U, ('IU +u)7 (’U +tw +’U,)] E— [’U, ('LU +’u’)7 0}
T
[(-1D)2+3]
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(Final Mayo 18/19) Conjunto de preguntas 2(e) Verdadero. A es simétrica se puede diagonalizar
ortogonalmente (A = QDQT). Como D es diagonal con todos los elementos de la diagonal positivos

(ninguno es cero), es invertible, asi que A es producto de matrices invertible, y por tanto es invertible. De
hecho:

A" - (@p@") ' = (") D@’ -QD"Q"  (aqueQ’-Q")

donde D! es diagonal y los elementos en su diagonal son los inversos de los elementos de la diagonal de D,
por tanto también son todos positivos. Asi pues, A es simétrica (pues es diagonalizable ortogonalmente)
y definida positiva.

O

(Final Mayo 18/19) Conjunto de preguntas 2(f) Falso. Al realizar operaciones elementales con
las filas, las filas de las nuevas matrices son combinacién lineal de las filas de la matriz original. Como al
multiplicar una matriz por otra de rango completo, su rango no cambia, las filas de las sucesivas matrices
son un sistema generador del espacio fila de la matriz original. Sin embargo, el espacio generado por las
nuevas columnas es distinto en general. Por ejemplo

1 1 1| restandola primera fila de la segunda 1 1 1
1 1 1 0 0 0

El espacio generado por las columnas de la primera matriz son los miltiplos del vector (1, 1), sin embargo
el espacio generado por las columnas de la segunda matriz son los multiplos de (1,0), que es una recta
diferente.

O

(Final Junio 17/18) Ejercicio 1(a) Sabemos que el rango de una matriz no cambia al realizar
transformaciones elementales, y puesto que mediante transformaciones elementales comprobamos que

T
[(=1)1+4]
(—2)2+4

A= Uy, Uy, Uy, (vl + 2”2 + ’U4)j|

|:'Ulv Uy, s, '04} ’
sabemos que A es de rango 4 por ser {v,,v,, v, v,} un conjunto linealmente independiente.

Asf pues, como (v, + 2v, + v,) también pertenece a R* por ser combinacién lineal de vectores de R*,
tenemos que el conjunto {v;, v,, vs, (vl + 2vy + 1)4)} es linealmente independiente y formado por 4
vectores de R* (que es un subespacio de dimension 4).

Por tanto, ‘ el conjunto del enunciado es una base de R* ‘

O

(Final Junio 17/18) Ejercicio 1(b) Puesto que, por el apartado anterior, sabemos que ambos vectores

son linealmente independientes, ‘ el espacio generado por ambos es de dimension 2 |.

O
10 1 1
. . s e . 10 0 O
(Final Junio 17/18) Ejercicio 1(c) Podemos contestar usando determinantes: 00 -1 o=
01 0 O
1 0 0
—110 0 —1|=-1(1) = =1 #0. Asf, tenemos 4 vectores de R* linealmente independietes, puesto que
01 0
a dimensiéon de R* es 4, dicho conjunto es una base de R*. Por otra parte, aplicando la Regla de Cramer
1 0 1 1
1 01 0 Lol
. _ 1 _ 1 _ 1
tenemos: I3 = gix 0 0 1 o= A 1 0 0|=g4m="1
01 10 0 10
O
T 0 1
(Final Junio 17/18) Ejercicio 1(d) El espacio generado es el conjunto { @ Z =a 8 +b _01 ;Va,b € R
w 1 1

Puesto que este es un subespacio de R* de dimensién 2, basta con multiplicar x, v, y w3 por dos
vectores de R* ortogonales a v, y v5. Ya sabemos que si aplicamos la eliminacién gaussiana por columnas
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y obtenemos columnas de ceros, es porque hemos multiplicado las filas por vectores ortogonales a las
mismas. Asi pues, escribiendo x, v, y v5 como filas y aplicando la eliminacién tenemos:

T Yy oz w z oy (z4+2x) w]
0 0 0 O twite [0 0 0 0 y =0
00 0 1 00 o0 1] — Nz 42=0f
10 -1 1] 10 0 1)

O

(Final Junio 17/18) Ejercicio 1(e) Ahora necesitamos encontrar tres vectores de R* que sean in-
dependientes y perpendiculares al vector (1,1,0,0). Nuevamente el método de eliminacién gaussiana por
columnas nos da una respuesta:

,
[(-1)1+2]
Ty

Por tanto, una ecuaciones paramétricas de dicho hiperplano son

x 1 1 0 0
y| | -1 -1 0 0] .

zI |2 =10 +a 0 +0b 1 +c 0 ;Va,b,c e R
w 1 0 0 1

Observacion adicional: Nétese que (1,—1,0,1) es perpendicular a (1,1,0,0) y que por tanto el punto
(1,—1,0,1) es combinacion lineal de los tres vectores perpendiculares a (1,1,0,0). En particular, si toma-
mos a = b = ¢ = —1 comprobamos que 0 pertenece a dicho hiperplano. Esto quiere decir que el conjunto
es un subespacio de R*, y en consecuencia podemos escribir unas ecuaciones paramétricas més sencillas:

T 1 0 0
vyl -1 0 01 .

zl 2 ]=al, +b 1 +c 0 :Va,b,c e R
w 0 0 1

O

(Final Junio 17/18) Ejercicio 2(a) Operando por filas: si efectuamos operaciones elementales
sobre las filas tenemos que multiplicar por matrices elementales por la izquierda

0 -1 0 -1 3 1 -1 3 1

-1 3 1f{—]10 -1 0| —— |0 -1 0

[0 1 2 |0 1 2] wia [0 0 2
-1 3 1] 01 0 1 0 0
luego . I _IA=]0 -1 Of,donde !l . =1|1 0 O]y . I=1]0 10
[(1)2+3] [1=2] 0 0 2 [1=2] 0 0 1 [(1)2+38] 0 1 1

Operando por columnas: si efectuamos operaciones elementales sobre las columnas tenemos que
multiplicar por matrices elementales por la derecha

0 —-10 nlz -0 (a+a | . 00
-1 3 1| — 1|3 -1 1 3 -1 0
0 1 2 1 0 2] 1 0 2
-1 0 0 1 0 0
luego Al _ I . =1{3 -1 0|,donde !l _ =10 1 1
[1=2] [(1)2+3] 1 0 2 [(1)2+38] 0 0 1
) O
(Final Junio 17/18) Ejercicio 2(b) La matriz es invertible si |A| = 6a —a —2 =5a — 2 # 0, y para
-1 0
que se cumpla la condicién pedida ademés debe satisfacerse A | 0 | =(1]; luego .

0 0
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O
a—3 -1 0
(Final Junio 17/18) Ejercicio 2(c) Debe cumplirse |[A-3l|=| -1 0 1|=—-(a—4)=0,
0 1 -1
luego .
O
(Final Junio 17/18) Ejercicio 2(d) La suma de los autovalores es la traza de la matriz luego 7 = 3+ s,
-2 -1 0
es decir, [ \g=4]y A—4l=|-1 -1 1
0 1 =2
Operando por filas: Para resolver el sistema homogéneo asociado podemos quedarnos con las dos
ultimas ecuaciones y obtenemos xo = 2x3 y 1 = —x2 + x3 = —x3 y el autoespacio asociado al tercer
autovalor es la recta que pasa por el origen y con vector director (—1,2,1).
-2 -1 0 0 -1 0 0 -1 0
-1 -1 1 1 -1 1 1 -1 0
Operando por columnas: 0 1 —2| 22 |2 1 —2| s |2 1 0
P P “T1T 0 o0 T 0 0 T 0 -1
0 1 0 -2 1 0 -2 1 2
0 o0 1 0 0 1 0 0 1

por lo que ‘ el autoespacio asociado al autovalor A = 4 es la recta generada por (—1,2,1) ‘

O

(Final Junio 17/18) Ejercicio 2(e) La matriz A es definida positiva si y solo si todos sus menores

principales D1 = a, Dy = 3a — 1, D3 = 5a — 2 son positivos, luego |a > % .

Otra forma de verlo es la siguiente, para que sea definida positiva los tres pivotes obtenidos (si no
multiplicamos ninguna columna por un ntmero negativo) deben ser positivos; asi

a -1 0] F 0 9 lgw o O 0
-1 03 1 —— -1 (Ba—1) 1| ———— |-1 (3a—1) 0 |;
0 1 2 “" |o a g| comemi=t g a (50 — 2)

es decir, a>0,(3a—1)>0, (5a—2)>0 = a>0,a>%,a>% = |a>

(SN

]

(Final Junio 17/18) Ejercicio 3(a)

El ntmero de filas m es tres. Puesto que el primer sistema no tiene solucién, el rango es menor que
tres, y puesto que el segundo tiene s6lo una solucién, no hay columnas libres (todas son pivote). Por tanto
el nimero de columnas n es uno o dos; y el rango también.

O

(Final Junio 17/18) Ejercicio 3(b)
Puesto que la matriz es de rango completo por columnas, el iinico vector en el espacio nulo es el cero
0. Asi pues, necesariamente ese vector es el vector nulo: = 0.

([l
0 0 b

(Final Junio 17/18) Ejercicio 3(c) Dos ejemplos son |a| , y a 0f; donde a,c# 0; pero
0 0 c

también cualquier matriz que se pueda obtener mediante transformaciones elementales por columnas de
ambos ejemplos.
|

(Final Junio 17/18) Ejercicio 3(d)
El rango es el méaximo nimero de vectores columna de la matriz que podemos tomar manteniendo un
conjunto linealmente independiente. Es decir, tal que la tinica combinaciéon de dichos vectores

ay - columna, + as - columna, + --- +a, - columnap

que es un vector de ceros es aquella para la que todos los coeficientes son nulos. Pero en esta definicién el
orden en que sumemos los vectores columna es irrelevante, por lo que el rango no depende del orden en
que aparecen las columnas de la matriz..
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O
(Final Junio 17/18) Conjunto de preguntas 1(a)
1 oa|=by ] e [ 1 0 |=b | (=) [1 0 |0
—1 1 —b2 —1 1+a —bg Sia#—1 0 1—|—a —b2
Si -1
El sistema serd compatible en dos casos: l a7
Si a=-1 y bQ = 7b1
O

(Final Junio 17/18) Conjunto de preguntas 1(b) Si (sistema es homogeneo con dos
incdégnitas) y simultdneamente (y de rango menor a 2).

(Final Junio 17/18) Conjunto de preguntas 1(c) Necesariamente para aquel valor que hace los

]

vectores perpendiculares, es decir: .
a

(Final Junio 17/18) Conjunto de preguntas 1(d) Usando la traza y el determinante; y que los dos

22=2 A=1
autovalores deben ser el mismo valor: { = { = .

N=1+a 1=1+a

‘En este caso la matriz no es diagonalizable ‘, pues el rango de A es uno.

]

(Final Junio 17/18) Conjunto de preguntas 2(a) Verdadero. Si su rango es distinto de cero, es no
singular, y por tanto tiene tantos pivotes como filas y columnas (por ser cuadrada); en este caso 4.
U

(Final Junio 17/18) Conjunto de preguntas 2(b) Verdadero. Puesto que hay una base de autovectores
para R™, la matriz es diagonalizable, y por lo tanto

A =SDS!' =IDI =D,

donde D es una matriz diagonal con los autovalores de A en la diagonal principal.
O

(Final Junio 17/18) Conjunto de preguntas 2(c) Falso. Si v es un autovector, entonces av es otro.
Si a # 1 ambos autovectores son distintos, pero dependientes.
O

(Final Junio 17/18) Conjunto de preguntas 2(d) Falso. La matriz identidad de orden mayor que 1
es un contraejemplo: es diagonalizable pero su tinico autovalor es el 1.

O

(Final Junio 17/18) Conjunto de preguntas 2(e) Verdadero. Que —3 sea un autovalor significa que
el espacio nulo de (A + 3l) tiene dimensién mayor que cero, asi que, como dim(N (A)) +rg (A) =n, se
debe tener que rg (A) < n: por tanto, existen vectores v que no estan en el espacio columna de la matriz.

O

(Final Junio 17/18) Conjunto de preguntas 2(f) Verdadero: Una base ortonormal de V la forman
las dos primeras columnas de la matriz identidad. Si tomamos la matriz Q cuyas columnas son dicha base

4x2
ortonormal, tenemos queTrue: The two first columns of 1, form an orthogonal basis for V. If we consider
Q =[e; €], we get
4x2

P-Q(Q"Q) 'Q"=QQT =

==
—_ O
o O
o O
I
O O O
o O OO
o O OO

oo o
o O = O
oSO = O

(Final Mayo 17/18) Ejercicio 1(a)
Ax = ciAv, + coAvy = 2¢1 - v + 5ep - vy
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(]
(Final Mayo 17/18) Ejercicio 1(b) Puesto que en el caso de una matriz simétrica, los autovectores
correspondientes a autovalores distintos son ortogonales, tenemos que ['vl]T[vQ] = 0 y entonces
Az =(c1v; + c2v5) - (2c1v + 5cavy)
=2} - [v1]"[v1] + 5ea - [v,][w,]
=267 - oy | + 565 - s ®
O

. . o s T _ 2 2 L
T ?
(Final Mayo 17/18) Ejercicio 1(c) Puesto que [v;]'[v;] = [lv;[|" >0 y ¢ > 0 salvo cuando ¢; = 0
concluimos que
zAx = 2¢ - |v,]|* +5¢2 - ||lvy|® >0

excepto cuando ¢; = ¢ =0, i.e., ¢ = 0.

(Final Mayo 17/18) Ejercicio 1(d) Tenemos
Bv, = (2 [vy][vy] T+ 5 [vy] [v2]T)v1 =2[v,][vy]"vy + 5[v,][vy] "oy = 2[v,] (1) + 5[v,](0) = 2v,.

puesto que [vl]T[vl] =|lv, =1,y ['vi]T[vj] = 0 para i # j. Asi v; es un autovector de B con autovalor
A1 = 2. De manera similar se demuestra que Bv, = 5v, :

Bv, = (2‘ [v1][v4]" +5 [v,] [”z]T)”z =2[v,][v1] 0, + 5[v,][v,] Twy = 2[v,](0) + 5[v,](1) = 5v,.
U

(Final Mayo 17/18) Ejercicio 1(e) Puesto que ambas A y B tienen la misma diagonalizacién Since
both A and B have diagonalization

oy 5] F 5] oy )],

son la misma matriz.
O

(Final Mayo 17/18) Ejercicio 2(a)
Puesto que A es de orden 3 por 3 y sus tres autovalores son distintos de cero, A es una matriz de rango
completo. Por tanto la tinica solucién a Ax = 0 es el vector = 0.
|
(Final Mayo 17/18) Ejercicio 2(b)
El autoespacio correspondiente a A =1 es el conjunto de combinaciones lineales de vy y v5:

1 0
Evlq = xeR® talessque z=al|2|+b[0], Va,beR
0 2

Asi, aplicando la eliminacién gaussiana para multiplicar por el vector perppendicular a v, y v4, encontra-
mos un sistema de ecuaciones como el pedido:

r y 2] fz y—2x 2]

00 0l .. 0 0 0 *

1 2 0 — o ol TE=a=q(v] talesaue {-2e+4y=0
V4

0 0 2 o o0 2]

(Final Mayo 17/18) Ejercicio 2(c)
A es simétrica si, y sélo si, los autoespacios son ortogonales, pero

(1 1 0) ; =(3 0)#£0.
0

N OO
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Como &,_; no es perpendicular a £,_,, | A no es simétrica |

No obstante, puesto que los tres autovectores v, v y v5 son linealmente independientes (pues la
matriz S = [v; v, wv4]

11 T 1
S=[v, v, vg]=|[1 2 o es de rango completo);
0 0 0

N OO
o = O
N OO

la matriz ‘ A es diagonalizable ‘

O

(Final Mayo 17/18) Ejercicio 2(d)

Puesto que R? es de dimensién 3, y v, vy ¥ v5 son tres vectores de R? linealmente independientes
(véase el apartado anterior), B es una base de R3.

Por otra parte

1 1 0]-1 1 0 0]-1 1 0 0o
1 2 0/—=0 | ((=1)1+2) 0 1 0|0 (1)144] 0 1 0|0
0 0 2/=1 | izt |0 0 2/=1 | wyasta | 0 0 2[ 0
1 0 0[O0 2 -1 0[O0 2 -1 0] 2
01 0/0 -1 1 0]l0 -1 1 0| -1
0 0 1] 0 0 0 1] 0 0 0 1/1/2

Asi pues, las coordenadas de (1 0 1) respecto de la base Bson t =2,y = —1y z = 1/2; es decir

1 1
0| =2v;, —vy + zv;.
1 2
O
(Final Mayo 17/18) Ejercicio 2(e)
1 1 1 1
AP 0] =A%2v, — v, + 51;3) =2. A%, — A’v, + 3 APy, =2-2%v, — v, + 535
1
es decir
1 1 1 1 0 15
A3O:161—2+§0=14
1 0 0 2 1
O
(Final Mayo 17/18) Ejercicio 3(a)
Puesto que
2
H™H = 2
9

las columnas de H son perpendiculares entre si y por tanto son un base ortogonal de R*; pero NO
son una base ortonormal de R*, pues no son vectores unitarios (las dos primeras columnas de H tienen
norma /2 y la tltima tiene norma 3).

O

(Final Mayo 17/18) Ejercicio 3(b)
En el primer apartado hemos visto que las dos primeras columnas de H tienen norma /2 y la tltima
tiene norma 3; asi

11 7 1/vV2 1/V2
Q=HD=|-1 1 % = [-1/V2 1/V2

1
3 3 1

Ahora, Q! = (HD) ! = D 'H™, y por tanto, multiplicando por D tenemos: DQ™' = H™. Y como Q
es ortogonal, Q"' = QT, finalmente tenemos que H™! = DQT:

1

7 1/V2 —1/V2 1/2 —1/2
H' = 7 1/vV2 1/V2 = (1/2 1/2
1 1/3

W=
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(Final Mayo 17/18) Ejercicio 3(c)

E 2] T [z (1 +z 2]
~1 0 1 0 0 2=0

(Final Mayo 17/18) Ejercicio 3(d)
La matriz proyeccién P es A(ATA)~LAT donde A = [H|1 H|3]; por tanto

=|-1/2 o

0 0 3 0 1/3

1
: 0 0 3

(Final Mayo 17/18) Conjunto de preguntas 1(a)
Ya que nos dan a elegir, escojamos un cofactor facil de ver y calcular:

1
C22: 0
0

oo
N W
I
W

(Final Mayo 17/18) Conjunto de preguntas 1(b)

1 0 {1 Hl . 0] 12 0 [1 1 0] _}g ‘}ﬁ 8

0 01

106

O

Por ejemplo, si se escalona por filas: se resta el doble de la segunda fila a la tercera. Y luego el doble

de la tercera a la cuarta; por tanto 1 _ 1A=U:
[(-2)3+4] [(—2)2+3]
1 1 1 2 0 1 1 2 0 1
1 1 0 01 1y (00 11
1 -2 1 0 0 2 3/ (0001
-2 1 1110 0 0 2 0 0 0O

O si se escalona por columnas: se puede restar el doble de la primera columna a la segunda y restar la

primera columna a la dltima. Y luego la tercera a la cuarta; por tanto

Al _ 1 _ 1 =L:
[(=2)142] [(~1)1+4] [(~1)3+4]
1 2 0 1|1 -2 1 -1 |1 1 00
0011 1 1 1 10 0 1
00 2 3 1 1 1 -1 0 0 2
0 0 0 2 1 1 1 0 0 O
(Final Mayo 17/18) Conjunto de preguntas 1(c)
(1 2 0 1] 1 0 0 0] 1 0 0 0]
0 0 11 0 0 1 1 0 0 1 0
000 1 rJo 00 1 o 00 1
0 0 0 0] (-~v1+a |0 0 0 0] -ns+a |0 0 0 0
1 0 0 O 1 -2 0 -1 1 -2 0 -1
01 0 0 0 1 0 0 0 1 0 O
0 010 0 01 0 0 01 -1
00 0 1 o 00 1] 0o 00 1]

= OO

Por tanto, la dimensién del espacio de soluciones del sistema Ax = 0 es uno, y una base de dicho espacio

es el conjunto
-2

Base de N/ (A) =

S O =



Soluciones a los Conjunto de preguntass 107

O

(Final Mayo 17/18) Conjunto de preguntas 1(d)
Es diagonalizable si la dimensién del autoespacio del autovalor A = 2 (con multiplicidad 2) es también
2; es decir, si dim(€,_,) = dim(N (A —2I) = 2.

-1 2 01 {2 Taa] -1 0 0 1 (T4l -1 0 0 0

[A B 2I] _ 0 —2 1 1| (2)3+2 0 0 1 1| (-1)3+4 0 0 1 0
0 0 0 3 0 0 0 3 0 0 0 3

0 0 0 O 00 0 O 0 0 0O

Puesto que (A — 2I) es de rango 3, resulta que dim(€,_,) = dim(N (A —2I) = 1 y por tanto la matriz
‘A NO es diagonalizable ‘

(I
(Final Mayo 17/18) Conjunto de preguntas 1(e)
B e O e O S I RN
det (A~ AT) = = =10 -7 0|=—|0 -7 0|=49.
0 -1 0 3|0 -7 0 3 O S
-1 -1 -3 0 -1 -1 -3 0
(I

(Final Mayo 17/18) Conjunto de preguntas 1(f)
Como las filas (001 1) y (0 0 2 3) son linealmente independientes, el espacio que generan estd compuesto
por todos los vectores de R* cuyas dos primeras componentes son cero; es decir, los vectores de la forma:

(00abd).
Asf que primero buscamos un vector de la forma (0 0 a b) que sea perpendicular a (0 0 1 1). Por ejemplo
(001-1).
Solo queda normalizarlos, como ambos tienen longitud v/2, una base puede ser
0 0
o], 1o
Gl el
1 -1
O
(Final Mayo 17/18) Conjunto de preguntas 2(a)
IB| =det [(2AI1), (A, +7A)), (_Alg)} = 2det [A,l, (A, +7A)), (_A|3)]
—2det [A;, Ap, (—Ap)| = ~2det [A, A, A] = 2] = —20.
O
(Final Mayo 17/18) Conjunto de preguntas 2(b)
“lpT\—1| __ T‘l _ —1. _(10) _;1
det [(AT'BT)"!| = det |(BT)'A| = det [B!| - det |A] = =T
O

(Final Mayo 17/18) Conjunto de preguntas 3(a)
Sea la matriz A tal que f(z,y) = f(x) = x Az, aplicando gauss (si a # 0) tenemos que

A:[g z}a[g a99:|; (sia #0)

Por una parte, si a = 0 la traza de A es cero pero el determinante es distinto de cero, en cuyo caso un
autovalor es positivo y el otro negativo. Ademas, si a es mayor que cero, almenos un autovalor es positivo
y si a es menor que cero, almenos un autovalor es negativo.
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Por otra parte, el segundo autovalor es cero si a — g =0, es decir cuando a® — 9 = 0, es decir, cuando
a==23
Resumiendo:
a< -3 definida negativa

a=-3 semidefinida negativa
a € (=3, 3) ni positiva, ni negativa
a=3 semidefinida positiva

a>3 definida positiva
O

(Final Mayo 17/18) Conjunto de preguntas 3(b)

Nos piden que el conjunto de soluciones sea el conjunto de puntos que satisface la ecuaciéon xz = y.
Pero esto requiere que A sea singular, y del apartado anterior sabemos que A es singular cuando a =3 y
cuando a = —3, s6lo nos falta deducir cuél de los dos casos es el pedido en el enunciado.

El conjunto de vectores que satisfacen x = y, es decir, el conjunto de vectores que forma la diagonal del

. s . . , 1
primer y tercer cuadrates son los miltiplos de (1, 1). Por tanto nos piden que digamos en qué A (1) =0.

Asi que evidentemente ‘ a tiene que ser —3 ‘, de manera que la matriz sea A = {_33 _33] .

|

(Final Julio 16/17) Ejercicio 1(a)
Puesto que los vectores del conjunto de soluciones pertenecen a R*, la matriz tiene 4 columnas. Puesto
que la dimensién del espacio de soluciones es uno, tan solo una de las columnas de A no tiene pivote. Por

tanto el rango de la matriz es tres; y por ser la matriz de rango completo por filas, A sélo tiene tres filas:
A.

3x4

O

(Final Julio 16/17) Ejercicio 1(b)
Para obtener una matriz A basta encontrar tres vectores de R* ortogonales al espacio de soluciones de
Az = 0 (serdn sus tres filas):

|_—1 2 -3 1-| [(2)1+2] |——1 0 0 O-|
1 0 0 O 517)31)+113 1 2 -3 1
o 1.0 0] —— |0 1 0 O
0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1
2 1 00
Asi,lamatrizA = |—3 0 1 0| cumple con las condiciones; pero cualquier tranformacién de A median-
1 0 0 1

te tranformaciones elementales de sus filas es una nueva matriz B que cumple las condiciones; (B = EA,
donde E es una matriz invertible, ya que si Az = 0 entonces EAxz = EQ = 0).
O

(Final Julio 16/17) Ejercicio 1(c)
El sistema Az = b siempre tiene solucién para cualquier b € R? ya que la matriz es de rango completo
por filas (el espacio columna de A es todo R?).
|

(Final Julio 16/17) Ejercicio 1(d)

Para cualquier sistema homogéneo Ax = 0, los vectores solucién x son perpendiculares a los vec-
tores fila de A. Asi que cualquier vector solucion al sistema Ax = 0, es decir, cualquier multiplo de
(717 2, =3, 1) distinto de 0, no pertenece al conjunto de combinaciones de las filas de A (no perte-
nece al espacio fila C (AT)).

O

(Final Julio 16/17) Ejercicio 2(a)
Como mas abajo se pide resolver un sistema particular, comenzaremos trabajando con la matriz am-

pliada [ul, Uy, Usg, Uy | —b} = [B | —b] , donde b es el vector del lado derecho del sistema propuesto en
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el apartado b) y B la matriz de coeficientes de dicho sistema:

-1 1 0 0]-1 -1 0 0 0]-1 1 0 0 0 |-1
1 -2 0 0]-1 1 -1 0 0|-1] Dy -1 1 0 0 [-1
0 0 -2 —2[0| wha [0 0 -2 00 | ZP2. |0 0 1 010
0 0 4 =3-1]| (st |0 0 4 —7/=11| (-1yna |0 0 =2 1 |—1
1 0 0 00 1 1 0 0]0 -1 -1 -0 -0]0
0 1 0 0/0 0 1 0 00 -0 -1 -0 -01/0
0 0 1 0/0 0 0 1 -1/0 -0 -0 —1/2 1/7|0
0 0 0 1[0 | 0 0 0 1|0 | -0 -0 -0 -1/7/ 0 |
(10 0 0 |-17 (10 0 0 0
0 1 0 0 |-1 | s |0 1 0 0 0
[(1)5+1] 0 0 1 0 0 [(1)5+5] 0 0 1 0 0
(a3 | 0 0 0 1 |—=1 | wwss | 0 0 0 1 0
—2 -1 0 00 —2 -1 0 0 | -3
-1 -1 0 0|0 ~1 -1 0 0 | -2
0 0 =3/14 1/7]0 0 0 —=3/14 1/7|1)7
L0 0 -2/7 -1/710 | L0 0 —2/7 -1/7|-1/7 |

puesto que las cuatro columnas de la matriz de B tienen pivote, los cuatro vectores son linealmente
independientes. Como los cuatro pertenecen a R* y el espacio R* es de dimensién 4, el conjunto B es

necesariamente una base de R%.
O

(Final Julio 16/17) Ejercicio 2(b)
De la soluciéon obtenida con el método de eliminacién gaussiana expuesto en el primer apartado, se
deduce que las coordenadas son x = —3, y = -2, z = %, w = _71; es decir,

1
—3u; — 2uqy + ZU—

lo que se puede verificar facilmente:

1 1 0 0 1
1 ol 1| o 1] o0 1
SBlo |72 o | T7 2] 7] -2 0
0 0 4 3 1

(Final Julio 16/17) Ejercicio 2(c)
De la segunda parte del enunciado inicial de este problema se desprende que

100 O
01 0 O
0 0 0 -1

Puesto que AB y B son de rango completo, necesariamente A es de rango completo. Puesto que la tercera
columna de AB es dos veces la tercera columna de la identidad y la cuarta columna de AB es la cuarta

columna de | multiplicada por —1, se deduce que A [ul Us %u3 —u4} = 1. Por tanto

-1 1 0 0
- 1 -2 0 0
0 0 2 3

(Final Julio 16/17) Ejercicio 2(d)
Por una parte

fluy) = uAuy = u, (Aul) =(-1 1 0 0) =-1<0

o O o
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y por otra

0
0
fluy) = uAuy, = u, (Au4> =0 0 =2 -3)| , |=3>0

-1
Asi pues, esta forma cuadratica no es ni definida positiva ni definida negativa, pues puede tomar tanto

valores positivos como negativos.
(Il

(Final Julio 16/17) Ejercicio 3(a)
Al calcular el producto Bv obtenemos 4v. Por otra parte, B es de rango 1 y su traza es 4, asi que sus
autovalores son 4 and 0 (con multiplicidad algebriica 3).

a
(Final Julio 16/17) Ejercicio 3(b)
(B+bl>m — Bz +blz = Az + bx = (\ + bz,
por tanto, A tiene los mismos autovectores y sus autovalores son b, b, by 4 + b.
|
(Final Julio 16/17) Ejercicio 3(c)
Los autovalores de A son 2, 2, 2, y 24 4 = 6, por tanto el determinante es 2 % 2 x 2 x 6 = 48.
a
(Final Julio 16/17) Ejercicio 3(d)
Solo puede ser definida positiva si b > 0.
|

(Final Julio 16/17) Ejercicio 3(e)
Puesto que B =4B y I = AA™ = (B+1)(1+¢B) =B +4cB +1+¢B = 1 + (1+5¢)B asf que (1 +¢B)
es la inversa de A cuando (1 4 5¢) = 0. Por tanto ¢ = —1/5.

O
(Final Julio 16/17) Conjunto de preguntas 1(a)
1
Falso: [u v w] —1| =w —wv. Por tanto las coordenadas son el vector (1,—1,0).
0
O
(Final Julio 16/17) Conjunto de preguntas 1(b)
Verdadero: puesto que es una combinacién lineal de los vectores de la base B.
O

(Final Julio 16/17) Conjunto de preguntas 1(c)
Es siméirica ya que PT = (XXT)T — (XT)TXT = XXT = P.

Por otra parte, puesto que B es una base ortonormal, las columnas de X son ortonormales, asi pues,
XTX = | yportanto PP =XXTXXT =XIXT =XXT =P, porloque P es idempotente.

3x3

O

(Final Julio 16/17) Conjunto de preguntas 1(d)
Que Py sea ortogonal a (y — Py) significa que el producto escalar (Py)-(y — Py) = (yPT)-(y — Py)
es cero. Veamos si es cierto...

(yP")-(y —Py)=yPTy —yP"Py =yPy —yPy =0

donde hemos empleado que PT =P y que PTP = PP =P.
|

(Final Julio 16/17) Conjunto de preguntas 2(a)

Puesto que no nos piden calcular la inversa, basta con aplicar operaciones elementales tipo I para
tratar de obtener una matriz triangular. Con ella, de manera sencilla, determinaremos el rango de A para
distintos valores de a, asi como su determinante en funcién de a

1 01 0 1 00 0 10 0 0 1 0 0 0
-1 1 0 0| woats [—=1 1 1 0| wvez+sy |—=1 1 0 O w-vs+a [—-1 1 0 0
001 1 "l oo 1 1 T oo 1 1 "l oo 1 0
0 a 0 -1 0 a 0 -1 0 a —a -1 0 a —a a-—-1
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Como sélo hemos realizado operaciones elementales tipo I, el determinante de A es igual al determinante
de la Ultima matriz, es decir det A = a — 1, por lo que la matriz es invertible siempre que a — 1 # 0 o,
expresado de manera diferente, si a # 1.

O
(Final Julio 16/17) Conjunto de preguntas 2(b)
Tenemos que resolver la ecuacién
det AT det A -1 1 1
det [(ATA)IAT| = 2 S Ll _ L
det ATdetA  (detA)?2  (a—1)2 (a—1) 4
es decir a — 1 = 4. Asi que la respuesta es: para a = 5.
O
(Final Julio 16/17) Conjunto de preguntas 2(c)
Puesto que cuando a = 1 la matriz tiene rango 3, la respuesta es: para a = 1.
O

(Final Julio 16/17) Conjunto de preguntas 3(a)
Puesto que la matriz es singular (la tercera fila es igual a la primera multiplicada por 2 3, 0 bien la

tercera columna es igual a la primera multiplicada por 5) sabemos que uno de sus tres autovalores es nece-
sariamente cero. Pero nos falta conocer los otros dos. Encontremos las raices del polinomio caracteristico:

-A 3 0
det(A—=X)=|a =X b|=(=2)>+4bA+3aX=0
0 4 -

Como sabemos, una de las raices es cero; las dos restantes salen de resolver: —(\)? +4b+3a =0; es
decir A2 = 3a + 4b. Para que las raices sean reales debe ocurrir que 3a + 4b > 0 y por tanto se presentan
dos casos:

= Si 3a + 4b = 0 la matriz no es diagonalizable: el autovalor cero es triple, pero como el rango de A
no es cero, la dimension del autoespacio es menor que tres.

= Si 3a + 4b > 0 la matriz es diagonalizable, pues aparecen tres raices distintas: 0 y £+v/3a + 4b.

Es decir, y dado un b arbitrario, el parametro a tiene que cumplir a > %411.
O

(Final Julio 16/17) Conjunto de preguntas 3(b)

Puesto que A tiene rango 2, dos autovalores son distintos de cero y uno es igual a cero; y como la traza
es cero, necesariamente un autovalor es positivo y el otro negativo. Asi que la forma cuadratica £ Ax no es
ni definida positiva ni definida negativa. En concreto, puesto que ++v/3a + 4b = 4++/25, los tres autovalores
son 0, =5 y 5.

O

(Final Julio 16/17) Conjunto de preguntas 3(c)

El tinico caso en que A es diagonalizable ortogonalmente se da cuando a = 3 y b = 4, pues es el tinico
que permite que A sea simétrica. El vector v solicitado es un autovector de norma uno que esté asociado
al autovalor A = 5. Encontremos primero un autovalor para A\ = 5; luego bastara normalizarlo para dar
un v como el solicitado. De

-5 3 0 —15 15 0 —15 0 0 —15 0 0
3 -5 4| 1y 9 —-25 4 9 -—16 4 (D) 9 —-16 0
[A —51] 0 4 —5| 2 0 20 —5| 1isz 0 20 =5 (1)2+3 0 20 O
T -1 0 o0 3 0 0 3 3 0 3 3 3
0 1 0 0 5 0 0 5 0 0 5 5
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 4

se deduce que los autovalores son los multiplos no nulos de . Como la norma de este ultimo vector

|
|

es V32452 +42 = /925 + 16 = /50 = 5v/2, una posible respuesta es: v = —= (3 5 4) La otra

posible respuesta es cambiando el signo (el sentido del vector): v = 5 f (3 5 4)

S

O
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(Final Mayo 16/17) Ejercicio 1(a)

1100 1 0 0 0 1 0 0 0
01 0 1 - 0O 1 0 0 - 0 1 0 0
1 0 1 0 1 -1 1 1 1 -1 1 0
0 a 1 b 0 a 1 b—a 0 a 1 b—a-—1
Los cuatro vectores forman una base cuando b — a # 1, en caso contrario son dependientes.
([l
(Final Mayo 16/17) Ejercicio 1(b)
[1 1 0 0] 1 1 0 0] 1 0 0 0 1 0 0]
1 0 01 01 0 1 - 0 1 0 0 - 0 1 0 O
[(=1)1+2) [(-1)4]
01 10 Lo 1 o) A -1 ol Cpto -1 10
a 0 1 a| Py |0 a 1 a| (-1)3+4 |0 a 1 —1| (-a)a+2 |0 0 0 1
10 00 01 00 0 1 0 -1 0 1—-a -1 1
01 00 1 0 0 O 1 -1 0 1 1 a—1 1 -1
0 010 0 010 0 01 -1 0 -—a 0 1
0 0 0 1) 0 0 0 1] 10 0 0 1] 10 a 1 —1]
[1 0 0 0]
0 1 0 O i
S Lo 0 o 1 0 o 1
(-1)3+1 1 a —
1 —a -1 1 = A =lo 4 0 1
0 a 1 -1 1 a+1 1 -1
0 —a 0 1
-1 a+1 1 -1
U
(Final Mayo 16/17) Ejercicio 1(c)
1 0 0
. . . 0 1 0
La dimensién es tres y el conjunto N es una base de S.
0 0 1
O
(Final Mayo 16/17) Ejercicio 1(d)
[1 1 0] =1 ] [1 0 o] 0 ] [1 0 o] 0 ]
10 0-1/2 . 1 -1 0| 1/2 1 -1 00
0 1 1f-1/2 | W= fo 1 1j-1/2 | 0 1 1] 0
001 o |[W* 00 0 1) 0o |22 00 0 1|0
1 0 0] O 1 -1 0] 1 1 -1 0f1/2
0 1 0] 0 0 1 0] 0 0 1 0]1/2
100 1] 0 | |0 0 1 0 | 10 0 10 |
Por tanto, las coordenadas son (1/2, 1/2, 0), es decir, b = v, + Lv, + Ov,.
O

(Final Mayo 16/17) Ejercicio 2(a)
Considere Hv = \v para algin vector v no nulo. Entonces H?v = A\2v = (4)v = 4v , asf que A% = 4,
y los autovalores de H son A = 41/4; por tanto cada autovalor de H es igual a 2 0 a —2. Como la traza de

H es 0, la suma de los autovalores de H también es 0. En conclusion, H tiene autovalores A\ = 2,2, —2, —2.
O

(Final Mayo 16/17) Ejercicio 2(b)
De H? = 41 tenemos

1 1
HH = 41 H-H=1 H!=-H
- 77 = 1

El determinante es el producto de sus autovalores: detH =2 -2 (-2) - (-2) = 16.
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(Final Mayo 16/17) Ejercicio 2(c)

Puesto que H es simétrica y los tres autovectores dados son ortogonales entre si, cualquier vector no
nulo y ortogonal a las columnas de S serd automaticamente un autovector independiente de los otros tres.
Por tanto podemos buscarlo por eliminacién gaussiana:

1 1 1 -1 1 0 00 1 0 0 O 1 0o 0 o
1 0 0 1 (e [T -1 -1 2 - 1 -1 0 0 1 -1 0 o
0 -1 1 0 21—)11&:3 0 -1 10 [((2_)12)—2;3] 0 -1 2 =2 W 0 -1 2 0
1 oo Oof ———if1 -1 -1 1| —— |1 -1 0 —1 1 -1 0 -1
0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 -1 2 0 1 -1 1
0 01 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 1
0 0 0 1] 0 0 0 1] o 0 0 1] o 0 0 1]
Asi que un autovector es
-1
R
v =
1

Por otra parte, los primeros dos autovectores corresponden a A = 2, asi que el autovector v, encontrado
corresponde a A = —2. Puesto que el autoespacio asociado a A = —2 tiene dimensién 2, el cuarto autovector
no tiene por qué ser ortogonal a los otros tres: podemos elegir cualquier vector de la forma

= avg + by,

con b # 0.
O

(Final Mayo 16/17) Ejercicio 3(a)

A) El conjunto S contiene todas las soluciones; para cada par de valores reales « y 3 se obtiene una
solucién distinta. En particular, y corresponde con el vector para el que tanto a como [ son cero; asi pues,
y pertenece a S y, por tanto, es una solucion.

B) En cuanto a la segunda parte. Por un lado, es evidente que el conjunto S de soluciones a Az = b
es un plano; y por tanto también tiene que ser un plano el conjunto de soluciones del sistema homogéneo
asociado: Az = 0.

Por otro lado, si los vectores & y y son solucién a un sistema (si respectivamente verifican Az =b vy
Ay = b), su vector diferencia & — y es solucién del sistema homogéneo asociado ya que

A(x—y)=Az—-Ay=b-b=0.

1
Asi pues, si a cada uno de los vectores € S le restamos el vector y = [ 2 | , obtenemos una solucién a
3
Az = 0. Pero, dada la definicién del conjunto S, si a cada uno de los vectores de S le restamos el vector
y obtenemos precisamente los vectores del conjunto N.
Por tanto tenemos simultdneamente que:

1. todos los vectores de N son solucién al sistema homogéneo Az = 0, y ademds
2. N es un subespacio de dimensién 2 (un plano que pasa por el origen)
por lo que necesariamente N es el plano que contiene todas las soluciones del sistema homogéneo.

(Final Mayo 16/17) Ejercicio 3(b)
En el apartado anterior hemos visto que

0 1
N=(zlz=a|l]|+B|1]|; Va,8€R ; ={xcR}Az=0}.
1 0

Necesitamos encontrar una base del complemento ortogonal, y con ello encontrar los coeficientes que
multiplican a las variables x, y y z (para asi obtener las ecuaciones cartesianas). Hagamoslo todo de
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golpe (i.e, multiplicar & por los vectores de la base del complemento ortogonal) empleando la eliminacién
gaussiana:

0 1 1] oz [o 0 1
11 of 50320 0 0
Ty =z |_x (—z+y—2) ZJ

Que en la parte superior hayamos logrado una columna de ceros significa que hemos multiplicado por un
vector perpendicular a las dos primeras filas (en particular por [-1,1,-1]), as{ que una posible respuesta es

-1 1 —1] =a0+p0 = —z+y—2=0

n ey

nétese que como el vector (-1, 1 -1) es ortogonal a los dos vectores con los que se genera el conjunto N, la
parte “paramétrica” desaparece al mutiplicar por dicho vector, quedando tan sélo una ecuacién cartesiana.

O
(Final Mayo 16/17) Ejercicio 3(c)
-1
P—(l)} [011]?1 [011]_?1(1[2 —1})[011]
1 0 11010 1 1 0 103—12 1 1 0
2 1 -1
1
-1 1 2
O
(Final Mayo 16/17) Ejercicio 3(d)
Es inmediato ver que el sistema
1 0 3
all|l+8|1|=1]2
0 1 4

es incompatible. Si no lo ve, puede comprobarlo, por ejemplo, por eliminacién gaussiana:

o bien calculando el determinante de la matriz ampliada y comprobando que es distinto de cero

O~ =

0
1
1

NSRS
Il
ot

Aunque lo mejor y maés sencillo es ver que el vector (3,2,4) sencilamente no verifica la ecuacion cartesiana
que define al conjunto —x +y — 2z = 0.

Debemos, por tanto, calcular la proyeccién ortogonal para encontrar el vector de N méas préximo. Asi
pues, empleando la matriz proyeccién del apartado anterior:

L2 1 1] 3 4
Pd—-|1 2 1|[2]==(n
31211 2| \4 7

O

(Final Mayo 16/17) Conjunto de preguntas 1(a)

Verdadero: Si las columnas de Q son autovectores de A, entonces AQ = QD, donde D es una matriz
diagonal con los autovalores correspondientes a las columnas de Q en la diagonal. Si ademas Q es ortogonal,
entonces QQT =I, por lo que multiplicando por QT tenemos A = QDQT; therefore

AT — (QDQT)T - (QT)TDTQT —QDQT =A.



Soluciones a los Conjunto de preguntass 115

O

(Final Mayo 16/17) Conjunto de preguntas 1(b)

Verdadero: Para ser definida positiva, todos los determinantes de los menores principales deberian
ser positivos (incluyendo det A > 0). Para ser definida negativa, determinantes de los menores de orden
par deberian ser positivos y los de orden impar negativos (incluyendo a1; < 0).

|
(Final Mayo 16/17) Conjunto de preguntas 1(c)
Verdadero: Ambos autoespacios son ortogonales ya que
G ()0
0 1 1 9 0
Y las dimensiones de ambos autoespacios suman 3.
O

(Final Mayo 16/17) Conjunto de preguntas 1(d)

Verdadero: Si A es invertible todos sus autovalores son distintos de cero, y los autovalores de A? son
el cuadrado de los autovalores de A. Por tanto, todos los autovalores de A? son mayores que cero.

Otra forma de verlo: A = AT por lo que A?> = ATA; asi que zA’z = zATAz = [y]T[y], donde
y = Azx. Como A es invertible, [y]T[y] > 0 para todo  # 0.

O
(Final Mayo 16/17) Conjunto de preguntas 2(a)
Mirando la primera fila de A deducimos que
1 10
detA=det [1 2 3| =3
1 3 9
Por tanto, det At = %
(]
(Final Mayo 16/17) Conjunto de preguntas 2(b)
01 0
- COf(A)Ql -1 —1(—9)
Ay, =22 " “det|2 1 3| = —3
(A2 = =30 305 1 . 3
O

(Final Mayo 16/17) Conjunto de preguntas 3(a)
Puesto que MM = M, y que M es invertible, podemos multiplicar ambos lados de la igualdad por M™!

para obtener
MM=M = MMM!=MM! = M-=LI

O

(Final Mayo 16/17) Conjunto de preguntas 3(b)

Puesto que P(A\) = A* — 3X% + 2)A2 = A2(\2 — 3\ + 2); el polinomio P()) tiene dos raices iguales a 0,
una raiz igual a 1 y una raiz igual a 2.

No podemos saber si es diagonalizable: el autovalor 0 esta repetido y desconocemos si la dimensién del
autoespacio correspondiente es 1 o si es 2 (en el primer caso no serfa diagonalizable, pero en el segundo
caso si).

|

(Final Mayo 16/17) Conjunto de preguntas 3(c)
BT = (AAT) = (AT)'AT=AAT=B.
U

(Final Mayo 16/17) Conjunto de preguntas 3(d)

Los cuatro autovalores de B son 0, 2, 2 y 4. Asi que los autovalores de (B — 2I) son dos unidades més
pequenos, es decir -2, 0, 0 y 2. Como dos autovalores son distintos de cero, el rango es dos.

Otra forma de verlo: por ser B la matriz del apartado anterior, sabemos que B es simétrica, y por
tanto diagonalizable (aunque el autovalor A = 2 esté repetido). Por tanto el auto espacio asociado a A = 2
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(doble) tiene dimensién dos: dim N (B — 2|) = 2. Como el orden de la matriz es 4 (por tener cuatro raices
el polinomio caracteristico), el rango de (B — 2I) es 2.

O
(Final Junio 15/16) Ejercicio 1(a)
2 1 1 -2« - 1 0 0| -2« 1 0 0| 2« 1 0 0| O
[1=3]
4 2 2| 4o C1)1+2 2 0 0 | 4« Ty 2 0 0 | 4« . 2 0 0| O
6 2 31 0 (-2)1+43 |3 -1 O 0 (—3)2+1 0 1 0 0 [(2a)1+4] 0 1 0 0
1 0 0] O 0 O 11 0 0 0 11 0 0 0 11 0
0 1 0/ 0 0O 1 0] O 3 -1 0| O 3 -1 0| 6«
0 0 1/ 0 1 -1 -2/ 0 -2 1 =210 -2 1 =24«
por tanto es resoluble para cualquier a.
O
(Final Junio 15/16) Ejercicio 1(b)
0 1
x=| 6a | +a| O para todo a € R.
—4o -2
O

(Final Junio 15/16) Ejercicio 1(c)
Porque hemos visto que la matriz de coeficientes del sistema anterior tiene s6lo rango 2 (dos pivotes),
asi que es singular y por tanto su determinante es cero.

(Final Junio 15/16) Ejercicio 2(a)

110 1 0 0 10 0
2 1 2 2 -1 2 2 -1 0
Al |2 0 3| i |2 =2 3| ks |2 -2 -1 L
I |1 00 1 -1 0 1 -1 -2 |E
010 0 10 0o 1 2
0 0 1 0 01 0 0 1
Por tanto det(A) = det(L) =1-(-1)-(-1) = 1.
(Final Junio 15/16) Ejercicio 2(b)
1 0 O - 1 0 0 1 0 O
[(-1)3] -
2 -1 0 (2)3+2 2 -1 0 (7, 0o 1 0
A . L [2 -2 —1| (-2)3+1 0 0 1| (-2)2+1 0 0 1
I E[ [1 -1 -2 3 3 2 3 -3 2
o 1 2 4 -3 -2 -2 3 -2
0 0 1 2 -2 -1 -2 2 -1
Por tanto
3 -3 2
A't=|-2 3 -2
-2 2 -1

(Final Junio 15/16) Ejercicio 2(c)
Puesto que el rango de la matriz es tres, y tres es el nimero de filas, este sistema tiene solucién para

cualquier vector b € R3.

O

]

Puesto que el rango de la matriz es tres, y tres es el niimero de columnas, este sistema no puede tener

infinitas soluciones.

(Final Junio 15/16) Ejercicio 2(d)

|
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O

(Final Junio 15/16) Ejercicio 3(a)
Puesto que la matriz es simétrica, sabemos que es posible encontrar 5 autovectores linealmente inde-
pendientes.

|
(Final Junio 15/16) Ejercicio 3(b)
A=1,1,1,1,6.
Por una parte, como el rango de A — I es uno, la multiplicidad geométrica del autovalor A = 1 es 4, asi

que dicho autovalor se repite como minimo cuatro veces. Por otra parte, la traza de A es 10, por lo que la
suma de sus autovalores debe ser 10. Asi que el quinto autovalor debe ser A =10 —4 =6
|

(Final Junio 15/16) Ejercicio 3(c)
Para el autovalor A = 1, puesto que las cinco columnas de A — | son iguales, cuatro autovectores
linealmente independientes son:

-1 -1 -1 -1
1 0 0 0
0 1; 1 1; 0 |; 0
0 0 1 0
0 0 0 1
Para el quinto autovalor, A = 6, tenemos
-4 1 1 1 1
1 -4 1 1 1
A—-6l=|1 1 -4 1 11;
1 1 1 -4 1
1 1 1 1 -4

y puesto que la suma de las columnas de dicha matriz es 0, un quinto autovector es

e e )

]

(Final Junio 15/16) Conjunto de preguntas 1(a)

Como buscamos la ecuacién cartesiana de una recta en R3, basta con un sistema de dos ecuaciones.
Por una parte, las filas de A deben ser perpendiculares a las soluciones a Az = 0 (deben ser vectores
perpendiculares a la recta paralela a la solicitada pero que pasa por el origen); por otra parte la recta
solicitada debe pasar por p (asi que Ap = b). Por tanto, lo més sencillo es escoger u y v como filas de A
y calcular el vector del lado derecho b multiplicando A por un punto particular de la recta;

1
730 730 -2
A‘L 0 3}’ b_Ap_[zL 0 3] 3 _(7)’

Tr + 3y =-2

asi, una representacién implicita (o cartesiana) de la recta es {4 5 4
x + oz =

(Final Junio 15/16) Conjunto de preguntas 1(b)
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Necesitamos encontrar un vector director de la recta, es decir, un vector de R? perpendicular a v y v

-
[(3)1]
T
T
121 [(—1D)241]
[(4)3] (—=1)8+1
e

3 1 1 3
r=p+al|l -7 = 2| =|-3|+al -7
—4 T3 1 —4

O

(Final Junio 15/16) Conjunto de preguntas 2.
Considere que la siguiente combinacién es cero: 0 = ciu; + couy + c3u,. Entonces, si calculamos su
producto escalar con u; concluimos que necesariamente

0=1u0 =u;(c1u; + catg + c3uy) = cyuuy = ¢; = 0.

Repitiendo el mismo truco con uy y u3, concluimos que ¢; = ca = c3 = 0, es decir, que los vectores son
linealmente independientes.

(]

(Final Junio 15/16) Conjunto de preguntas 3(a)
Falso. Por ejemplo (1,0,0), (—1,0,0) y (0,0,0).
O

(Final Junio 15/16) Conjunto de preguntas 3(b)

Verdadero. Si el rango es igual al nimero de columnas, entonces todas las columnas tienen un pivote
tras la eliminacién gaussiana. Asi que al buscar soluciéon para Axz = 0, la Unica combinacién lineal de
columnas que es 0 es la combinacién trivial.

([
(Final Junio 15/16) Conjunto de preguntas 3(c)
Falso. Por ejemplo [(1) ﬂ o) {2 1/2} .
0
(Final Junio 15/16) Conjunto de preguntas 3(d)
Verdadero. 1 = det(l) = det(ATA) = det(AT) - det(A) = (det(A))2, asi, los tnicos valores posibles
para det(A) son 1 6 —1.

O
(Final Junio 15/16) Conjunto de preguntas 3(e)

Verdadero. Como mucho cinco de ellos (A;,...,A,,) son distintos de cero (puesto que hay seis dis-
tintos). Por tanto, los autovectores correspondientes v 5»- -+, v, son independientes, y pertenecen a C (A)
puesto que A% =v,. Asi que rg (A) =dimC (A) > 5.

O

(Final Junio 15/16) Conjunto de preguntas 4(a)
En este caso necesitamos que A tenga rango 3; por tanto, por eliminacién gausiana tenemos que

1011 0 0 0 1 0 0 0 1
112 3] -2 1 -1 3 0 0 -1 3

Al ol L2fcres oo 1 o1 2] ke a0 -1 2]

H:1000—> I 0 0 ol —=11 0 0 0:%
010 0 0 1 0 0 0 1 0 0
0010 0 0 1 0 -2 1 1 0
0 0 0 1] -1 0 -1 1] 1 -1 -1 1

y por tanto, si a # 0 el rango de la matriz es 3.
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(Final Junio 15/16) Conjunto de preguntas 4(b)
Para aquellos que hacen a la matriz de rango 2; es decir...y visto lo visto...para a = 0.

|
(Final Mayo 15/16) Ejercicio 1(a)
Una representacién paramétrica de la recta es
x 1 4/3
yl=a+ala-b)=10]4+af| 0
z 3 4
|

(Final Mayo 15/16) Ejercicio 1(b)
Puesto que (—3,0,1) y (0,1,0) son ortogonales a (%,074)7 un sistema de ecuaciones cartesianas de la
recta es

{3 0 1] z 3 {3 0 1] (1) +a[3 0 1] 463 _ {—Sx +2=0
0 1 0 M 0 1 0 3 0 1 0 4 y =0
O
(Final Mayo 15/16) Ejercicio 1(c)
Si. Dicha recta es el conjunto de soluciones del sistema homogéneo
—3z +z2=0
y =0’
es decir, es una recta que pasa por el origen.
a
(Final Mayo 15/16) Ejercicio 1(d)
4/3
Dicha recta estd generada por el vector | 0 | o, dividiendo por 4 y multiplicando por 3, la recta es
4
1
el conjunto de multiplos del vector | O |; asi
3
-1
1 1 1 1 1 1 0 3
P=10| [t 0 3]]0 [103}:E0[103]:E000
3 3 3 3 09
|
(Final Mayo 15/16) Ejercicio 1(e)
El punto p mas cercano es la proyecciéon de z sobre la recta generada por el vector:
1 1 0 3| /2 1 8
3 0 9| \2 24
|

(Final Mayo 15/16) Ejercicio 2(a)

|A] =2 i ;’ —(1—m) L _1m (2)’ =2-2(1—m)? = (4 —2m)m. La matriz es singular cuando m = 0
6m=2.
(]
(Final Mayo 15/16) Ejercicio 2(b)
2 1-m O 1—-m 2 0
Puestoque A = |1 —m 1 1| , para las matrices B y C que vienen dadas por B = 1 1-m 1
0 1 2 1 0 2
2 1-m O
yC=|1-m 1 1/2| tenemos que |B| = —|A|y [C| = 1|A].
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O

(Final Mayo 15/16) Ejercicio 2(c)
Para m = 1, el determinate de A es igual a 2. Por la regla de Cramer, la tnica solucion del sistema
Ax = b viene dada por

3 00 2 3 0 2 0 3
4 1 1 0 4 1 01 4
2 1 21 3 0 2 2 26 0 1 2| 2(-2
xr1 = = 3 To = = ():67 xr3 = = ( )__2
det(A) 2 det(A) 2 det(A) 2
|
(Final Mayo 15/16) Ejercicio 3(a)
Teniendo en cuenta que ||| = ||ly|| implica que « - € = y - y; tenemos que
(y+z) (y-z)=y y-y ztz y-z x
=y-y—-z-x puestoque y - x =x -y
~0 puesto que [z = [yl
O
(Final Mayo 15/16) Ejercicio 3(b)
y—=x Y y+x
(]

(Final Mayo 15/16) Ejercicio 3(c)

Puesto que por una parte, el segmento [a <> b] es paralelo a y + x, y el segmento [b <> ¢] es paralelo
ay —x;y por otra ||| = ||y|| = radio de la circunferencia; entonces sabemos, por el apartado anterior,
que ambos segmentos son perpendiculares.

O
(Final Mayo 15/16) Conjunto de preguntas 1(a)
Puesto que C es simétrica:
MT = (ATCA)" = ATCT(AT)" = ATCA = M.
Por tanto M es simétrica.
O

(Final Mayo 15/16) Conjunto de preguntas 1(b)
Puesto que C es simétrica y definida positiva, se puede diagonalizar como C = QDQT; donde D es
una matriz diagonal, con todos los elementos de la diagonal principal estrictamente mayores que cero. Asi

zMz = xATCAz = zATQDQTAzx.
Si llamamos B = QTA tenemos que
xMz = xB"DBx = (Bx)"D(Bx) > 0,

pues es una suma de cuadrados, que serd definida (i.e., Max = 0 si y sélo si € = 0) si Ba # 0 para todo

x # 0, es decir, si la matriz B es de rango completo.
|

(Final Mayo 15/16) Conjunto de preguntas 1(c)
Si M no es definida positiva, entonces es semi-definida positiva, es decir, al menos un autovalor es cero,

y el resto mayores o iguales a cero. Asi pues, el menor autovalor es A = 0..
|
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(Final Mayo 15/16) Conjunto de preguntas 2(a)
Autovalores: A =2y A = 4. Para A\ = 2, la dimensién del autoespacio es 1 y su multiplicidad algebraica
es 2. Por lo cual la matriz A no es diagonalizable.

([
(Final Mayo 15/16) Conjunto de preguntas 2(b)
Si es invertible, puesto que |A| =16 # 0.
2 4 2 2 0 0 2 0 0], 1 0 0
- [(1/2)1]

04 2 oo 4 2 0 4 o WEilo 1 o0
[A}i 0 0 2| (~n1+3 |0 0 2| w-y22+s |0 O 2| (1/2)3 0 0 1|
(1] |1 00 1 -2 -1 1 -2 0 /2 -1/2 0|

01 0 0 1 0 0 1 -1/2 0 1/4 —1/4

0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1/2

([

(Final Mayo 15/16) Conjunto de preguntas 3(a)
Verdadero. Si vy, v,,...,v, son linealemnte independientes, entonces son una base y dim(V) = k. De
lo contrario podemos generar V con menos de k vectores, y por tanto dim(V) < k.
O

(Final Mayo 15/16) Conjunto de preguntas 3(b)
Verdadero. Si vy, v,,..,v, generan V, entonces son una base, y dim(V) = k. De lo contrario, hay
vectores en V que no son combinacion lineal de v,, v,,..,v,, y por tanto dim(V) > k.
O

(Final Mayo 15/16) Conjunto de preguntas 3(c)
Verdadero. Al menos hay una columna libre, asi que, si el sistema tiene alguna solucién, el conjunto
de soluciones contiene infinitos vectores.

O
(Final Mayo 15/16) Conjunto de preguntas 3(d)
Falso. Por ejemplo
1 1 1 1
11 1] |1
11 1| *7 |1
111 1
tiene infinitas soluciones.
O
(Final Mayo 15/16) Conjunto de preguntas 3(e)
Falso. El producto escalar de dos vectores es un un nimero real (es un escalar).
O
(Final Junio 14/15) Ejercicio 1(a)
110 o] (™ 1
No siempre tiene solucién; por ejemplo |2 2 0 0 21 — | 1] Nétese que el rango de la matriz
000 0 (" 1
T4
de coeficientes A es uno, pero el rango de la matriz ampliada [A|b] es dos.
O

(Final Junio 14/15) Ejercicio 1(b)
Puesto que el sistema tiene mas variables que ecuaciones, cuando el sistema tiene solucién, ésta nunca
puede ser tnica.
|

(Final Junio 14/15) Ejercicio 1(c)
Que b sea combinacién lineal de las columnas de A; es decir, que la matriz de coeficientes A, y la
matriz ampliada [A|b] tengan el mismo rango.
a

(Final Junio 14/15) Ejercicio 1(d)
Puesto que el b tiene tres componentes (pertenece a R?), la condicién es que el rango de A sea tres.
|
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(Final Junio 14/15) Ejercicio 1(e)
Por supuesto que si. Basta que algunas columnas de AT sean linealmente dependientes, y que vector ¢
sea combinacion lineal de dicho grupo de columnas dependientes. Por ejemplo:

12 00 i
SiA=1|1 2 0 0 Nk
1 2 3 4 0
entonces el sistema
1 1 1 2
2 2 2| (9} (4
o0 3/ {7 |o
0 0 4] \¥3 0
1 2 0
tiene multiples soluciones, por ejemploy = [ 1], 6 0], o6 2], etc.
0 0 0
|
(Final Junio 14/15) Ejercicio 2(a)
1 0
A | 1| =suma de las columnas = | 0
1 0
O
(Final Junio 14/15) Ejercicio 2(b)
1 1 0 0
A*l1|=A-A|1]=A[0] =0
1 1 0 0
|

(Final Junio 14/15) Ejercicio 2(c)
La dimensién es al menos 1 (porque A es cuadrada y sabemos que (1;1;1) es solucién para Az = 0,
asi que el rango de A es como méximo 2).

|
(Final Junio 14/15) Ejercicio 2(d) ,
A es singular, asf que A = 0 es un autovalor de A. Por tanto A* = 0 es un autovalor de A®.
|
(Final Junio 14/15) Ejercicio 3(a)
3—A 4 6
det(A—=Al)=| 0 1—A 0 |=(1=X)(1-=X)A, asi que los autovalores de A son 1, 1 y 0.
-1 -2 —=2-A
O
(Final Junio 14/15) Ejercicio 3(b)
Por una parte,
3 4 6 -2
Az =|0 1 0Olx=0 tiene como solucién especial | 0
-1 -2 =2 1
Por otra,
2 4 6 -2 -3
Ax=|0 0 0jlx=0 tiene como soluciones especiales | 1 | y
-1 -2 -3 0 1
Asi que una base es
-2 -2 -3
v;=10|;v,=|1];v3=10
1 0 1
|

(Final Junio 14/15) Ejercicio 3(c)
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1
Por el primer método, hemos de resolver Sv = | 1
1
—2 -2 -3|-1 1 1 -3|-1 . 1 0 0]0
[(-1)1+2]
0 1 0=l | n, |0 1 of-1 |Gy to 1 0|1
[S|-b] |1 0 1|—-1 | (ns+2 |0 —1 1|-1 ]| (V144 0 -1 1]-1
[1jo | [1 0 00 1 0 00 1 -1 3|1
0 1 0|0 0 1 0|0 0 1 0|0
0 0 110 -1 -1 11]0 -1 0 =2(-1
1 0 010 1 0 010
. 0 1 00 (@54 0 1 0|0
a+a | 0 =1 1]|-=2 | @ms+2 |0 0 1[0 | [1]0O
I -1 3]0 1 2 316 | [STz,
0 1 01 0 1 0] 1
-1 0 =2|-1 -1 -2 =-2|-5
1 -2 -2 -3 1
Por tanto, | 1| = 6v,4v,—bv; =6 0 |+ 1 |-5[ 0 |.Asique, A”? [ 1] =AY (6v, + v, — 5v;),
1 1 0 1 1
es decir,
1 13
A [ 1] =A% (6v,)+ A% (v,) + A% (=5vy) = 0%(6v,) +1%°(vy) + 1% (=5vy) =0+ v, — 5wy = | 1
1 -5
0
Por el segundo método, la factorizaciéon A = SDS™', es en este caso: A =S 1 s
1
0 % 0% 0
A? =8 1 s'=s 199 s'=5s 1 S’ =SDS™ =A.
1 199 1
Asi que
1 1 13
A [1]=Al1|=|1
1 1 -5

O

(Final Junio 14/15) Conjunto de preguntas 1(a)
No hay suficientes autovectores linealmente independientes. Necesitamos 2, pero la dimensién del au-
toespacio del tinico autovalor (A = v/2) es 1.
(I

(Final Junio 14/15) Conjunto de preguntas 1(b)
A1 = A2 = /2. El conjunto de autovectores est4 formado por el siguiente sub-espacio: N (A —+/21) =

N ([8 é}) = espacio generado por { (é) } .

(Final Junio 14/15) Conjunto de preguntas 1(c)

2 1 2
1 2

O

(=

1
‘2| > 0; ‘ ‘ >0; |1 2 1|=—2b%+ 2b+ 4; una parabola que corta el eje de las x en —1 y 2.
b 1 2
= Si —1 < b < 2 definida positiva
= Sib=—106b=2 semi-definida positiva

» No definida en el resto de casos
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O
(Final Junio 14/15) Conjunto de preguntas 2(a)
detA = 242422 —4—c2—c2 = —2+¢2, por lo que det A = 0 para ¢ = £/2.
|
(Final Junio 14/15) Conjunto de preguntas 2(b)
1 0 2 1 0 0 1 0 0 1 0 0
020 02 0 0 2 0| Ty 0 1 0
Al |1 0 1| «iss |1 0 —1| s |1 0 1] (1/2)2 o o0 1| [
Il |1 00 1 0 -2 1 0 2 -1 0 2 |A
010 01 0 01 -0 0 1/2 0
0 01 00 1 0 0 -1 1 0 -1
(]

(Final Junio 14/15) Conjunto de preguntas 2(c)
Por el primer apartado, ya sabemos que A es de rango completo si ¢ = 1. Asi que el sistema sdlo tiene
una solucién:

11 24 1 1 2{0 1 0 20 1 0 270
1 2 1]-1 1 2 1)1 11 1]1 1 1 110
[A[-b] |1 1 1|2 | @s+a |1 1 1)0 | oz |10 10 | wozea [1 0 1] 0 [B] O
[ 1] (1 0 0]0 1 0 0[0 1 —1 0[0 1 -1 0[1 |E|z,
0 1 00 0 1 0|0 0 1 0|0 0 1 0]-1
0 0 1] 0 0 0 1|2 0 0 1|2 0 0 1] 2
Asi que la solucién es 1 = 1, 9 = —1, x3 = 2.
O
(Final Junio 14/15) Conjunto de preguntas 3(a)
Verdadero. (A%)T = (AA)T = ATAT = AA = A?.
O
(Final Junio 14/15) Conjunto de preguntas 3(b)
Falso. A = {8 (1)} no es simétrica, pero A% = 0 si lo es.
O

(Final Junio 14/15) Conjunto de preguntas 3(c)
Falso. Puesto que A tiene que ser cuadrada, y ademas es singular (A = 0 es un atovalor), hay columnas
libres y el sistema sélo puede compatible indeterminado.
|

(Final Junio 14/15) Conjunto de preguntas 3(d)

Falso. Ejemplo: Si A = {1

0 1 ; entonces Al = [1 _1] . Los autovalores de A son A\ = Ay = 1,

0 1

. . . 1
pero el conjunto de autovectores asociados es sélo la recta generada por v = <O> .

(Final Mayo 14/15) Ejercicio 1(a)

Las columnas pertenecen a R, asi que el espacio generado por las columnas es un subespacio de R®
(es decir, C (A) C R). Pero como el sistema tiene solucién para cualquier vector b de R, entonces todo
vector de R® esté contenido en el espacio generado por las columnas (es decir, R® C C (A)).

Ambas condiciones implican que el espacio generado por las columnas es todo R (es decir, C (A) =R%);
Asi que las columnas son un sistema generador de R®, y la dimensién del espacio generado por las columnas
(el rango) es 5.

O

(Final Mayo 14/15) Ejercicio 1(b)
Puesto que el rango es 5, las filas forman un conjunto de vectores linealmente independientes.

(Final Mayo 14/15) Ejercicio 1(c)
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Puesto que hay 7 columnas, y A es de rango 5, el conjunto de soluciones del sistema homogéneo es de
dimensién 2. Es decir, el conjunto de soluciones es un plano en R”.
|

(Final Mayo 14/15) Ejercicio 1(d)
Puesto que A y AT son de rango 5, la tinica solucién a AT = 0 es el vector 0 (es un punto...el origen
de coordenadas de R®).
O

(Final Mayo 14/15) Ejercicio 1(e)
Falso. Hay 7 columnas, pero el rango es solo 5, asi que las columnas son dependientes, es decir, no
pueden formar una base (solo un sistema generador).

O
(Final Mayo 14/15) Ejercicio 2(a)
Por una parte, Az, es igual a la tercera columna de A, es decir Az, = A|3.
Por otra parte, x5 esta asociado al autovalor 0, por lo que Az = Oxz5 = 0.
Asi que necesariamente la tercera columna de A es el vector cero; A|3 =0.
O

(Final Mayo 14/15) Ejercicio 2(b)

Puesto que la matriz solo tiene tres autovalores (pues ninguno estd repetido), es una matriz 3 por 3.
Como ya conocemos tres autovectores linealmente independientes, podemos diagonalizar la matriz, y a
partir de dicha factoriazacién podemos encontrar A:

3 1 0 0
D= 1 ; S=1(1 1 0
0 1 1 1
Necesitamos encontrar primero S™':
1 0 0 { 1 0 O] 1 0 OW
1 1 0 T 1 1 0 0 1 0
[(-1)8+1] -
S| |1 1 1| (-1s+2 0 0 1| vz 0 o 11 |1
[I] 1 0 0 1 0 0 1 0 0| |S
01 0 0 1 0 -1 1 0
0 0 1 -1 -1 1] 0 -1 1
Por tanto _
1 0 0f (3 1 0 0 3 00
A=SDS'=1|1 1 0 1 -1 1 0o|=1|2 10
1 1 1 o0 -1 1 2 1 0

(Final Mayo 14/15) Ejercicio 2(c)

DT = (S'AS)T = (STAT(ST) ) =D

Asi pues,
AT = (ST)'DST
o 1 -1 0
es decir, las columnas de (ST) =10 1 —1| son autovectores de AT:
0 0 1
1 —1 0
y1=(0]; yo=(11[]; yz=1|-1
0 0 1
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(Final Mayo 14/15) Ejercicio 3(a)

126

1 2 1/-0 1 0 010 1 0 0 0
21 20 —a| . |2 3 0 |-a| 1. |2 1 0 0

1 a ¢-0 | (-143 |1 a—2 ¢—1|0 (@2+4 |1 (2—a)/3 c¢—1|a(2—a)/3
1 0 00 1 -2 =110 1 2/3 -1 2a/3
01 00 0 1 00 0o -1/3 0| -a/3

0 0 1]0 0 0 1 0 0 0 1 0

Por una parte, para que la soluciéon no sea tnica necesitamos que el rango de A sea 2. Es decir, ¢ tiene
que ser igual a uno (¢ = 1).

Por otra parte, si a = 0 es sistema es homogéneo, y por tanto tiene solucién (la tercera columna menos
la primera); pero también hay solucién para a = 2 (en cuyo caso una solucién es 4/3 de la primera columna
menos dos tercios de la segunda).

Asipues,c=1;ya=0062.

O
(Final Mayo 14/15) Ejercicio 3(b)

Necesitamos que el rango de la matriz de coeficientes A sea s6lo 2, pero que el rango de la matriz
ampliada sea 3. Es decir ¢ = 1, y a distinto de 0 o 2.

O
(Final Mayo 14/15) Ejercicio 3(c)

Para ello el rango de A tiene que ser 1. Pero dicho rango es como minimo dos. Asi que no es posible.

|

(Final Mayo 14/15) Ejercicio 3(d)
Para ello el rango de A tiene que ser 3. Esto es asi cuando c es distinto de 1.
O

(Final Mayo 14/15) Ejercicio 3(e)
No es posible expresar la segunda columna de A como combinacién lineal de las restantes columnas,
asi que dicha variable siempre serd una variable end6gena (o pivote).
U

(Final Mayo 14/15) Conjunto de preguntas 1(a)
det(A) = 522 — 62 + 0 — 9z + 10z — 0 = 522 — 5z = 5z(z — 1) = 0. Por tanto, z = 0,z = 1.

(Final Mayo 14/15) Conjunto de preguntas 1(b)
Los tres subdeterminantes principales deben ser positivos, por tanto

s 2| >0 =;2>0.

"1y x’ >0 = 22-1>0 = || > 1. Como la condicién primera exige que x sea positivo, entonces
x> 1.

s det(B) =22 -2z +1=(z—1)(x—1) > 0; asi que z > 1.

Revisando las tres condiciones, es claro que la matriz es definida positiva si y sélo si z > 1.
a

(Final Mayo 14/15) Conjunto de preguntas 1(c)
Los subdeterminantes principales primero y tercero deben ser negativos, y el segundo positivo, por
tanto

v |z] <0 =52 <0.

rz 1

" x’ >0 = 22-1>0 = |z| > 1. Como z < 0, entonces es necesario que z < —1.

s det(B) =22 — 22+ 1= (2 — 1)(x — 1) = (x — 1)2; pero dicha expresién nunca podra ser negativa,
por lo que la matriz no puede ser definida negativa.
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(Final Mayo 14/15) Conjunto de preguntas 2(a)
Verdadero. La matriz A tiene 7 autovalores distintos A = 0,1, —1, /2, —v/2,v/3, —/3.
([

(Final Mayo 14/15) Conjunto de preguntas 2(b)

Verdadero. Suponga que —3 es el autovalor con autoespacio tridimensional. Entonces (almenos) debe
aparecer con multiplicidad 3 en el polinomio caracteristico p(-) asi que p(\) contiene los factores (A +
3)3(A —2)(A = 17) v, puesto que el grado de p(-) tiene que ser 5, no puede haber méas raices. En particular,
0 no puede ser una raiz, asi que 0 no es un autovalor y por lo tanto, A es invertible. [Evidentemente la

misma idea funciona para cualquier otro autovalor cuyo autoespacio tiene dimensién 3].
O

(Final Mayo 14/15) Conjunto de preguntas 2(c)

Verdadero. Puesto que 0 # det(AB) = det(A) - det(B); ni det(A) puede ser cero, ni tampoco det(B).
Asi que ambas matrices son invertibles.

1Otra forma de verlo es que si AB es invertible, entonces existe un E tal que ABE = |. Por tanto
A" =BE.

|
(Final Mayo 14/15) Conjunto de preguntas 3(a)
Encontremos primero un vector en la misma direcciéon que la recta
2 1 1
v=|(4]-13] =11
1 1 0
Asi que una representacién paramétrica es
1 2 1 T1=2+a
r=xp+av = ol = (4] +all ¢} o =44+ a
I3 1 0 T3 = 1
|

(Final Mayo 14/15) Conjunto de preguntas 3(b)

Necesitamos “eliminar” la parte de los pardmetros (av). Para ello necesitamos encontrar dos vectores
de R? que sean perpendiculares a v. A continuacién debemos multiplicar la representacién paramétrica de
mas arriba por cada uno de dichos vectores para obtener sendas ecuaciones sin la parte paramétrica. Una
forma rapida de hacer todos estos cdlculos es mediante...jeliminaciéon gaussiana!...tratando de hacer ceros en
el vector v. Si, ademéas de v, ponemos también el vector de variables x y el punto x,, estaremos realizando
las mismas operaciones sobre los tres vectores (estaremos multiplicando la representacién pardmetrica por
vectores ortogonales a v):

[v]'7 [1 1 o] -+ 1 0 0]
T [(—1)1+2] {ZCQ — T = 2
_213_ = |21 T2 I3 — |1 To — I I3 - -
(7] [ 2 4 1 2 2 1 3 =1

(Final Mayo 14/15) Conjunto de preguntas 4(a)
Dicho conjunto es cerrado para la suma puesto que para todo w y v de W:

Uy U1 U +v1 u1 + vy
Ug 4 ve | _ | u2ztuve | Uz + V2
U3 U3 uz + v3 Uz + U3
buy by buy + bvy b(uy 4+ v1)

y tambien es cerrado para el producto por escalares:

U1 ku1 ku1
k (5 _ kUQ _ k’U,Q .

bu1 k‘bU1 b(k:u1 )



Soluciones a los Conjunto de preguntass 128

el conjunto W es un subespacio vectorial sea cual sea el valor de b.

|
(Final Mayo 14/15) Conjunto de preguntas 4(b)
Cuando b = 1, los vectores de W son de la forma
a 1 0 0
b 0 1 0
el =4 o] TP o Tt
a 1 0 0
Asi pues, la dimension del espacio es 3; y una base es
1 0 0
0 1 0
oj’fo]’11
1 0 0
O
(Final Julio 13/14) Ejercicio 1(a)
La matriz simétrica correspondiente es
a 0 0
A=1|0 4 4],
0 4 -2

y no es definida sea cual sea el valor de a, pues tiene valores positivos y negativos en la diagonal principal;
y por tanto:

a 0 O 0 a 0 O 0
(0 1 0) 0 4 4 1] =4>0; pero (0 0 1) 0 4 4 0] =-2<0.
0 4 =2 \0 0 4 -2 1
Lo mismo se comprueba mediante eliminacion gaussiana
a 0 0 (iTary | @ 0 O
0 4 4| ——— |0 4 0
0 4 -2 0 4 —6

(pues obtenemos pivotes positivos y negativos); y también calculando los subdeterminantes

a 0 O
jal =a; ] 2‘ —4a; |0 4 4 :ai _42‘ = a(-8 — 16) = —24a.
0 4 -2
(pues obtenemos subdeterminantes positivos y negativos).
O
(Final Julio 13/14) Ejercicio 1(b)
- 0 0 A=0
4— )\ 4 2
det(A—Al)=|0 4-Xx 4 |=-)r —-A[M 22— 24 5 da=06
4 —2-A
0 4 —2-A A= 4
O
(Final Julio 13/14) Ejercicio 1(c)
Para A\ =0
0 0 O 1
A-0l=|0 4 4 = v;,=(0 es un autovector.
0 4 -2 0

Para Ay = 6

-6 0 0 0

A-6l=|0 -2 4 = wvy=|2 es un autovector.
0 4 -8 1
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Para \; = —4
-4 0 0 0
A+4=|0 8 4 = wy=|1 es un autovector.
0 4 2 -2

Puesto que cada autovector corresponde a un autovalor distinto, estos autovectores son linealmente inde-
pendientes.

O
(Final Julio 13/14) Ejercicio 1(d)
Es sencillo ver que v, v,, y v3 son perpendiculares entre si,
0 0 0
(o] v, ]2lv=(1 0 0)[2]=0; [v]To]Blv=(1 0 0) 1 |=0; [v5]"[wy]Blv=(0 2 1)[ 1
1 -2 -2
Pero necesitamos vectores en esas direcciones que tengan longitud uno. Puesto que las longitudes son
[P =vy v =1, o] =wy-0, =5, ol = v3- vy =5
entonces,
1 0 0 0
2 1
0 % & —4
O
(Final Julio 13/14) Ejercicio 1(e)
No, puesto que esta forma cuadratica no es definida positiva.
|
(Final Julio 13/14) Ejercicio 2(a)
cATAz =(Ax) - (Ax) producto de traspuestas : Az = z AT
>0 por ser la suma del cuadrado de los elementos del vector Ax
a

(Final Julio 13/14) Ejercicio 2(b)
La forma cuadrética &(ATA)x es definida positiva sélo si Az # 0 para todo  # 0. Por tanto la
condicién es que la matriz A debe ser de rango completo por columnas (sus columnas deben ser linealmente

independientes).
(]

(Final Julio 13/14) Ejercicio 2(c)

Si m < n, entonces el rango como maximo es igual al ndmero de filas (rg (A) < m < n); entonces sus
columnas son linealmente dependientes y es posible encontrar un vector y # 0 tal que Ay = 0, y por
tanto es posible encontrar un vector y # 0 tal que y(ATA)y = [0]"[0] = 0.

O

(Final Julio 13/14) Ejercicio 3(a)
Puesto que evidentemente el tercer vector es la suma de los dos primeros, y que también es eviden-
temente que los dos primeros son independientes, cualesquiera dos forman una base, por ejemplo, u y

v.
|

(Final Julio 13/14) Ejercicio 3(b)
Nos piden expresar el vector (1,0, —1,1) como combinacién lineal de w y v, por tando debemos resolver
el sistema zu + yv = (1,0,—1,1)T.

2 1|—-1 0 1|0 0 1] 0
0 00 (o) 0 00 . 0 0] 0
1 0|1 (1)2+3 1 01 [(=1)1+3] 1 00
2 1|-1 0 1|0 0 1] 0
1 00 1 0[0 1 0[-1
0 110 -2 1/1 -2 1] 3
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Asi pues, el vector pertenece a S, y © = —1 e y = 3; es decir las coordenadas son (—1, 3).

(Final Julio 13/14) Ejercicio 3(c)
Puesto que S es:
S = {:c e R* tales que :aqubv},

para encontrar las ecuaciones cartesianas necesitamos multiplicar la ecuacién paramétrica € = au + bv
por dos vectores de R* perpendiculares a u y v, de manera que la parte paramétrica de la ecuacién se
anule. Lo podemos hacer mediante eliminaciéon gaussiana por columnas, trasponiendo los vectores «, u y
u, y logrando dos columnas de ceros en la parte correspondiente a u y v traspuestas:

2 01 2 2 01 0
1 0 0 1 1 0 0 0
Ty t o7 r Yy 2z t—=x
[w v]a|1]"=]1 0 T 0 1
1 1 0
0 1 0 1 0
| 0 1] | 0 1]

y por tanto las ecuaciones cartesianas son:

]

(Final Julio 13/14) Ejercicio 3(d)
Los dos vectores por los que hemos multiplicado las ecuaciones parametricas @ = au +bv, para obtener
las implicitas, son precisamente una base del complemento ortogonal de &

—1
Base de St =

OO = O
_ o O

O

(Final Julio 13/14) Ejercicio 3(e)

Puesto que S tiene dimensién 2, basta encontrar un vector que no sea combinacién lineal de u,v y w.
Cualquier vector de subespacio del apartado anterior es perpendicular a u, v y w.

Asi, cualquier combinacién de los vectores de la base del apartado (d) es una respuesta posible: por
ejemplo

o O = O

]

(Final Julio 13/14) Conjunto de preguntas 1(a)
Verdadero: puesto que la matriz inversa de una matriz cuadrada es tnica, y puesto que AA = |, esto
significa que la matriz A es su propia inversa.
O

(Final Julio 13/14) Conjunto de preguntas 1(b)

Verdadero: Una matriz es ortonormal si sus columnas son perpendiculares entre si y, ademads, la
norma de cada columna es uno; por tanto, una matriz A es ortonormal si y s6lo si ATA = 1. Como en este
caso la matriz es simétrica,

I=A2=AA=ATA = La matriz A es ortonormal.

(Final Julio 13/14) Conjunto de preguntas 1(c)



Soluciones a los Conjunto de preguntass 131

Falso. Basta con buscar un contraejemplo como la matriz nula 0 , que evidentemente verifica que

nxn
2
0° = 0; y cuyo rango es cero.
O

(Final Julio 13/14) Conjunto de preguntas 1(d)
Falso. La segunda implicacién es falsa. Si la matriz B es singular (como en el contragjemplo del
apartado anterior), entonces no existe la matriz inversa B_l, y consecuentemente no se puede emplear en

la deduccién. Asf pues, la deducién es falsa (pues no tenemos garantia de que B sea invertible).
|

(Final Julio 13/14) Conjunto de preguntas 2(a)
Verdadero. Si 0 es un autovalor, entonces la matriz tiene determinante nulo, es decir, es singular.
O

(Final Julio 13/14) Conjunto de preguntas 2(b)

Verdadero. Si A = —3 es un autovalor, quiere decir que det(A — Al) = det(A + 31) = 0, y por tanto
la matriz cuadrada (A + 3l) es singular. Y si la matriz es singular, el sistema (A + 31)x = v no siempre
tiene solucion.

(]

(Final Julio 13/14) Conjunto de preguntas 3(a)

Para a = 1, —1, 2, puesto que para dichos valores la matrix es singular (para a = 1 la primera y tltima
columna son iguales, para a = —1 la segunda y ultima columna son iguales, para a = 2 la tercera y ultima
columna son iguales).

O

(Final Julio 13/14) Conjunto de preguntas 3(b)
Por elimincién gaussiana por filas tenemos:

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 =1 2 a|l [0 -2 1 a=1| [0 -2 1 a-1] |0 -2 1 a—1
1 1 4 a0 0 3 a—1"10 0 3 a>=1] [0 0 3 (a—1)(a+1)
1 -1 8 a® |0 =27 a*=1 [0 0 6 ®>—a] [0 0 6 a@—1)(a+1)
1 1 1 1 1 1 1 1
o o—2 1 a—1 o2 1 a—1
“lo 0 3 (a—1)(a+1) o 0 3 (@-1@+1)
0 0 0 ala—1)(a+1)—2(a—1)(a+1) 0 0 0 (a—2)(a—1)(a+1)

=—6(a—2)(a—1)(a+1).

También podemos usar eliminciéon gaussiana por columnas:

1 1 1 1 1 1 1

1 -1 2 a| |1 21 a—1| 1 -2 1 a—1 | |1 -2

1 1 4 a1 0 3 a&-1"[1 0 3 (@a=)1+a)| |1 0 3 (@a-1)(1+a)

1 -1 8 a 1 -2 7 a*-1 1 -2 7 a®—1 1 -2 6 a®—a
1 1
1 -2 1 -2

10 3 (a-DA+a)| 1 0 3 =—6(a=2)(a—1(a+1). (1)
1 =2 6 ala—1)(1+a) 1 =2 6 (a—2)(a—1)(1+a)

(Final Julio 13/14) Conjunto de preguntas 3(c)

Cuando la matriz es de rango completo (para todos los valores de a excepto para a = 1,—1,2) la
dimensién del espacio de soluciones es cero.

Cuando la matriz es singular (para a = 1,—1,2) la dimensién del espacio de soluciones es uno (sélo

hay tres columnas linealmente independientes)
O

(Final Julio 13/14) Conjunto de preguntas 3(d)
Puesto que cuando a es cero la dimensién del espacio de soluciones es cero (matriz de rango completo),
la tinica solucién es * = 0.

(]
(Final Mayo 13/14) Ejercicio 1(a)
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1. det(A) =3 —a por lo cual A es invertible si a # 3.
2. A es simétrica para cualquier valor de a.
3. Al ser A simétrica para cualquier valor de a, también es diagonalizable.

]

(Final Mayo 13/14) Ejercicio 1(b)
La matriz A no es definida positiva para ningin valor de a. Usando el test de los sub-determinantes
tenemos que

= primer sub-determinante = 1 > 0,
= segundo sub-determinante = —1 < 0,

Al ser el primer sub-determinante positivo y el segundo negativo, la matriz A es indefinida para cualquier

valor de a.
O

(Final Mayo 13/14) Ejercicio 1(c)
Un autovector correspondiente a A = 0 es una solucién al sistema homogéneo (A — 0l)x = Az = 0.
Por eliminacién gaussiana por columnas tenemos

1 1 2 1 0 0 1 0 0
1 0 1 (iTea 1 -1 -1 . 1 -1 0
2 1 a| (<2143 |2 —1 a—4] -v2+s |2 -1 a-—3
1 0 0 1 -1 -2 1 -1 -1
01 0 0 1 0 0 1 -1
0 0 1 0 0 1 0 0 1

Cuando a = 3, tenemos que det(A) = 0 por lo que A = 0 es un autovalor de A con autovector correspon-
-1

diente © = | —1
1

(Final Mayo 13/14) Ejercicio 1(d)
Puesto que para cualquier matriz cuadrada

Av =v)\ =— A2y =Av)=0)\>

los autovalores de A al cuadrado son autovalores de A% con los mismos autovectores, por lo que A = 0 y
-1
v = | —1 | son respectivamente un autovalor y un autovector de A%
1
a

(Final Mayo 13/14) Ejercicio 1(e)

Si a = 3, la tercera fila (columna) es suma de las dos primeras (que evidentemente son independientes),
asi que en este caso el rango es 2, es decir, la dimensién del espacio columna C (A) es 2.

Las ecuaciones paramétricas del espacio columna son

1 1
=al|ll]+b]0
2 1

SIS

Para obtener las ecuaciones implicitas basta con encontrar un vector de R? perpendicular a las columnas
de la matriz (que son iguales a las filas, por ser la matriz simétrica) y multiplicar por dicho vector ambos
lados de las ecuaciones paramétices, para anular la parte de los parametros.
-1
En el apartado ¢) ya hemos visto que el vector | —1 | es perpendicular a las filas de A pero, por ser
1

la matriz simétrica, también es perpendicular a las columnas. Asi

1 1
=a(-1 -1 1)|1|+b(-1 -1 1)|0)] = |-z—y+2=0
1

(-1 -1 1)

n ey
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Lo mismo obtenemos directamente mediante eliminacién gaussiana por columnas:
11 2 w—;’;ﬁé 1 0 o = [ 0 0
R T s T S | ol R | 0
T oy z |_x y—x Z—QIJ |_x y— z—y—:z:J
Asi, la ecuacién implicita de C (A) es{z—y—xz=0.
O
(Final Mayo 13/14) Ejercicio 2(a)
1 2 0 m| -2 T 1 0 0 0 0 T 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 1 -1 2(-2 [(-2)1+2] ’70 1 -1 2 -2 [(1)2+3] ’70 1 0 0 0 P ’70 1 0 0| 0
1 2 0 O0f|-n (-m)1+4 1 0 o -m | 2-n (-2)2+4 1 0 0 -m | 2-n [3=4] 10 -m 0|2-n
2 4 1 3[-2 (2)1+5 2 0 1 3-2m| 2 (2)2+5 2 o0 1 32m| 2 (-2)4+5 2 0 32m 1|0
1 0 0 0] 0 \‘1 -2 0 “m | 2 I \‘1 2 -2 4-m | -2 I \‘1 -2 4-m 2] 2
0 1 0 0|0 0] 1 0] 0 0 0] 1 1 -2 2 0 1 -2 1 0
0 0 1 0|0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1| -2
0 0 0 110 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
Cuando m = 0 el rango es 3, en cualquier otro caso es 4.
O
(Final Mayo 13/14) Ejercicio 2(b)
Si m # 0 es sistema es compatible determinado (rg (A) =4).
Si m = 0, se presentan dos casos posibles:
= Sin # 2 el sistema es incompatible
= Sin =2 el sistema es compatible pero indeterminado.
O
(Final Mayo 13/14) Ejercicio 2(c)

(1 2 0 0]-2] (1 0 0 0]l0 ] 1 0 0 0]0 ] (1 0 0 o]0
0 1 -1 2/-2 0 1 -1 2/-2 - 0 1 0 0]0 0 1 0 0]0
- [(1)2+8] -

1 2 0 0/-2 (c2fis2) 1 0 0 00 (-2)2+4 1 0 0 0]0 (cafara 1 0 0 0]0
2 4 1 3|-2 (2)1+5 2 0 1 32 (2)2+5 2 0 1 3|2 -2)3+5 [2 0 1 0]0
1 0 0 00 1 -2 0 0|2 1 -2 -2 4|2 1 -2 -2 102
01 0 00 0 1 0 00 0 1 1 -2/2 0 1 1 -5/0
0 0 1 0|0 0 0 1 00 0 0 1 0/0 0o 0 1 -3|-2
(10 0 0 1]0 | 10 0 0 1]0 | 0 0 0 1|0 | (0 0 0 1|0

2 10
_R
En este caso el conjunto de soluciones es { € R* tales que & = _02 +a _; ;i aeR
0 1
O
(Final Mayo 13/14) Ejercicio 2(d)
Puesto que A tiene rango tres o mas, en ningun caso el conjunto de soluciones tiene dimensién 2.
O
(Final Mayo 13/14) Ejercicio 2(e)
(1)?_01’;1—12 2 0 ml [2 0 m
=2 0 0+l -1 2|-2|1 -1 2|=(10) + (bm —10) — 2(2m) =m.
1200 4 1 3 4 1 3 2 0 0
2 4 1 3
O

(Final Mayo 13/14) Ejercicio 3(a)
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1 0 —-2{-2 (s 1 0 00 1 0 0|0
143
0 3 0]-3 @144 3 0[O0 . 0 3 0]0
[Al-b] |-2 0 6[-1 | W2+a |—2 0 2][—5 | wos+a |—2 0 2| 0 _[L]o
1] 1 0 o]0 1 0 22 1 0 27 | |El=z,
0 1 0]0 0 1 01 0 1 0] 1
0 0 1]0 0 0 1] 0 0 0 1|5/2
7
El sistema Az = b tiene solucion tnica, z, = | 1
5/2
a
(Final Mayo 13/14) Ejercicio 3(b)
La matriz es simétrica por lo cual es posible la factorizacién:
o . . 1 0 0f |1 1 0 -2
A=LDU=UDU=|0 1 0 3 01 0
-2 0 1 2110 0 1
donde U = E™* y L=U". Asi, la forma cuadratica Az = zLDUx se puede escribir com
o 1 0 0] |1 1 0 -2
zAz =zLDUx =z [0 1 0 3 0 1 0|x=1(x—22)%+3y*+222>0;
-2 0 1 2110 0 1

donde & = [z Y z] , asi que la forma cuadritica es definida positiva ya que todos sus pivotes (1,3,2)
son mayores a Cero.

]

(Final Mayo 13/14) Ejercicio 3(c)
|A] =6 # 0 (producto de los pivotes = |A]), por lo cual, cero no puede ser un autovalor de A (la
matriz es de rango completo).

O
(Final Mayo 13/14) Ejercicio 3(d)
1 0 -2| /0 0
Av =0 3 O 4| = |12 ] = 3v. Por lo cual, el vector v es un autovector y A = 3 es el
-2 0 6 0 0
autovalor asociado.
O

(Final Mayo 13/14) Conjunto de preguntas 1.
Las ecuaciones paramétricas son

+a +b

—_ o O O

0
0
1
1

— O = =

Tan sélo necesitamos anular la parte paramétrica encontrando una base del complemento ortogonal del
espacio vectorial generado por los dos vectores de la parte paramétrica. Y multiplicar las ecuaciones
paramétricas por dichos vectores de la base. Lo podemos hacer de un sélo golpe mediante eliminacién
gaussiana por columnas:

110 1]  ma [t 0 0 o0 N S 0

0 01 1| (-n1+4 |0 0 1 1 (-ns+a] |0 0 1 0

T Yy z w z (y—x) 2z (w—2x) z (y—x) z (w—x—2)
0 0 0 1] 0o o0 o0 1 | 0 0 0 T

Por tanto las ecuaciones implicitas (o cartesianas) son

Yy—x =0
w—x—2z =1
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O

(Final Mayo 13/14) Conjunto de preguntas 2(a)
Verdadero: Si A* = I, entonces |A?| = |A| - |A| = |I| = 1; asf pues, necesariamente |A| # 0, y por
tanto la matriz A es de rango completo.
(]

(Final Mayo 13/14) Conjunto de preguntas 2(b)

Falso: Un sencillo contraejemplo es la matriz nula, pues 02 = 0. Pero hay mas, por ejemplo [(1) 8} ,

o la matriz proyeccién A(ATA)_IAT. Estas matrices se denominan idempotentes.
|

(Final Mayo 13/14) Conjunto de preguntas 2(c)
Verdadero: Si A = 0 es autovalor de la matriz A, entonces la matriz es singular, es decir, sus columnas
no son linealmente independientes, por lo que existen vectores  # 0 tales que Az = 0.
|

(Final Mayo 13/14) Conjunto de preguntas 3.
Este subespacio es el conjunto de soluciones del sistema

)

3r+2y—2 =0
2y + 4z =0

que son las ecuaciones implicitas o cartesianas de WW. Para encontrar una base necesitamos vectores solucién
del sistema que sean linealmente independientes:

0 0 -1 0 0 -1
120 120 T 0 120 4
[(—1)2+1]
10 0 0] —— 10 0 0
0 12 0 —12 12 0
30 24 1 6 24 1
10
Por tanto, una base de W es: —12
6
([
(Final Mayo 13/14) Conjunto de preguntas 4(a)
= x>0
1 1
([l
(Final Mayo 13/14) Conjunto de preguntas 4(b)
= Para que las columnas sean perpendiculares: § + 4 =0 = x = —y.
= Para que las columnas tengan norma uno: /2 + % =1= z=+,/3/4
(Il
(Final Mayo 13/14) Conjunto de preguntas 5(a)
Verdadero:
det(A™) = det(A ---A) = det(A) - - det(A) = (det(A)) = (~1)"
H/—‘/ —_———
O

(Final Mayo 13/14) Conjunto de preguntas 5(b)
Verdadero: Si A fuera idempotente A = A; y consecuentemente det(A)? = det(A). Pero esto tltimo
sélo puede ocurrir si det(A) es uno o cero.
(]
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(Final Mayo 13/14) Conjunto de preguntas 5(c)
Verdadero: Cuando la matriz es definida positiva, el primer elemento a11 y det(A) son positivos.
Cuando la matriz es definida negativa, el primer elemento a1; es negativo, pero det(A) es positivo.
Por tanto, esta matriz no puede ser definida.

O
(Final Julio 12/13) Ejercicio 1(c)
(1 1 2 0 —1]—-11 (1 0 0 0 0 0 ] (1 0 0 0 0 0
2 3 3 -1 al|-3| w2 [2 1 -1 -1 a+2[-1 | w2 2 1 0 0 0 |0
—2)1+3 1)2+4
L2 1 -1 12| g% 1 -1 -1 2 -1 M o1t 1 0 0  —a |0
1 0 0 O 00 (1)146 1 -1 -2 0 1 1 (1)2+6 1 -1 -3 -1 a+3]0
01 0 O 00 0 1 0 0 0 0 0 1 1 1 —-a-2|1
0 0 1 0 00 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0
00 0 1 00 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0
00 0 0 110 | 100 0 0 1 0 | 100 0 0 1 0
O
(Final Julio 12/13) Ejercicio 1(a)
Cualquiera de las siguentes respuestas es correcta:
1 0 00 0]0
= Si se opera con las columnas, entonces la versién escalonada por columnases: |2 1 0 0 0|0
1 1 0 0 —al0

= Si se opera con las filas, entonces la versiéon escalonada por filas seria:

-
[(-2)2+1]

11 2 1 B M1 2 0 —1|1] e 112 0 1]l
2 33 -1 al3 | 283 1o 1 1 -1 a+2/1 |22 1o 1 -1 -1 a+2[1
121 2 01 -1 -1 2 |1 00 0 0 —alo0

]

(Final Julio 12/13) Ejercicio 1(b)
El sistema es compatible para cualquier valor de a (nétese que b es igual a la segunda columna de A).
Si a = 0 el rango de la matriz A es dos, por tanto el sistema es compatible indeterminado con tres
grados de libertad (y el conjunto de soluciones es un hiperplano tridimensional en R?).
Sia # 0 el rango de A es tres, luego el sistema es compatible indeterminado con dos grados de libertad

(y el conjunto de soluciones es un plano en R?).
|

(Final Julio 12/13) Ejercicio 1(c)

Cuando a = 1 la matriz es de rango tres, y solo tres variables pueden ser tomadas como enddgenas,
dependientes o pivote.

(La siguiente discusion se refiere a la eliminacion gaussiana por columnas, pero se puede llegar a las
mismas conclusiones mediante eliminacion por filas, o empleando sub-determiantes)

Tras la eliminaciéon gaussiana la ultima columna resulta tener pivote, y por tanto esta columna es
linealmente independiente de las anteriores; asi pues, la dltima variable x5 es enddgena, dependiente o
variable pivote (considerémosla como la tercera variable endégena, dependiente o pivote y busquemos las
dos primeras...) Ahora consideremos la submatriz con las cuatro primeras columnas de A; cualquiera de las
tres primeras puede ser tomada como pivote, pues sus primeras componentes son distintas de cero. Tras
el proceso de eliminacién empleando cualquiera de las tres primeras columnas como pivote es facil ver que
las segundas componentes de las restantes columnas son distintas de cero, y por tanto cualquiera de ellas
puede ser tomada como segunda columna pivote. Asi pues, la dnica restriccion es que x5 debe ser tomada

como variable dependiente, pudiendo elegir de cualquier manera dos de las otras cuatro variables.
|

(Final Julio 12/13) Ejercicio 1(c)
La dimension es dos, pues s6lo hay dos columnas de ceros en la matriz de coeficientes tras la eliminacién
gaussiana; y es facil ver que una base del conjunto de soluciones de Az = 0 la forman los dos vectores que
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aparecen debajo de las citadas columnas de ceros (tras la eliminacién por columnas):

|
w

I
—_

Base:

O = O =

]

(Final Julio 12/13) Ejercicio 1(c)
Una solucién particular aparece (tras la eliminacién por columnas) bajo la tltima columna de ceros

correspondiente al vector del lado derecho del sistema; asi pues, el conjunto de vectores & que verifica
Ax =0 es:

-3

I
—

el conjunto de vectores = de R® tales que & = +p +4q para todo p,q € R

[N eNol =)
OO ==
O = O =

O

(Final Julio 12/13) Ejercicio 2(a)
La matriz B es simétrica y por tanto diagonalizable. La matriz C es triangular superior y por tanto
los autovalores son los elementos de la diagonal; como no hay autovalores repetidos esta matriz también

es diagonalizable. Falta por analizar la matriz A. Calculando el polinomio caracteristico |A — Al| = 0
tenemos:
1-—A 2 b
A=1 (dobl
0 —1-X -3 |=(1-M)A-3A+2=0 — { (doble).
0 24—\ A=2
Puesto que tenemos un autovalor doble, la matriz serd diagonalizable sélo si el autoespacio asociado es
0 2 b
de dimensién dos, es decir, s6lo si el rango de la matriz (C —1) = |0 —2 —3]| es 1. Asi pues, C es
0 2 3

diagonalizable sélo si b = 3 (ya que en tal caso la tercera columna es un miltiplo de la segunda).
|

(Final Julio 12/13) Ejercicio 2(b)
Para poder encontrar una base ortonormal de autovectores la matriz debe ser simétrica, y por tanto

esto sblo serd posible para la matriz B.
a

(Final Julio 12/13) Ejercicio 2(c)
Los autovalores de la matriz A™ son los inversos de los autovalores de la matriz A, asi que los autovalores
de A™" son A =1 (doble) y A = 3.
Los autovectores son los mismos y por tanto A™ es diagonalizable s6lo cuando A también lo es (en el
apartado (a) hemos visto que esto s6lo es posible cuando b = 3). Podemos calcular los autovectores de A™

calculando los de A (pues son los mismos). Para A = 1 (doble):

0o 2 3 0 6 6 0 6 0 6 0 0
0 -2 -3 7, |0 -6 —6 . 0 -6 0 . -6 0 0
[A—lﬂ 10 2 3 @3 [0 6 6] wv2s |0 6 0| n=2 6 0 0] L
L ] ]t 0o o 1 0 0 1 0 0 01 0 _H’
0o 1 0 0o 3 0 0 3 -3 3 0 =3
0 o0 1 0 0 2 0o 0 2 00 2
y para A = 2:
-1 2 3 -1 0 0 -1 0 0
0 =3 =3| ol 0 -3 -3 0 -3 0
[A—21] | 0 2 2 @8 | 0 2 2| v | 0 2 0] L
I ][ 1 0 o0 1 2 3 1 2 1 _{f}'
0o 1 0 0o 1 0 0 1 -1
0 o0 1 0 0 1 0 0 1
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1 0 O
Por tanto la matriz diagonal asociada es D = [0 1 0 |,y una base de autovectores es
0 0 1/2
1 0 1
0; -31]; -1
0 2 1
O

(Final Julio 12/13) Ejercicio 2(d)
Podemos calcular la inversa a partir de lo anterior calculando la inversa de la matriz S cuyas columnas
son los autovectores de A™*:

1 0 1 1 0 0 1 0 O 1 0 O 1 0 0
0 -3 -1 . 0 -3 -1 . 0 -1 3| s |0 1 iy (010
S| [0 2 1] wwovi+m |0 2 1| = |0 1 2| (-1)2 0 -1 -1| (-3 0 0 1] |
1| (1 0 0 1 0 -1 1 -1 0 1 1 1 -2 3| |S
0 1 0 0 1 0O 0 0 1 0 -0 1 0 -1 -1
0 0 1 0 0 1 0 1 0 0o -1 -3 0 2 3
y relizando a continuacién el producto matricial
1 0 1 1 0 0 1 -2 -3 1 -1 -3/2
A'=sDS*'=1|0 -3 —-1|]0 1 o0 -1 —-1|=1]0 2 3/2
0 2 1 0 0 1/2f |0 2 3 0 -1 -1/2
O podemos hacerlo directamente a partir de la matriz A:
1 2 3 1 0 0 1 0 0 1 0 o0 1 0 0
0 -1 =3|  _7n. |0 -1 =3 . 0 -1 0 . 0 -1 . 0 1 0
0 2 41 (-3)1+3 |0 2 4] -»2+3 |0 2 =2 wws+z |0 0 —2| (-1/223 |0 0 1
1 0 0 1 -2 -3 1 -2 3 1 1 3 1 -1 -3/2
0 1 0 0 1 0 0 1 -3 0 -2 -3 0 2 3/2
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 -1 -1/2
a
(Final Julio 12/13) Ejercicio 3(a)
0
En primer lugar, m = 3 ya que Az € R®. Ademéas, Az = | 1| tiene una solucion = N (A) = {0},
0

y entonces 7 = n (donde r es el rango de la matriz).
1
Pero Ax = [ 1 | no tiene solucion = C (A) £ R3, y entonces r < m = 3.
1
i m=3 m=3
Hay dos posibilidades : rem—1 © r_n—2
|
(Final Julio 12/13) Ejercicio 3(b)
0
Puesto que V' (A) = {0} (porque Az = | 1 | tiene 1 solucién), hay una tnica solucién a Az = 0, que
0

necesariamente es = 0. (Puede ser bien & = (0) o bien = (0) dependiendo de sin =10n =2.)

0
O

(Final Julio 12/13) Ejercicio 3(c)

0 0 b b 0
A puede ser |a| con a # 0; o bien [a c¢| 6 [¢ a|,cona # 0 y b # d, y ambas columnas
0 0 d d 0

linealmente independientes.
a
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(Final Julio 12/13) Conjunto de preguntas 1(a)
detB = —5.
(]

(Final Julio 12/13) Conjunto de preguntas 1(b)
Puesto que la tdltima fila es suma de las dos primeras |C| = 0, y por tanto sabemos que un autovalor
de Ces A =0.
|

(Final Julio 12/13) Conjunto de preguntas 2(a)
Si, por ejemplo, tomamos como vectores directores del planov =b—a =(-1,-1,1)yw =c—a =
(0,0,1), y como punto en el plano el vector a; las ecuaciones paramétricas del plano son:

T 1 -1 0
y|l=a4+av+pPw=|1|4+al|l-1]+5]|0
z 0 1 1
O
(Final Julio 12/13) Conjunto de preguntas 2(b)
[(-1)1+2]
(-1)1+3
S
asi que tenemos que los vectores perpendiculares al plano son los multiplos de
O
(Final Julio 12/13) Conjunto de preguntas 3(a)
1 11
Para que el subespacio generado tenga dimension 1 el rango de la matriz [a 1 1| también debe ser
1 ¢ 1
1. Realizando la eliminacién gaussiana por columnas (de izquierda a derecha) tenemos
T
1 1 1f =ys+2 0 0 1
o 1 1| ENL 1 o 1,
1 ¢ 1 0 c—1 1
luego, a = c=1.
O

(Final Julio 12/13) Conjunto de preguntas 3(b)

Para que los vectores generen R? deben ser linealmente independientes, por tanto tras la eliminacién
deberfamos tener tres pivotes, es decir a # 1y ¢ # 1.

También podemos verlo forzando a que el determinante sea distinto de cero, es decir

S

1 1
a ll=ac—c—a+1l=alc—1)—c+1=(c—1)(a—1)#0,
1 1

luego a # 1,¢ # 1.

(Final Julio 12/13) Conjunto de preguntas 4(a)
Puesto que las raices de p(\) son cero y dos, la matriz D puede ser {8 (2)} , y por tanto

) o o 0 0]
om0 4 [0 ) o

Si se supone D = B 8] el resultado es idéntico.



Soluciones a los Conjunto de preguntass 140

(Final Julio 12/13) Conjunto de preguntas 4(b)
Puesto que la matriz A es diagonalizable (no hay autovalores repetidos), podemos emplear la factori-
zacién A = SDS™ :

A’ —2A =SD?*S™' —2SDS™! = S(D? - 2D)S™ =S0S™! = 0.

|
(Final Julio 12/13) Conjunto de preguntas 5(a)
f(x,y,2) = 22 + 3y? + 2% — 22y + 222 — 2y2.
|
(Final Julio 12/13) Conjunto de preguntas 5(b)
Los menores dominantes son: Dy =1, Ds =2y D3 = 0. Por tanto es semi-definida positiva.
O
(Final Mayo 12/13) Ejercicio 1(a)
Mediante eliminacién gaussiana por columnas tenemos:
.
(5)1+2]
(—3)1+3
Al-b | (—3)1+4 Lo
1|0 o “|E x,
Por tanto, las ecuaciones paramétricas son
x 0 0 1
y|l=z,+b-v+tcw=|0|+b|1l|+c ,  para todo b,c € R.
z -3 5 -3
|
(Final Mayo 12/13) Ejercicio 1(b)
1
Puesto que la recta esta contenida en el plano, el vector | —1 | debe ser combinacién lineal de v y w.
a
1
Asi pues, resolviendo vz + wy = [ —1 | tenemos:
a
0 1 0
-
[(—=1)1+38] 1 0 0
[v,w] —b (1)2+3
I ) |5 —-3|—-a-38
1 0 -1
0 1 1
1
Este sistema sélo tiene solucién si —a — 8 = 0; por tanto [ —1 | es combinacién lineal de v y w (y por
a
tanto la recta r estd contenida en II) sélo si .
a

(Final Mayo 12/13) Ejercicio 1(c)
Aplicando eliminacién gaussiana por columnas obtenemos:

1 —1 —8] itz [1 0 0
(8)1+3

T oy z| —— |z z+y 8r+=z

0 0 =3 10 0 -3 ]

Asi pues, las ecuaciones implicitas de la recta son:

rz+y =0
8r+z =-3°
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O
(Final Mayo 12/13) Ejercicio 2(a)
Por una parte
2 6| (3 3
|:a b:| (1>:)\1<1> = 3:246-1=X-3 = 12=)\;- = A =4
y entonces 3a + b = 4.
Por otra parte
2 6| (2 2
[a b]<1>:)\2<1> = 2:246:-1=X-2 = 10=X-2 = X =5
y entonces 2a +b = 5.
, 3 1| (a\ _ [4).
Asi pues, [2 1] (b) = (5> ; y por tanto
3 1]-4 L 3|—=4 | (T (1 010 1 0]0
T
[A|-b] |2 1]|-5 | Py |1 2/=5 | (@1+3 1 —1|-1 | w2+ |1 —1) 0 | [L|O
[1]o | |1 00 0 1[0 0 1]0 0 1]-1]| [E[=x,
0 1] 0 1 00 1 -3 4 1 =37
. . 2 6
Es decir, a = —1 y b =7, por lo que la matriz es {_1 7}.
O
(Final Mayo 12/13) Ejercicio 2(b)
s_[3 2]t 3 2170 3 2] 1 —2] [3 -6
11 of |1 1 |11 ol |[-1 3| |1 —=2|°
Por otra parte
go_[3 2]t 1711 =21 _[3 2] [1° 1 2] _g
11 0 |[-1 3] |11 0 [-1 3 '
|

(Final Mayo 12/13) Ejercicio 2(c)

Puesto que dos autovalores son iguales a 1, la matriz C es diagonalizable si la dimensién del espacio
de soluciones del sistema homogéneo (C — I)x = 0 es dos (es decir, sélo si la matriz (C — 1) es de rango
uno). Es sencillo ver que las dos primeras columnas de

0 0 0
C-1I=(1 -1 0
1 a O
son linealmente dependientes (y por tanto la matriz C es diagonalizable) sélo si a = —1.

(Final Mayo 12/13) Ejercicio 3(a)

]

Puesto que estamos en R?, que es un espacio tridimensional, tan sé6lo necesitamos demostrar que los tres
vectores son linealmente independientes; lo que es equivalente a mostrar que la matriz de orden tres, cuyas
columnas son los tres vectores, es de rango completo. Comprobémoslo mediante eliminaciéon gaussiana por

columnas:

T
[(=2)1+3]

1 0 2
-2 2 0] ——
0 1 0

1 00
-2 2 4
010

T
[(=2)2+3]

I

1 0
-2 2
0 1

0
0

-2

Puesto que hemos obtenido tres pivotes, las columnas de la matriz son linealmente independientes.

(Final Mayo 12/13) Ejercicio 3(b)

]

Podemos reescribir las tres ecuaciones del enunciado como un producto de matrices, de manera que

tenemos:
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Asi, si tomamos

2.0 5
C=11 0 10]

y -
1 0 2

B=|-2 2 0|,

0 1 0]

tenemos A = CB™!; donde B es la matriz del apartado anterior, y por tanto invertible.

(Final Mayo 12/13) Ejercicio 3(c)
Puesto que A = CB™, tenemos
AT = (BT)'CT.

Puesto que si B es invertible, BT también lo es (y hemos denotado a la inversa con (BT)_1

Asi pues, multiplicando por (BT)_1 y operando obtenemos
ATz =0 = (BT)_lch =0
BT(BT)'CTz = BT0
Clz =0
y también
Cz=0 = (B")'C'z=(B")"0
ATx =0,

).

142

por lo que el conjunto de soluciones de ATz = 0 es igual al conjunto de soluciones de CTx = 0. Esto
significa que para conocer las soluciones de ATz = 0 nos basta con encontrar las soluciones del sistema

CTx =0:
9 4 2 0
0 0 - 0 0
H‘:\ — |5 10| 1222 15 o {H
I 0 1 2
0 1 0 1

por lo que una base de dicho espacio es
-2
(cualquier otro multiplo de s; distinto de O también seria una base).

(Final Mayo 12/13) Ejercicio 3(d)

O

Puesto que A multiplicada por un vector de orden 3 es un vector de orden 2, necesariamente tenemos
que m = 2 y n = 3. Ademas, del apartado anterior sabemos que la dimensién del conjunto de soluciones

a ATz = 0 es uno, que debe ser igual a m — r, por lo que el rango es r = 1.

(Final Mayo 12/13) Conjunto de preguntas 1(a)

1234 12 3 4
0345 |03 4 5 56

0056 j00 5 6 _1'3"3 3‘_3'(_15“8)_9
1201 00 -3 -3

(Final Mayo 12/13) Conjunto de preguntas 1(b)
Puesto que det A =9,

Tr3 =

NeY i
_— o O =
N O W N
- o = O

O
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(Final Mayo 12/13) Conjunto de preguntas 2(a)

1 -1 2
A=|-1 3 -4
2 -4 7

(Final Mayo 12/13) Conjunto de preguntas 2(b)
Hay varias formas alternativas de demostrarlo, por ejemplo:

s Criterio de los determinantes:

143

-1 2
3 —4|=2>0.
-4 7

= Criterio de los pivotes: Puesto que evidentemente el primer pivote es 1, y el producto de los

dos primeros pivotes es igual al subdeterminante

1 —
-1 3

, el segundo pivote es 2. Y puesto que

producto de los tres pivotes es igual a det A, el dltimo pivote es 1. Pero comprovémoslo mediante la

eliminacién Guassiana.

1 -1 2 1 0 0 1 0 0
-1 3 (T a -1 2 =2 . -1 2 0
2 —4 7| (-2)1+3 2 =2 3| m2+3] 2 =2 1
1 0 0 1 1 -2 1 1 -1
0 1 0 0 1 0 0 1 1
0 0 1 0 0 1 0 0 1

» Completando el cuadrado de la forma cuadratica: del criterio anterior, es evidente que pode-
mos factorizar A de la forma A = LDU, donde L es la traspuesta de U por ser A simetrica. De los

pasos intermedios en la eliminacién sabemos que U es

Asi pues, f(z,y,2) = 1(z—y +22)% +2(y—2)% + 122 > 0.

= Verificando el signo de los autovalores de A: podriamos haber intentado calcular los autovalores

encontrando las raices del polinomio caracteristico

1-x -1 2

pero en este caso resulta un polinomio de grado 3 que no es facil de resolver (sin ordenador). Este
caso es habitual, por lo que en general es mejor emplear cualquiera de los otros criterios si la matriz

es de orden mayor a dos.

O
(Final Mayo 12/13) Conjunto de preguntas 3(a)
Puesto que si A y B son matrices ortogonales entonces AAT =1y B! = BT, y por tanto (BT)_1 =B,
tenemos que
AB!(AB)T = AB'(BT) AT = AAT = 1I.
O

(Final Mayo 12/13) Conjunto de preguntas 3(b)
La matriz C es una matriz cuadrada de orden m:

C=B(B'™B)"!BT.

mXmn nxn nxm
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Y la matriz C* es: C*=B(B'B)"'BT-B(B'B) " 'BT=B(B'™B)"'B"=C

—_———
I
(]
(Final Mayo 12/13) Conjunto de preguntas 3(c)
lv[P=v -v=4+1+0+ 16+ 4 = 25 asi que tomamos u = v/||v|| = (2/5,—1/5,0.4/5,—2/5).
(]
(Final Mayo 12/13) Conjunto de preguntas 3(d)
El ejemplo mas sencillo es
1.0 0 0
01 0 0
0 010
0 0 0 O
0 0 0 O
u

(Final Mayo 12/13) Conjunto de preguntas 4(a)
Los dos vectores satisfacen la ecuacion, luego pertenecen al subespacio de soluciones, ademés son
linealmente independientes. Como ese subespacio tiene dimensién 2, el conjunto B es una base de dicho

subespacio.
O

(Final Mayo 12/13) Conjunto de preguntas 4(b)
Falso. La matriz (& 9) tiene autovalor repetido a, y ya es diagonal (y por tanto diagonalizable).
(Il

(Final Septiembre 11/12) Ejercicio 1(a)
Por una parte, V; es de dimensién 2 (que es la dimensién del conjunto de soluciones de la ecuacién
homogénea indicado), es facil ver que una base de dicho espacio es:

1 0
una base de V; es 0];1-1
0 1

Por otra parte, Vy, es de dimensiéon 1 (que es la dimensién del conjunto de soluciones del sistema de
ecuaciones homogéneo indicado), es facil ver que una base de dicho espacio es:

0
una base de Vi, es 0
1
Asi pues,
1 1 0 O
D= 1 , P=10 -1 0];
1
i 0 1 1
O
(Final Septiembre 11/12) Ejercicio 1(b)
Primero necesitamos calcular P!
1 0 0f{1 0 O 1 0 01 0 O 1 0 01 0 O
[PM: 0 -1 0/0 1 O — [0 1 0j]0 -1 O — [0 1 0/0 -1 0 :[I|P'1]7
0 1 1/0 0 1 0 1 140 0 1 0 0 140 1 1
es decir, )
1 0 0
P! = -1 0
0 1 1
Por tanto,
1 0 0] |1 1 0 O 1 0 0
A=PDP'=0 -1 0 1 0 -1 0o|=1]0 1 0
0 1 1 s]0 1 1 0 —05 0.5
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O
(Final Septiembre 11/12) Ejercicio 1(c)
M es una matriz de ceros, ya que:
M =2A* — 7A® 4 9A% — 5A + |

=2PD*P™! — 7PD?*P™ + 9PD?P™! — 5PDP™' + PIP™!

—P (204 —7D® +9D2 - 5D + |) p!

=POP™' =0.
O

(Final Septiembre 11/12) Ejercicio 2(a)
Todo lo que podemos decir es que rango A < rango [A B]. (A puede tener r columnas pivote, y esas

también serdn columnas pivote de [A B]; pero podria haber nuevas columnas pivote entre las de B).
|

(Final Septiembre 11/12) Ejercicio 2(b)
En este caso rango A = rango [A A?]. (Cada columna de A? es una combinacién lineal de las columnas
de A. Por ejemplo, si llamamos All a la primera columna de A, entonces A - All es la primera columna de

A%, Asi que no puede haber nuevas columnas pivote (nuevas columnas linealmente independientes de las
de A) en el bloque (la parte) “A%” de la matriz por bloques [A A?]).
O

(Final Septiembre 11/12) Ejercicio 2(c)

El conjunto de soluciones del sistema Ax = 0 tiene, como siempre, dimensién n — r (donde n es el
nimero de columnas de A y r surango). Y la matriz [A A] s6lo tiene r columnas linealmente independientes
(r columnas pivote) — ya que las n columnas que afiadimos estan todas repetidas. Asi pues, [A A] es una
matriz m por 2n de rango r, y por tanto, la dimensién del conjunto de soluciones del sistema [A A]x = 0

es 2n —r.
O

(Final Septiembre 11/12) Ejercicio 3(a)
Vamos a resolverlo con el método de eliminaciéon de Gauss pero operando por columnas:

1 1 1|-3 1 0 0 |37
1 -1 11|  7n, 1 -2 0|1
[Al-b] |2 0 a/=b | p1+3 |2 -2 a—2]-b
[Tfo |~ [T 0 oo T -1 —-1]0
0 1 00 0 1 0 0
0 0 1] 0 0 0 1 0 |

1 0 0 0

1 -2 0 2

2 -2 a—2/-b+6 (1)3+a]
1 -1 -1 3
0

0

T
[(3)1+4]

1 0 0
0 1 0

O O N =
|
p—
|
—_
[N}

El sistema es incompatible cuando: a = 2 y b # 4; ya que no es posible transformar la cuarta columna

(la del vector del lado derecho b) en una columna de ceros si la tercera columna es nula.
O

(Final Septiembre 11/12) Ejercicio 3(b)

La dimensién del espacio de soluciones coincide con el ntimero de columnas de ceros que hemos logrado
encontrar en la parte de la matriz de coeficientes (A) tras la eliminacion.

Si a # 2 entonces no hay ninguna columna de ceros y por tanto la dimensién del espacio de soluciones
es 0. Cuando a = 2 sélo hay una columna nula y la dimensién del espacio de soluciones es 1. En este
ejemplo no puede haber dos columnas de ceros; asi pues el conjunto de soluciones nunca puede ser un

plano.
|

(Final Septiembre 11/12) Ejercicio 3(c)
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Cuando a = 2 el sistema es compatible s6lo si b = 4 (véase la respuesta al primer apartado). Entonces la
dimensién del conjunto de soluciones del sistema homogéneo es uno, y por tanto el conjunto de soluciones
es una recta.

Puesto que en este caso la primera y la tltima columnas de A son iguales, la variable libre (o exdgena)
puede ser indistintamente la primera o la tltima.

Cuando a = 2 la tercera columna de la parte de la matriz de coeficientes es una columna de ceros.

1 0 0 0
1 -2 0 0
2 -2 0|-4+4
1 -1 -1 2
0 1 0 1
0 0 1 0

el vector que aparece debajo, es una base del espacio solucién del sistema homogéneo.

-1
base = 0
1

Pero el sistema que estamos resolviendo no es homogéneo (b # 0), y por tanto este conjunto
de soluciones no es una recta que pasa por el origen (no es un espacio vectorial); asi que no podemos
encontrar una base para el conjunto de soluciones de este sistema con b # 0.

|

(Final Septiembre 11/12) Ejercicio 3(d)
En este caso, tras la eliminaciéon gausiana, obtenemos

1 0 o0]0
1 -2 010
2 —2 110
1 -1 —-1]2
0 1 01
0 110

Este sistema es compatible (hemos logrado hacer una columna de ceros en la parte del vector del lado
derecho, b) y determinado (no hay columnas de ceros en la parte de la matriz de coeficientes).
El vector solucién aparece debajo del vector de ceros de la derecha.

2
1
0

bl

esdecir,z=2,y=1,y 2=0.
Este vector pertenece al conjunto de soluciones del apartado anterior (jnétese como ya aparecia este
vector en el apartado anterior!).
O

(Final Septiembre 11/12) Conjunto de preguntas 1(a)
Necesitamos encontrar un vector en la misma direccién de la recta (un vector del espacio nulo de la
matriz de coeficientes del sistema de ecuaciones); la diferencia entre los dos puntos nos da dicho vector

(D) () - ().

Asi pues, una representacion paramétrica de la recta es la descripcién de la solucién general de un sistema
de ecuaciones; es decir, una solucién particular (uno de los puntos) més cualquier multiplo del vector del
espacio nulo (del vector director)

r=xp+av = w) _ (9 + -1 o =
—TpTa X2 T \3 ¢ -1 To=3—a

(Final Septiembre 11/12) Conjunto de preguntas 1(b)
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Necesitamos encontrar un vector perpendicular a v, de manera que premultiplicando © = x  +av por
dicho vector perpendicular, eliminemos la parte paramétrica de dicha expresion.

Una forma de encontrar el vector perpendicular es construir la matriz ampliada ['v |I] y tratar de hacer
ceros en las filas del vector v mediante eliminacién gaussiana (por filas). Por cada fila de ceros obtenida
en la parte de “v”, tendremos un vector fila perpendicular en la parte de “I”:

—110_)—110
—-1{0 1 01—-1 1

asi pues, el vector (71 1) es perpendicular el vector director v, por lo que premultiplicando la ecuacién
parametrica obtendremos la implicita

(-1 1) @) = (-1 1) (g) +a(-1 1) <j> N {—x+y:3

(Final Septiembre 11/12) Conjunto de preguntas 2.
Puesto que el determinante es negativo independientemente del valor de b:

=16+ 6b%> —18 —6b°> = -2 < 0;

[GVER U ]
SN O
= o W

esta matriz nunca puede tener sus tres autovalores positivos.

(Final Septiembre 11/12) Conjunto de preguntas 3(a)
det ATA =det | =1

3x3

O

(Final Septiembre 11/12) Conjunto de preguntas 3(b)
AAT es de orden 5 por 5 pero su rango es s6lo 3 (ya que es una matriz diagonal con tres unos y dos
ceros en la diagonal principal); por tanto AAT es singular y det AAT = 0.
Otro razonamiento para ver que la matriz es singular es:
1. La matriz AT de orden 3 por 5 tiene tres filas linealmente independientes (jortogonales!) y la dimen-
sion del espacio de soluciones del sistema homogeneo ATy =0esb5—r=5—-3=2.
2. Entonces AAT tiene columnas dependientes ya que A(ATy) = 0 para algin vector y no nulo del
conjunto de soluciones del sistema homogeneo ATy = 0.
3. Por tanto, det AAT = 0.

(Il
(Final Septiembre 11/12) Conjunto de preguntas 3(c)
det A (ATA) "1 AT = det AAT = 0.
I
U
(Final Septiembre 11/12) Conjunto de preguntas 4.
det(A) = 522 — 62 + 0 — 9z + 10z — 0 = 52% — 5 = 5z(z — 1) = 0. Por tanto, x = 0,z = 1.
([l
(Final Septiembre 11/12) Conjunto de preguntas 5.
1 2 3 4 1 10
2 4 1 3 1 10
Av=1y 2 3 1| 1|7 |1w0] =10%
3 1 4 2 1 10
([l

(Final Septiembre 11/12) Conjunto de preguntas 6(a)

(ATBT)~! = ((AB)T>_1 - ((AB)—l)T — (ATIB7L)T.

Es verdadero.
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O
(Final Septiembre 11/12) Conjunto de preguntas 6(b)
Si A y B son ademds ortonormales entonces AAT =1y BBT = I; asi pues,
AB(AB)" = ABBTAT = AIAT = AAT =1|.
Es verdadero.
O
(Final Junio 11/12) Ejercicio 1(a)
1 0 0 1 10 0 1
A— 01 01 N 0 1 01
10 1 2 0 0 1 1
01 01 0 0 0O
El rango es 3; por tanto las columnas son linealmente dependientes.
|

(Final Junio 11/12) Ejercicio 1(b)

X1 1 0 0

_ 4 T2 _ 0 1 0
V=<qx eR* tales que . =aly +0b 0 +c 1
Ty 0 1 0

Esta es una representacion paramétrica. Una representacion implicita serfa el conjunto de soluciones del
siguiente sistema homogeneo:

Z1
T2
Zs3
Ty

(0 -1 0 1) =0 = —a2+4+x4=0.

La dimensién de este sub-espacio de R?* es tres, puesto que las tres primeras columnas de A son linealmente
independientes. Nada cambiaria incluyendo la cuarta columna, ya que es suma de las tres primeras.
|

(Final Junio 11/12) Ejercicio 1(c)
En el primer apartado hemos calculado la forma escalonada reducida, de donde es facil ver que el
conjunto de soluciones es:

I -1
x € R* tales que ;2 =a _} para todo a €R
3 _
T4 1

Hay una variables exdgena (o libre). Podemos elegir como variable libre cualquiera de ellas. La dimensién
€s uno.

|

(Final Junio 11/12) Ejercicio 2(a)
Puesto que la matriz A es simétrica (y por tanto también A'l), ambas son siempre diagonalizables®
(aunque A™" no existe si a = 0).

O
(Final Junio 11/12) Ejercicio 2(b)
I-x 0 0 A=1
det(A—=X)=| 0 -\ 1|=X01-N-1-N=0 — A=1
0 1 =X A= —1
2Si A =AT y B = A! entonces AB =1 = BTAT = BTA = I; por tanto BT = A™! = B, es decir, la inversa también es

simétrica.
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Para A =1
0 O 1 0
A-1=1]0 -1 1]; Base ortonormal: 0]; %
1
o 1 -1 0 7
Para A = —1
2 00 0
A-l=1|0 1 1]|; Base ortonormal: 7
1
0 1 1 7
Por tanto
1 0 0 1 1 0 0
0 % » U0 7 %

|
(Final Junio 11/12) Ejercicio 2(b)
Respuesta idéntica al apartado anterior, ya que si A = SDS™ entonces At = SD™'S™; es decir,
misma matriz de autovectores S.
Ademés, en este caso tan particular A = A™! (jtambién los mismos autovalores!). Nétese que AA = I,

asi que |A =A"'| (puesto que A es una matriz permutacién simétrica cuando a =1y b = 0).

(Il
(Final Junio 11/12) Ejercicio 2(b)
1 0 0| /0 0
Au=10 0 1 21 =12 =wu; asi pues Ay = u.
01 0 2 2
(]

(Final Junio 11/12) Ejercicio 3(a)

Sélo serian dependientes si uno de los vectores fuera un multiplo del otro, que no es el caso; asi pues, son
linealmente independientes. También se puede realizar la eliminaciéon Gaussiana sobre la matriz: [acl, mz]
comprobando facilmente que el rango es 2.

Por otra parte

-8
(2 13 4| % =12
1
por lo que no son perpendiculares entre si.
(Il
(Final Junio 11/12) Ejercicio 3(b)
No, el primer y ultimo vectores son iguales.
([l
(Final Junio 11/12) Ejercicio 3(c)
El plano esta descrito por el sistema de ecuaciones
Z1
12 3 6 |[™|=0
z3
x4

y los vectores ¢, ¢, y x5 deben ser solucién a dicho sistema para que puedan ser una base del espacio
compuesto por todas las soluciones soluciones de este sistema homogeneo; pero

-2 ~1 —4
=0 [1 2 3 6] =-1#0, [1 2 3 6 _22
1

1 2 3 ¢ (1) =4#0.
0

OO

Unicamente @, es solucion al sistema. Asi pues, estos tres vectores no son una base del espacio de soluciones.
a
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(Final Junio 11/12) Ejercicio 3(d)

1 0 -1 ¢ 1 0 -1 q 1 0 -1 q
4 2 12 3 >0 2 16 3-4¢| = |0 2 16 3-4qg
6 2 10 1 0 2 16 1-6g 00 0 -2-2
Por tanto, estos vectores no generan R3 si ¢ = —1 (rango 2).
O
(Final Junio 11/12) Conjunto de preguntas 1(a)
L
det A = =11 2 3/=1; = det A™t = 1.
1 21 3 13 7
1 3 1 7
O
(Final Junio 11/12) Conjunto de preguntas 1(b)
El elemento (1,2) de A™! es Co(figt\?f’l; es decir
01 0
-2 1 3
COf(A)Q,l o 3 1 7 —5
detA 1 -
(I

(Final Junio 11/12) Conjunto de preguntas 2(a)
Recordando la definicién de autovalores y autovectores (Av = Av), tenemos que los autovalores son

1 1 1
M=6, =3 A3=3yque z;=[2|,xz9=|—-1]| yx3=| 0 | son autovectores correspondientes
1 1 -1

respectivamente a dichos autovalores.
|

(Final Junio 11/12) Conjunto de preguntas 2(b)

La matriz es diagonalizable, ya que los autovectores x5 y x5, correspondientes al autovalor 3, son
linealmente independientes.

La matriz es invertible, ya que sus autovalores son distintos de cero.

O
(Final Junio 11/12) Conjunto de preguntas 2(c)
detAz)\l-/\g-/\3=54
tI‘(A) :>\1+/\2+)\3 = ].2
O
(Final Junio 11/12) Conjunto de preguntas 2(d)
Si, ya que los tres autovectores son ortogonales.
([l

(Final Junio 11/12) Conjunto de preguntas 3.
Puesto que el primer elemento de la matriz asociada es positivo, esta matriz nunca podra ser definida
negativa.

O

(Final Junio 11/12) Conjunto de preguntas 4(a)
Verdadero, puesto que el producto de los autovalores es igual al determinante, y por tanto en tal caso
es cero.

O

(Final Junio 11/12) Conjunto de preguntas 4(b)
Verdadero, puesto que si —3 es un autovalor, entonces la matriz cuadrada (A + 3l) es singular (
(det(A +31) =0).
O

(Final Junio 11/12) Conjunto de preguntas 4(c)
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Falso. Si A = 0 es un autovalor, entonces A es singular, y por tanto, Az = 0 tiene infinitas soluciones.

(Final Septiembre 10/11) Ejercicio 1(a)

o O
[y

det A =

o= oo
o= o O

1
1
10
1

OO
o O O
= O = =

1
1
0
1

o

0

por lo que el determinante |A| es distinto de cero si y s6lo si a # 0.

(Final Septiembre 10/11) Ejercicio 1(b)
No, ya que:

[ e

=1 ’1 1’

1
= 0; 1
1 1 0

O~
= O O

cuando todos deberian ser positivos. Por tanto la matriz es no definida.

(Final Septiembre 10/11) Ejercicio 1(c)

1101100 0 1 1 0 1/1 00 0
12000100/ [0 1 0-1-1100
00100010 0 0 1 0/0 010
100 00001 0 -1 0 —1/-1 0 0 1
110 1]1 0 0 0
010 —1|]-1 1 0 0
001 0l0o 0 1 0 -
000 1|1 —1/2 0 —1/2
Asi pues,
o 0 0 1
Al |0 12 0 -1
0 0 1 0
1 —1/2 0 —1/2

(Final Septiembre 10/11) Ejercicio 1(d)

= o 8 O

O ==

o O O

COOF o> . N

o= o O

o= OO

o O O

SO O oo o

OO ==

o= O O

O

I

—_

I

—_
o~ o
o~ oo
—_ o oo

1/2
~1/2

,_.
\
2

o~ oo

~1/2
0o 0 1

0 1 0

00
00 1/2 0 —1/2
0|0
11

~1/2 0 —1/2

O

De los pasos tomados en el primer apartado es sencillo ver que, cuando a = 0, el rango de A es tres;
y por tanto hay tres variables endégenas (o variables pivote). Asi pues, tan sélo una variable puede ser

exé6gena (o libre).

Puesto que cuando a = 0 las columnas segunda y cuarta son iguales (y por tanto dependientes),
podemos tomar como variable libre (o exdgena), o bien la segunda, o bien la cuarta.

(Final Septiembre 10/11) Ejercicio 2(a)

(]

Puesto que la matriz es triangular, los autovalores son los elementos de la diagonal principal (A =4y
A =2, ambos con multiplicidad algebrdica igual a 2). Entonces, para que la matriz sea diagonalizable, es

neceario que el rango de la matriz [A — Al| sea dos en ambos casos. Veamos si efectivamente es asi:

00 0 O
00 0 O

rg(A—4I):rg( 00 -2 0 ):27 rg(A—2I):rg(
10 0 =2

Por tanto ya sabemos que A es diagonalizable.

o o N o

o O OO

) =2,

OO OO
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Observando la matriz A-4l, es facil ver que dos autovalores asociados a A = 4 son
2 0
0 11
of ¥ ol
1 0

y observando la matriz A-4l, que dos autovalores asociados a A = 2 son

0 0

0 0

1l 7 o

0 1

Asi pues, )

4 2 0 0 0
4 01 00
D= 2 7S;_0010
2] 100 1

]

(Final Septiembre 10/11) Ejercicio 2(b)
Puesto que hemos visto que v es un autovector de A asociado al autovalor 2, sabemos que Av = 2v,
y por tanto:

Ay =A .

>> > >
> > >
g > >
g >
e

[
>
>>>D>D
o
S

- 16v
=A -32v = \%
=20v=64v=(0 0 0 64).

(Final Septiembre 10/11) Ejercicio 2(c)
Puesto que ningin autovalor es cero, la matriz es de rango completo, es decir, invertible.

(Final Septiembre 10/11) Ejercicio 2(d)
Puesto que A = SDS™, entonces

Al = (505'1)_1 - (05'1)_15‘1 - (S‘l)_lo'ls'1 =SD's™,

. . -1 .
es decir, los autovectores S son los mismos, pero los autovalores D™, son los inversos de los autovalores
de la matriz A.

a

(Final Septiembre 10/11) Ejercicio 3(a)

1 2 0 1 1]1 1 2 0 1 1|1 120 1 1|1
[A‘b]:002310_>001421_>0014 211
0 01 4 21 00 2 3 1|0 000 —5 -3 -2
00 0 1 1|2 0 0 0 1 1|2 000 1 1|2
1 2 0 1 1] 1] 1 2 0 1 1]1] 1 2 0 1 1]1]
_)001421%001421%001421
000 1 1|2 000 1 1|2 00 0 1 1/2
0 0 0 =5 —3|—2] 000 0 28] 00 0 0 1]4]

1 2 0 1 0]-3 1 2 0 0 0l-1
_}0014077_>001001:[R‘c]

0 00 1 0]-2 00 0 1 0/-2

000 0 1 4 000 0 1] 4
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Por lo que la soluciéon completa es:

-2 -1
1 0
todo vector  de la forma: x=a| 0 |+ 1 |; para cualquier a € R.
0 -2
0 4
Es decir, el conjunto de vectores x de la forma:

1 —1—-a 1 —1 — 9

T9 a T2 X9

x3 | = 1 para cualquier a € R; o T3 | = 1 para cualquier xo € R.

Tq -2 XTq -2

Is5 4 Is 4

]

(Final Septiembre 10/11) Ejercicio 3(b)

Puesto que el sistema tiene cinco incognitas, el vector solucién tiene cinco elementos (un valor para
cada incognita). Asf pues, el conjunto de soluciones es un subconjunto de R®; Y en este caso, dicho conjunto
es una recta, ya que s6lo una de las columnas de A es dependiente de las demés (s6lo hay una variable
libre o ex6gena; sélo un parametro o grado de libertad en la solucién). Asi pues, un vector director es
cualquier multiplo (excepto el vector nulo 0) de la solucién al sistema homogéneo que hemos encontrado:
T, = (72 1 0 0 0). Y uno de los puntos por donde pasa la recta es la solucién particular que
obtuvimos al resolver el sistema: x,, = (71 0 1 -2 4)

(|

(Final Septiembre 10/11) Ejercicio 3(c)
Primero un razonamiento largo...
Esté claro que el vector director z, (la solucién al sistema homogeneo) cumple la siguiente relacién:

lo cual significa que los vectores fila de A son perpendiculares a x,. Asi que, al menos, las filas de A son
perpendiculares a x,.

Pero...;hay mas vectores perpendiculares? Veamos si cualquier combinacién lineal de las filas de A es
un nuevo vector perpendicular a x,,.

Sea z un vector de R*, entonces zA es un nuevo vector de R* generado como combinacién lineal de las
filas de A (donde los elementos z; de z son los coeficientes de dicha combinacién). Por tanto, para todo
z € R*, el producto zA es una combinacién lineal de las filas de A. Comprobar que las combinaciones
z A son siempre perpendiculares al vector director x, es muy sencillo, ya que si Az, = 0 entonces, para
el producto de cualquier combinacién lineal de filas zA con el vector director x, siempre resultard que

zAz,=2-0=0.

;Hemos encontrado todos los vectores perpendiculares a x,? o ;hay algtin vector en R® que sea per-
pendicular a x,_, pero que no sea combinacién de las filas de A?

Para contestar a estas dos preguntas primero vamos a comprobar que el conjunto de vectores perpen-
diculares a x, son un espacio vectorial; es decir, que dicho conjunto es cerrado para la suma y el producto
por un escalar (o de manera méas abreviada, que es cerrado para las combinaciones lineales). Vedmoslo:

Sean y y z dos vectores perpendiculares a x,,, es decir, dos vectores tales que y-x, = 0y que z-x, = 0;
y sea B la matriz cuyas filas son y y z.

De nuevo, una combinacién de dichas filas es el producto

¢B=BTc=[y z] {2]

para cualquier vector ¢ de R%. Ahora vamos a comprobar que todas las posibles combinaciones de dos
vectores perpendiculares al vector x, son también perpendiculares a dicho vector director (que dicho
conjunto es cerrado).

cBr,=x,BTc==x,[y z]c=[r, -y x,-z]c=[0 0]c=0, para todo ¢ € R?.

Asi pues, el conjunto de vectores perpendiculares a x, es un subespacio vectorial. ;De que dimensién?
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Tanto los vectores fila de A como el vector director x, tienen cinco componentes, es decir, pertenencen
a R5, que es un espacio vectorial de dimensién cinco. Puesto que A tiene rango 4, sus cuatro filas son
linealmente independientes, y constituyen una base del espacio generado por las filas de A; que es un
subespacio de dimensién 4 y que llamaremos espacio fila de A. Por supuesto, la recta generada por el
unico vector director x, es de dimensién 1.

Asi pues, la unién del espacio fila de A (dimensién 4) junto con los vectores de la recta perpendicular
(dimension 1) tiene necesariamente dimensién 5, es decir, la unién de los dos subespacios es todo el espacio
R®. Eso significa que cualquier vector de R®, o estd en la recta generada por x,, o estd en el espacio fila
de A; y por lo tanto, todo vector perpendicular a x, necesariamente pertenece al espacio filas de A.

Ya podemos contestar a todas las prequntas: el conjunto de vectores perpendiculares es el espacio fila
de A, que es de dimension 4; y como A tiene rango 4, sus cuatro filas son linealmente independientes, ast
que constituyen una base del subespacio de vectores perpendiculares a x, .

Y ahora un razonamiento mas corto..en el que s6lo es necesario resolver el sistema de ecuaciones
“apropiado”...del que en este caso particular, y dado lo que ya sabemos del primer apartado...ya conocemos
su solucion...

Antes hemos recordado que en cualquier sistema homogeneo Ax = 0, los vectores solucién & son
los vectores ortogonales a las filas de la matriz de coeficientes A ..pero entonces..para contestar a este
apartado jbasta con poner como coeficientes del sistema homogéneo los elementos de vector director x, =
(—2 1 0 0 O) , v resolver! Es decir, la pregunta se puede contestar solucionando el sistema

T
Z2
[—2 1 0 0 O} z3 | =0.
Ty
Ts

El conjunto de vectores solucion a este sistema es el conjunto de vectores ortogonales pedidos en el
enunciado, y puesto que la matriz de coeficientes tiene rango uno, y hay cinco incégnitas, la dimension del
conjunto solucion es cuatro.

Probar que dicho conjunto es un subespacio vectorial es facil: si y y z son soluciones al sistema Bz = 0,
entonces la combinacion lineal ay + bz también es solucion puesto que

B(ay + bz) = aBy + 0Bz = a0 + b0 = 0.

Observando el primer apartado de este problema podemos ver que las cuatro filas del sistema de
ecuaciones original Az, = 0 (primer apartado del problema) son perpendiculares al vector director, y son
independientes, por lo que forman la base del subespacio pedido en el enunicado.

...y por ultimo la manera mas corta que se me ocurre...por jeliminacién Gauss-Jordan!..

21 0 0 0 0 11-1/2 0 0 0 0 11-1/2 0 0 0 0
1[0 100 0 11 0 100 0 0 12 1.0 0 0
[z, l]=]0]0 0 1 0 0 >0 0 01 0 010 0 010 0f=[1)E
0jl0 00 10 o0 o 0010 o0 o 0010
0jo 00 0 1 o0 o 0001 o0 o 0001

Las cuatro ultimas filas de la matriz E (alli donde hay filas de ceros en (El)l_fque es la forma escalonada
reducida de x,) son vectores perpendiculares a x,; y es evidente que son cuatro, y que son linealmente
independientes, asi que son una base del subespacio perpendicular a x,.

|
(Final Septiembre 10/11) Conjunto de preguntas 1(a)
Es verdadero. Si A es simétrica, estonces AT =A, por tanto
T T 2
(A%)" = (AA)" =ATAT = (A7) =A%,
es decir, que A? también es simétrica.
|

(Final Septiembre 10/11) Conjunto de preguntas 1(b)
Es verdadero. Veamoslo:

M-A?=01-A)1-A)=1-A-A+A’=1-A-A+A=1-A
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A las matrices con esta propiedad se las denomina “matrices idempotentes”.
|

(Final Septiembre 10/11) Conjunto de preguntas 1(c)

Es falso. El determinate de una matriz es igual al producto de sus autovaloes; si uno de ellos es cero,
necesariamente la matriz es singular. En tal caso sus columnas son linealmente dependientes y es posible
encontrar una solucién distinta a la trivial (x =0) para dicho sistema homogeneo; asi que hay méas de una
solucién y el sistema es necesariamente indeterminado.

]

(Final Septiembre 10/11) Conjunto de preguntas 1(d)
Verdadero. Por el mismo motivo de antes, A es singular, lo que quiere decir que el subespacio generado

mXm

por las columnas de A (que llamaremos espacio columna de A, C (A)) es de dimensién menor que m, pero
eso quiere decir que existen vectores de R™ que no pertenencen a C (A) Si b fuera uno de ellos, entonces

no existiria una combinacion lineal de las columnas de A igual a b, es decir, que Ax = b sera incompatible
para dicho b ¢ C (A).

([l
(Final Septiembre 10/11) Conjunto de preguntas 1(e)

Verdadero. Si Q es ortogonal, entonces QTQ = I; lo que quiere decir que su inversa es su traspuesta
QT :Q_l), y por tanto QQ™! =1 = QQT; pero entonces Q™! también tiene columnas perpendiculares
(puesto que QQT =1 sdlo tiene ceros fuera de la diagonal) que son de norma uno (ya que Q QT sélo tiene
unos en la diagonal).

([l
(Final Septiembre 10/11) Conjunto de preguntas 1(f)
Falso. La matriz
1 1
“~lo i
tiene como unico autovalor A = 1, pero A no es la matriz identidad.
O
(Final Septiembre 10/11) Conjunto de preguntas 2(a)

2, puesto que las dos primeras son dependientes.

(I
(Final Septiembre 10/11) Conjunto de preguntas 2(b)
2 (= rango de A)
(Il
(Final Septiembre 10/11) Conjunto de preguntas 3(a)
La matriz simétrica asociada a dicha forma cuadrética es
1 10
1 a 0
0 0 8
y sus menores principales son
11 1 10
|1|:1; 1 a:afl; 1 a 0|=8(a—1);
0 0 8
Si a =1 la matriz Q es semidefinida positiva (los signos son: +,0,0).
([l

(Final Septiembre 10/11) Conjunto de preguntas 3(b)
La matriz Q nunca puede ser definida negativa. Si a < 1 es no definida (signos: +,—,—). Si a > 1 es
definida positiva (+,+,+).
|

(Final Junio 10/11) Ejercicio 1(a)

2-A 1 0 0
l1o2ea 0 0| J2-a 1]
A=MI=1 6 o aca o |TTNT 2)\‘_0'
0 0 a a—A
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Por tanto el autovalor A\ = a estd repetido (multiplicidad 2); los otros dos autovalores salen de

2-A 1
1 2—A

’(2)\)210; = A —4A+3=0
Por tanto los dos autovalores que faltan son 1y 3.

(Final Junio 10/11) Ejercicio 1(b)
Cuando A\ = a = 2, la matriz

2-x 1 0 0 01 0 0
1 2=\ 0 0 1 000
A-2l= 0 0 2=Xx 0| Joo0o o000
0 0 22— 00 2 0

es de rango 3 (de manera inmediata se puede ver que hay tres columnas pivote). Asi pues, en este caso
el conjunto de soluciones del sistema Ax = 0 es de dimensién 1 (cuatro columnas menos el rango); y
por tanto NO es posible encontrar dos autovectores linealmente independientes para el autovalor repetido
A = 2, y consecuentemente la matriz NO ES DIAGONALIZABLE.

|
(Final Junio 10/11) Ejercicio 1(c)
2—A 1 0
B-M=|1 2-\A 0 |=(1-\- ((2—)\)2—1> -0
0 0 1—A
Un autovalor es A = 1. Los otros dos son las raices de
((2—)\)2—1) S4E NN -1 =X~ 4 +3=0.
300
que son A =3y A = 1. Por tanto, | D = [86(1)]'
= Para A\ =3
-1 1 0
A-3X=|1 -1 0|;
0 0 -2
1
por tanto el vector [ 1 | es un autovector correspondiente a A = 3. Como su norma es v/2, el vector
0
1
% 1| autovector de norma 1 correspondiente a A = 3.
0
= Para A\ =1
1 10
A-Xl=|1 1 0];
0 0 O
0 -1
por tanto el vector [ 0| es un autovector de norma 1 correspondiente a A\ = 1; y 1 es un
1 0
autovector correspondiente a A = 3 de norma es \/5, asi pues un segundo autovector normalizado es
-1
1
-1 1
V2
0

Es inmediato comprobar que estos tres autovectores de norma uno son ortogonales entre si. Por tanto
una posible matriz orto-normal P es:

1/vV2 —1/v/2 0
P=|1/v2 1/V2 0
0 0 1
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(Final Junio 10/11) Ejercicio 1(d)
La forma cuadratica

T
y | =222 4+ 2y + 2% + 2y,
z

f(@,y,2)=aBx=(z y 2)

O =N
O N
= o O

sabemos que es definida positiva, ya que hemos visto que los tres autovalores de B son positivos (3, 1, y
1).
|

(Final Junio 10/11) Ejercicio 2(a)

1 4 2 3 1 4 2 3 1 4 2 3 1 4 2 3
2 3 3 7 . 0 -5 -1 1 . 0 1 0 3 . 01 0 3
01 0 3 0 1 0 3 0 -5 -1 1 0 0 -1 16
0 2 0 a 0 2 0 a 0 2 0 a 00 0 a—6

El pardmetro a debe ser distinto de 6 para que la matriz sea de rango completo (algo que se podia ver
directamente comparando las filas de A).

O
(Final Junio 10/11) Ejercicio 2(b)
Por una parte
1 4 2 3
3 37 4 2 3
detA=2 3 3 Tt 0 3/—2)1 0 3{=-3]1 -2 3=} -1
010 3 2 0 5 2 0 5§ 2 5 25 2 5
02 0 5
Y por otra
1 4 2 1
2 3 3
2 330 1 0
0100**1853 2’2 0’0
02 00
Por tanto, x4:%:0.
O
(Final Junio 10/11) Ejercicio 2(c)
01 1 01 00 0] 1 0 0 110 1 0 O 1 00 10 1 0 0]
10010100_)01101000%01101000
0 00 110 0 1 0 0 00 110 0 1 O 01 0 00 0 01
010 000 0 1] 01 0 00 0 01 000 110 0 1 0 |
10 0 110 1 0 O [1 0 0 10 1 0 O 1 00001 -1 0 ]
01101000%01101000_)OlOOOOOl
0 0 -1 0-1 0 0 1 0 01 01 00 -1 0 01 010 0 -1
00 0 140 0 1 0 |00 0 110 0 1 0 00 0 10 0 1 0 |
Por tanto
01 -1 0
4|00 0 1
B_IOO—l
00 1 O

y la solucién al sistema Bax = b es (premultiplicando por B! a ambos lados de la igualdad):

01 -1 01 /1 0
o1, oo o0 1o o
r=B"b=1 o o _1|lo|=|:

o0 1 ol\o 0
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O
(Final Junio 10/11) Ejercicio 3(a)
2 1 2 2 1 2
4 1 2| =10 -1 =2
2 1 a 0 0 a—2
Solucién tnica sélo si a # 2.
U

(Final Junio 10/11) Ejercicio 3(b)
Sélo una variable pude ser tomada como exdgena o libre. Puesto que la tercera columna es multiplo de
la segunda; se pueden tomar como exdgenas, o bien z, o bien y.

2 1 2 1 1/2 1 1 0 0
O -1 -2{—-10 1 2| —=10 1 2
0 0 0 0 0 O 0 0 0
Por tanto la dimension del conjunto de soluciones es 1.
0
Una base de dicho espacio de soluciones la constituye el vector | —2
1
El conjunto de soluciones son todos los vectores miltiplos del de la base
T 0
es solucion del sistema homogeneo todo vector € = | y | que sea multiplo de | —2 ] ;
z 1
0
es decir x = a | —2 | para cualquier a € R.
1

(Final Junio 10/11) Ejercicio 3(c)
Si, el punto (1,1,1) es solucién al sistema no lineal.

124+ LY 44/1 =55
2. 1241421 =5

La matriz Jacobiana del sistema es

|:21' Y 221/2:| evaluada en el punto (1,1,1) |:2 1 2:| por eliminacién gaussiana |:]. 0 0:|

dr 1 2 4 1 2 0 1 2
Por tanto
()=(1)-G)a= () - (o= oy
1 5.5
Es decir, el sistema no lineal evaluado en (1)513 es aproximadamente igual a ( 5 )

(Final Junio 10/11) Ejercicio 4(a)

Pensemos primero en las dimensiones de A y en el rango de A ..Puesto que el “lado derecho” es un
vector de orden 3, la matriz A tiene tres filas, ademads, las solucién al sistema es también un vector con tres
componentes (por tanto una combinacién de las tres columnas de A); asi pues, A es una matriz cuadrada
de orden 3 por 3.

La solucién completa estd formada por vectores de un espacio nulo de dimensién 2 (dos columnas
libres). Entonces, rg (A) =3 —2=1. Se deduce de todo esto que sélo hay una fila pivote, y las otras dos
son libres, por tanto dimC (AT) =1.

|

(Final Junio 10/11) Ejercicio 4(b)
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2
La solucién particular nos dice que 2 veces la primera columna de A es | 4 | , por tanto, la primera
2
1
columna de A es | 2
1

Sabemos ademds, que rg (A) = 1, y por tanto el resto de columnas son miltiplos de la primera. El
primer vector de la base del espacio nulo nos indica que la primera columna maés la segunda en es vector

-1
nulo, por tanto, la segunda columna de A es | —2 | . Por 1ltimo, es segundo vector de la base de N (A)
-1
no indica que la tercera columna es un vector nulo. Asi pues,
1 -1 0
A=12 -2 0
1 -1 0
|
(Final Junio 10/11) Ejercicio 4(c)
1
Para aquellos b que pertenezcan al espacio columna C (A); por tanto, a los vectores de tipo b =a | 2 | ;
1
para cualquier a (los miltiplos de la primera columna de A).
|
(Final Junio 10/11) Conjunto de preguntas 1(a)
|AB?| =2-(-2)2=8.
1 1. _ 1
|(AB)™*| = 1ag1 = =2
|

(Final Junio 10/11) Conjunto de preguntas 1(b)
No hay informacién suficiente para saber el rango de A 4+ B; pero puesto que |AB| =-4, sabemos que

AB es una matriz de rango completo, es decir, su rango es 3.
3%x3

(]
(Final Junio 10/11) Conjunto de preguntas 2(a)
Hay dos posibilidades:
= a=-4/5yb=3/5
" a=4/5yb=-3/5.
(]

(Final Junio 10/11) Conjunto de preguntas 2(b)
Cualesquiera valores de a y b que formen un vector que no sea multiplo de la segunda columna de A;
por ejemplo, a =1y b= 0.
|

(Final Junio 10/11) Conjunto de preguntas 2(c)
Justo lo contrario del apartado anterior; necesitamos que la matriz sea singular, por tanto necesitamos
que la primera columna sea un multiplo de la segunda; por ejemplo: a =3 y b = 4.
|

(Final Junio 10/11) Conjunto de preguntas 2(d)
Por ser simétrica necesariamente b = 3/5. Ademds necesitamos que a < 0 y que det A > 0; es decir
a-4/5—(3/5)2>0, 0
a-4/5> (3/5)?
que no es posible si ademas a tiene que ser negativa. Por tanto NO EXISTEN TALES VALORES a Y b.
|

(Final Junio 10/11) Conjunto de preguntas 3(a)
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En este caso necesitamos que A tenga rango 3; por tanto, por eliminacién gausiana tenemos que

1 0 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1
112 3[—-1]0 1 1 2f{—=1]0 1 1 2 |—-|(0 1 1 2|,
a 1 1 2 a 1 1 2 01 1—-a 2—-a 0 0 —a —a
y por tanto, si a # 0 el rango de la matriz es 3.
|
(Final Junio 10/11) Conjunto de preguntas 3(b)
Para aquellos que hacen a la matriz de rango 2; es decir...y visto lo visto..para a = 0.
O

(Final Junio 10/11) Conjunto de preguntas 4(a)
Los dos primeros vectores de la solucién son el mismo, asi que la dimensién del conjunto de soluciones
de Ax = 0 es dos; y el nimero de columnas de A debe ser cuatro, por lo que el rango de la matriz es 2.
El dltimo vector de la solucién nos indica que la tltima columna de A es una columna de ceros; y el
primero que la primera columna de A es el vector opuesto a la tercera columna de A. Asi pues, una posible
solucién es:

x 0
[1 0 -1 O} y| |0 . {x—z =0
01 0 0]z 0 ; —0
t 0

Pero ésta no es la tnica respuesta posible (por ejemplo, puede haber més de dos filas (ecuaciones) en el
sistema). El requisito es que el rango de A sea 2, que la tltima columna sea nula, y la primera, el vector

mx4

opuesto de la tercera.
|

(Final Junio 10/11) Conjunto de preguntas 4(b)

Puesto que el polinomio caracteristico de A es de grado 5, sabemos que la matriz es de orden 5 (A ).
5X5

Y puesto que 0 no es una raiz de p(-), entonces 0 no es un autovalor de A, asi pues, A es invertible y su
rango es 5.

|
(Final Septiembre 09/10) Ejercicio 1(a)
Los autovalores de
3 1 1
0 3 1
0 0 2
son los elementos de la diagonal; A = 3 (con multiplicidad 2) y A = 2. Pero el rango de
3-3 1 1
A—-3)\= 0 3—3 1
0 0 2-3
es 2; por tanto la matriz no es diagonalizable.
O

(Final Septiembre 09/10) Ejercicio 1(b)
Los autovalores de

O O N
O W =

1
1
2
son los elementos de la diagonal; A = 3 y A = 2 (con multiplicidad 2). El rango de

2-2 1 1 0 1 1
A—-2)\= 0 3—-2 1 =0 1 1
0 0 2-2 0 0 O

es 1; por tanto la matriz es diagonalizable.
1 0
Dos autovectores independientes correspondientes al autovalor A=2son (0| y | 1
0 -1
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Por otra parte

2—-3 1 1 -1 1 1
A-3\= 0 3-3 1 =0 0 1
0 0 2—-3 0o 0 -1
1
Un autovector correspondiente al autovalor A\ =3 es | 1
0
Asi pues
2 1 0 1
D= 2 y S=10 1 1
3 0 -1 0

son matrices tales que A = SDS™.

(Final Septiembre 09/10) Ejercicio 1(c)

161

O

Sea como sea A, la matriz ATA siempre es simétrica; y por tanto es diagonalizable, y es posible

encontrar una base ortonormal de autovectores de ATA.

(Final Septiembre 09/10) Ejercicio 1(d)

O

Basta con encontrar los valores de a que hacen la matriz de rango completo; es decir, cualquier valor
de a distinto de cero (a # 0) (para que la matriz sea invertible) y simultdneamente distinto de tres (a # 3)

(para que la matriz sea diagonalizable).

(Final Septiembre 09/10) Ejercicio 2(a)

1 2 -1 1|-1 E, (1) 1 2 -1 1|-1
-1 -2 3 5/-5 | == 10 0 2 6|—6
-1 -2 -1 =77 -1 -2 -1 =77
12 -1 1]|- 2 -1
Ez3(1)
00 2 6|6 | ——=10 0 2
0 0 -2 —6|6 0 0 O

Tanto la matriz de coeficientes, como la matriz ampliada tienen rango 2.

(Final Septiembre 09/10) Ejercicio 2(b)

1|—-1
6| —6
0] 0

1 2 -1 1/-1 E,.(1/2) 1 2 -1 1]-1 ) 1 20
00 2 6/-6|=225]00 1 3-3|=2=1001
0 0 0 0]0 00 0 0]0 0 0O
Una solucién particular es
—4 r] = —4
xr, = 0 es decir, 27 0
P -3’ ’ T3 = -3
0 Ty = 0
Solucion al sistema homogeneo es cualquier combinacion de los vectores
-2 —4 xrp = —2a — 4b
_ 1 10 . To=a
.= y ®y= [ _5], es decir, 5 = —3b
0 1 Ty = b

para cualesquiera valores a y b.
Asi pues, la solucién al sistema propuesto es de la forma

—4 -2 —4 T, = —4—2a—4b
| 0 1 0 1. . T2 =a
T = _3 +a 0 +b K o bien, o5 — —3 — 3b
0 0 1 Ty =

=

W =

O
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para cualesquiera valores a y b.
|

(Final Septiembre 09/10) Ejercicio 2(c)

Es un plano paralelo al generado por las combinaciones lineales de x, y @, (que es la solucién del
sistema homogeneo) pero que pasa por el punto z, = (—7,0,—6,0)T (que es uno de los infinitos vectores
que resuelven el sistema completo).

(I
(Final Septiembre 09/10) Ejercicio 3(a)
a—2 1 2 a 1 2
b—4 3 4/ =1|b 3 4/=3
c—6 5 6 c 5 6
O
(Final Septiembre 09/10) Ejercicio 3(b)
Ta 7 14 a 1 2
b 3 4|=7b 3 4=7x3=21
c 5 6 c 5 6
U
(Final Septiembre 09/10) Ejercicio 3(c)
|(2A)7'AT| = detA = detA=_.
det 2A 23 det A 8
(]
(Final Septiembre 09/10) Ejercicio 3(d)
a—2 1 2 a 1 2 2 1 2
b 3 4 =1b 3 4 -0 3 4/=3+4=7
c 5 6 c 5 6 0 5 6
(]
(Final Septiembre 09/10) Conjunto de preguntas 1(a)
No siempre tiene solucién; por ejemplo:
110 o] (™ 1
2.2 0 0| *f=](1
000 0f {7 1
T4

Noétese que el rango de la matriz de coeficientes A es uno, pero el rango de la matriz ampliada [A|b] es
dos.
O

(Final Septiembre 09/10) Conjunto de preguntas 1(b)
Puesto que el sistema tiene mas variables que ecuaciones, cuando el sistema tiene solucién, ésta ninca
puede ser tinica.
a

(Final Septiembre 09/10) Conjunto de preguntas 1(c)
Que b sea combinacién lineal de las columnas de A; es decir, que la matriz de coeficientes A, y la
matriz ampliada [A|b] tengan el mismo rango.
|

(Final Septiembre 09/10) Conjunto de preguntas 1(d)
Puesto que el b tiene tres componentes (pertenece a R?), la condicién es que el rango de A sea tres.
|

(Final Septiembre 09/10) Conjunto de preguntas 2(a)
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11 0 1(1 0 0 O 11 0 11 0 0 O 11001001/2
010—10100%010—10100_>0100010—1/2
0O 01 0|0 0 1 O 0 01 0|0 01 O 0O 01 00 01 O
00 0 =20 0 0 1 000 1|00 0 —1/2 0001000—1/2_
1 0 0 0j1 -1 O 1 ]
jot oo 10 -1
0 0 1 00 0 1 0
00010 0 0 —1/2 |
Asi pues,
1 -1 0 1
4 o 1 0 -—12
A= 0 0 1 0
0 0 0 —1/2
O
Final Septiembre 09/10) Conjunto de preguntas 2(b
g
[lv|]2P=v-v=44+1+0+16 +4 = 25 asi que tomamos u = v/||v|| = (2/5,—1/5,0.4/5,—2/5).
O
(Final Septiembre 09/10) Conjunto de preguntas 2(c)
1 3 0 T
q(x7y,z):x2+6xy+y2+a22:(a: Y z) 31 0|y
0 0 a z
Puesto que |1| > 0, y ‘; i" < 0; la forma cuadritica no es definida (sea cual sea el valor de a).
O
(Final Septiembre 09/10) Conjunto de preguntas 2(d)
0 0 0 3 0
-2 0 0 2 0 _82_0182 -1 0 2
8 -1 0 -7 2[=-3 =(=3)-(-2)| 2 2 2|=(-3)-(-2)-(2) =12
-1 2 2 2
-1 2 2 3 2 9 9 3 4 2 3 4
2 2 3 6 4
O
(Final Septiembre 09/10) Conjunto de preguntas 2(e)
3 -1 3
[AB}’U: 2 2 2 2 2 1 _ 2 2 2 1/2 1 1 _
0 -1 -2 0 -1 -1 0 -1 —23 0 -1 -1
I8 s2] /1) [-24
{0 =8| \-1) 8 -
U

(Final Septiembre 09/10) Conjunto de preguntas 2(f)
Si AT = 2A, entonces también A = 2AT = 2(2A) = 4A por lo que necesariamente A = 0; y, por
supuesto, las filas de una matriz nula son dependientes.
([l

(Final Junio 09/10) Ejercicio 1(a)
El rango es 4 (hay cuatro pivotes en la forma escalonada reducida de A).

(Final Junio 09/10) Ejercicio 1(b)
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1 -2 1
1 0 0
0 -1 -1
x=a|l0|+b] 1 | +c] O para a,b,c,d en R.
0 0 0
0 0 1
0 0 0
a
(Final Junio 09/10) Ejercicio 1(c)
1 —2 1 To —2x4 + 26
1 0 O o
0 —1 —1 —X4 — Tg
x=x2 |0 +a4| 1 | +ag]| 0 | = Ty
0 0 0 0
0 0 1 Tg
0 0 0 0
|
(Final Junio 09/10) Ejercicio 1(d)
No, puesto que C (A) = R* entonces Az = b tiene solucién para cualquier vector b en R%.
a
(Final Junio 09/10) Ejercicio 1(e)
1
v — 2
-3
0
|

(Final Junio 09/10) Ejercicio 2(a)
Por ser la matriz triangular los autovalores coinciden con los nimeros que aparecen en la diagonal
principal; es decir, Ay =1y Ay = 2.

Para A\ =1
00 00
1 1 0 0
A=M)=15 9 0 0
1 1 0 0
Tres autovectores independientes son
-1 0 0
T, = 1 T, = 0 x 0
1 — 0 ) 2 — 1 ) 3 — 0
0 0 1
Para \ =2
-1 0 0 0
1 0 0 0
A=2W=14 o 1 o
1 1 0 -1
Un autovector es
0
1
T = |
1
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(Final Junio 09/10) Ejercicio 2(b)
Puesto que hemos encontrado 4 autovectores independientes, la matriz es diagonalizable.
a

(Final Junio 09/10) Ejercicio 2(c)
La factorizacion A = PDPT implica que la matriz A debe ser simétrica. puesto que en este caso la
matriz del enunciado no es simétrica, no es posible encontrar tal factorizacion.

O
(Final Junio 09/10) Ejercicio 2(d)
AT = I 1 1
~ |A]  producto de los autovalores de A 2’
O
(Final Junio 09/10) Ejercicio 3(a)
1 -1 21 En(—2) 1 -1 2 1 Ea (1) 1 -1 2 1 Ex(1)
2 3 m|3 | 250 -1 m-41 | 2510 -1 m—4] 1 2
-1 2 3(2m -1 2 3 |2m 0 1 5 |2m+1
1 -1 2 1
-0 -1 m-—4 1
0 0 m+1{2m+2
Puesto que 2m + 2 = 0 sélo si m + 1 = 0, el sistema siempre tiene solucién para cualquier valor de m.
O
(Final Junio 09/10) Ejercicio 3(b)
1 -1 2|1 1 0 710
0 -1 —-5|1 |—= (0 1 5/-1
0 0 010 0 0 0]0
0
Un solucién particular es , = | —1 ] , y las soluciones al sistema homogéneo son los multiplos del vector
0
-7
z, = | =5 | . Por tanto, la solucién completa al sistema son todos los vectores que se pueden escribir
1
como x = x, + ax,, para cualquier ntmero real a.
O

(Final Junio 09/10) Ejercicio 3(c)

El conjunto de puntos que son solucién al sistema del apartado anterior es una recta en R3.

No es posible que el conjunto de soluciones sea un plano en ningin caso; para que fuera posible seria
necesario que la matriz de coeficientes del sistema fuera de rango 1. Pero en este caso el rango es 2 para
m = —1 o rango 3 cuando m # —1. En este tltimo caso (rango 3), el conjunto de soluciones es un punto
en R3.

O

(Final Junio 09/10) Ejercicio 3(d)
En este caso el sistema es

1 -1 21
0 -1 =31
0 0 214

Procediendo a la sustitucién hacia atras tenemos
r3=2;, = 220=-T7, = x1=1-T—-4=-10;

Por tanto la solucién en este caso es
-10
x=| —7
2
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O
(Final Junio 09/10) Conjunto de preguntas 1(a)
Es cierto; por una parte
AB=1 = B=A"
Y por otra
CA=1 = C=A"
Por tanto B y C son iguales.
O
(Final Junio 09/10) Conjunto de preguntas 1(b)
Es falso
(AB)* = (AB) (AB) = ABAB
que en general es distinto de
A’B” = AABB.
Ejemplo:
11 1 1 0 0 0 0
A_<O 1), B_<1 1). ABAB—(1 1), AABB-(O 0).
O
(Final Junio 09/10) Conjunto de preguntas 1(c)
Es cierto ya que
[AAT| = |A[|AT| = |A[|A] = |A[*.
O
(Final Junio 09/10) Conjunto de preguntas 2(a)
Si, puesto que sus autovalores no estan repetidos.
O
(Final Junio 09/10) Conjunto de preguntas 2(b)
No, v, es multiplo de v, por lo que es un autovector asociado a A;.
|
(Final Junio 09/10) Conjunto de preguntas 2(c)
1 1 -1
A(v, —vy)) =Av; —Avy = vy — v, =1(0] —2[1) =|-2
1 1 -1
O
(Final Junio 09/10) Conjunto de preguntas 3(a)
Busquemos el nimero de pivotes que aparecen tras la eliminacién
0 1 a1 1 a 00 1 a 0 0
A_ |l a 00 01a1[<72‘)r1+3]01a1_u
_001a[112]001a 0 0 1 a|l
2 2¢ 0 1| 7 |2 22 0 1 0 0 0 1
Esta matriz es de rango 4 sea cual sea el valor de a; por lo tanto es invertible.
|
(Final Junio 09/10) Conjunto de preguntas 3(b)
01 0 1411 0 0 O 10 0 00 1 0 O
1 0000100 01 0 11 0 0 0| w2its
00100010[1:2100100010
200 110 0 0 1| "~ {2 0 0 10 0 0 1
10 0 00 1 0 O 10 0 00 1 0 O
_)01011000 010 01 2 0 -1
00100010[(71‘)r4+2]00100010
00 0 110 -2 0 1 0 00 140 -2 0 1
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Asi pues,
0 1 0 O
a4 |12 0 -1
A= 0 0 1 0
0 -2 0 1

(Final Junio 09/10) Conjunto de preguntas 4(a)
La matriz asociada es

1 -2 0
-2 4 0
0 0 5

Desarrollando el determinante de (A — Al) por la dltima columna, e igualando a cero:

1-X =2 0
2 4-XA 0 |[=(1-NEA-NGE-A)—45-\) =0
0 0 5—A

Claramente una de las raices es A = 5; asi pues, dividiendo por (5 — A), la ecuacién caracteristica se reduce
a
0=(1-N4d—-X)—4=4-XA—4A+X2—4=)22-5\=0

Por tanto las otras dos raices son A=0y A = 5.
Dos autovalores positivos y uno nulo: matriz semi-definida positiva.

(Final Junio 09/10) Conjunto de preguntas 4(b)
La matriz asociada es

-1 1 —a
A=|1 4 0
—a 0 1
Basta con comprobar que los sucesivos subdetermiantes de (—A) son positivos (comprobar que (—A) es
definida positiva) |1} =1,y |} “il = —=5. Asi pues, la matriz (—A) no puede ser definida positiva, y por

tanto A no es definida negativa para ningun valor de a.
|
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