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1. Comentarios generales

El examen cubre las lecciones 1 a 10. Las cuestiones cubiertas por este examen (de manera muy
resumida):

1. Eliminacién y operaciones con matrices (eliminacion, pivotes, etcetera; distintos puntos de vista para
AB, para Az y A, e.g. como combinaciones lineales de las columnas, o de las filas, etc)..

2. Matrices elementales y matrices inversas (operaciones con las filas = multiplicar por la izquierda de
una matriz, operaciones con las columnas = multiplicar por la derecha de una matriz. Eliminacién,
eliminacién gaussiana, eliminacién Gauss-Jordan y qué pasa cuando se repiten los mismos pasos de
eliminacién sobre I).

3. Permutaciones, Productos escalares, and Traspuestas.

4. Espacios Vectoriales y Subespacios (por ejemplo, el espacio columna y el espacio nulo, qué es un
subespacio en general. Otros tipos de espacios y subespacios vectoriales distintos de R™ e.g. usando
matrices y funciones).

5. Resolucién de Ax = 0 (el espacio nulo), formas pre-escalonadas K (rango, columnas libres, columnas
pivote, soluciones especiales (las encontradas por eliminacién), etcetera).

6. Resolucién de Az = b (soluciones particulares, relaciones entre rango/espacio nulo/espacio columna
y la existencia y la unicidad de las soluciones). La interpretacién geométrica..

7. Independencia lineal [punto clave: las columnas de una matriz A son independientes si N (A) = {0}],
bases (un conjunto independiente de vectores que genera todo el espacio), y dimensién de subespacios
(el nimero de vectores en una base).

8. Los cuatro espacios fundamentales [Puntos clave: sus dimensiones para un rango r dado y una matriz
A de orden m X n, su relacién con las soluciones (si existen) de Az = b y cémo/por qué podemos
encontrar bases mediante el procedimiento de eliminacién gaussianal.

El método central en estos temas es la eliminacién. Usted debe conocer la eliminacién hacia delante y
hacia atras. Literalmente: se le pueden indicar los pasos finales y preguntarle cémo volver hacia atrés, o
preguntarle qué propiedades de A puede inferir a la luz de los resultados de la eliminaciéon. Debe conocer
la relacién entre eliminacién y los espacios nulos y los espacios columna: el espacio columna no cambia
con la elimnaciéon por columnas...asi que puede comprobar que b pertence al espacio columna de A por
eliminacién (si la elimnacién produce una tltima columna de ceros en la matriz ampliada [A| — b]). La
eliminaciéon por columnas tampoco cambia el espacio nulo por la izquierda, por lo que se puede resolver
A = 0 para obtener N/ (AT) .! Debe comprender porqué funciona el método de elimnacién, saber operar
no basta. Debe conocer como se relaciona la eliminaciéon con las matrices elementales..

Como de costumbre, las preguntas de examen pueden ser formuladas al revés, dando la vuelta ligera-
mente a los conceptos, e.g. mostrando el final y solicitando que se trabaje hacia atras, o preguntando sobre
el mismo concepto pero en un contexto ligeramente distinto. Quiero comprobar que usted ha asimilado
los conceptos, en lugar de limitarse a memorizar un algoritmo sin saber por qué ese método funciona y de
donde viene.

Resumen de cuestiones que debe saber y entender
= Un sistema es una lista ordenada de objetos.
= Un vector a de R™ es un sistema de n ndmeros reales: a = (ay,...,an,); ay, =@ =ak € R.
= (a+b)=a, +by (ab)lk = a(by,)-

= Una matriz A de R™*" es un sistema de n vectores de R™: A = [al; . ..an;]; Ap=a,eR™
(dichos vectores a,;, se denominan columnas de A).

- (A+B), =A,+B,; (aB), =a(B,); ,A= (il(All),...”(Aln),).

Ldebe tener en cuenta que si estudia la elimnacién por filas (como en cualquier libro de texto) vera que no cambia el espacio
nulo N (A)7 por lo que podemos resolver Rz = 0 para obtener A/ (A), mientras que este procedimiento si cambia el espacio
columna... pero podemos comprobar que b pertence al espacio columna de A por eliminacién por filas (si la elimnacién por
filas produce una fila de ceros en A, los mismos pasos deben producir una fila de ceros en b, si es que b pertence al espacio
columna).
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» Az =z (Ap) + -+, (A,) ERT = (Az) = (A) -z

( il
» A =a1(yA)+ -+ an(,A) ER" = (zA); =z (A).

- (AB), =A(B,) y ,(AB)=(,A)B.

il
j(AT)=Aj. Portanto z(AT)=Az y (AB)" = (BT)(AT).

= Las siguientes son transformaciones elementales solo si y :

Sik=j: (I - ) = Al +1; (nueva columna j-ésima)
i+l |

. (1 ) _
( [((itd] Ik Sik#j: (I - ) = I, (el resto no cambia)
(itdl/ |

M HAL = AR+ = A(lmﬁﬂ]) sik=j

(A L) = g USRI
(il | Ay =A(,) = A(I[WTH) sik#j (il |

|k

cuando k =1 : (I ) =al;; (nueva columna i-ésima)

(@’ |;

. (1 ) -
( ()] Ik cuando k #£ i : (I . ) = I, (el resto no cambia)
()27 |

(A ) _ oA, =A(al,) cuando k=i :A(I ) .
()] Ik A|k = A(I|k) para el resto de columnas ()] Ik

= Por tanto, sea 7 del tipo 7 o del tipo T tenemos que:

[(A)i+7] [(a)i]
A_ :A(I_,_) = (AB)T = AB(I_,_) = A(BT); es mas, A"'l“'Tk :A(I"'l“-"'k>'
= Por otra parte, | = (I_,_)T y A= (_,_I)A; por tanto también tenemos que:
A= (TI)A = T(AB) = (_,_I)AB = (TA)B; es mas, ‘r1“""kA = (Tl---TkI)A'
= Intercambio: T = T T T T . Permutacion: = = 7+ T -+ T .
[i=7] [(=D)3(=D)F+4][(1)e+5][(—1)F+4] [©] [i=jl[k=s] [m=h]

= Como ‘z +j ‘ y ‘ a#0 ‘; toda transformacién elemental T es invertible. Su inversa, 77!, es también

-1 -1
una transformacién elmental: ( T ) = T ( T ) = T .
(Wi+dl) (=i @i [(2)q

w Asf, (7 '7',€)_1 =7t 711! de manera que ATl__ATk‘TEI__ATfl = A; y también T}:l.__.’_l—lTIH_TkA =A.

» Si AB=BA =1 entonces Al =By B! =A.

= Las siguientes afirmaciones sobre A de orden n son equivalentes:

o Cualquiera de sus formas pre-escalonadas A_.. .. = K carece de columnas nulas.
1

TP
e A es invertible.
cA=1_ .
1 k
« (AB)'=B'A y (AHT = (AT)L
-1

COL ),y )T

=kl =] e e
» C(A)={beR™ |3z cR"; b=Azx}; CAT)={f eR™ |3z eR™; f =xA}.

s NA)={z eR"| Az =0} ; NAT) ={yeR™|zA=0}.

= Como (A"'l'“‘"k)u = A(I‘"f“"k)u donde (I"'l'“‘"k) es invertible:
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. C(A, .. )=C(A).
C(An) 0 = (1), N @)
. N(AT) =N <(AT1~~T,€)T>§ pues TA =0 <+ x(Arl~~~rk) ZO(I‘rl"'Tk) =0.

= Como z‘|("1"""kA) = i|("'1”'f’fl)A donde (7'1“"'1.') es invertible:

» C((.nyA)7) =C(AT).
. ,»|(Tr"*kA) —0 i|<T1"'T’€I) €N (AT).
. N(A) = (

= Pivote es el primer niimero no nulo de cada columna.

A); pues Az =0 <= A)cc:

Ty T (-rl---‘r,c

= Cuando, en la fila de cada pivote en K = A,,_lmfk, todas las entradas a la derecha del pivote son cero,
K es una forma preescalonada de A.

= 1g (A) es el ntimero de pivotes de cualquiera de las formas pre-escalonadas de A.

= Un espacio vectrial es un conjunto no vacio V juntoa dos operaciones: suma (+) y producto por
escalares (-), que satisfacen los siguientes axiomas: Para cada @, ¥y W en V,yay ben R
1. Z2+y=y+72
THT+2) =T+ +7
Existe un elemento 0 € V, llamado vector nulo, tal que @ + 0 = T, para todo T € V.

Ll o

Para cada 7 € V existe un vector, que denotamos con —, llamado vector opuesto de 7, tal
—
que 7+ (=7)=0.

o 3 O Ot
—
=)
=
8l
Il
=
—~
=
8}
~

= Un subconjunto W de un espacio vectorial V' es un subespacio vectorial si dicho conjunto W es
cerrado para las combinaciones lineales.

» SiV,... U, €V; L ([h;...Un;]) = Subespacio vectorial mas pequefio que contiene Uy, ... U,
— {Ta’ev | 3z € R™; 3=x15’1+~--+xn5’n}.

Por tanto, C (A) = £(A) y C (AT) = £(AT).
L ([V1;... Un;]) se llama subespacio vectorial espacio engendrado por [U1;. .. Un;].

- N([T)’l;...ﬁn;]) = {:c ER" | 21T+ + 2, Uy, = 6}

= El sistema de vectores [71;... ¥y;] es linealmente independiente <> N ([;... 7y;]) = {0}.
Por tanto, las columnas de A son linealmente independientes <= N (A) = {0}.

= Si ¥1,... ¥, €V son linealmente independientes, [¥y;. .. U,;| es una base de £ ([¥1;... Ty;]).

= El nimero de vectores de una base es la dimensién del espacio generado por la base.

» Para A :dimC (A) =dimC (AT) =rg(A); dimAN (AT) =m-1g(A) dimN (A)=n—1g(A).

asi [A"l""rk-‘ - (<A71“'T’C)|j\_
[Tem ], \(lﬁ_ﬂ)lj)

e A
= Eliminacién por columnas: I =

T T,

= Cuando la eliminacién es de izquierda a derecha, I _ es triangular superior: (I_r o )I =
1 k . k ]
jmn)| j

0.
Consecuentemente, si (ATl'”Tk) y = 0 entonces Alj el <A|(1:j71)) ; en tal caso el vector (ITl'"Tk) ’
se denomina solucién especial.

» La lista de soluciones especiales es una base de, N’ (A)
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Nota Un base y el espacio generado por ella son objetos distintos. Por ejemplo,| C (A) # una base de C (A)

Por tanto:
= No responda escribiendo una base si se le pide que exprese un subespacio.
= No responda expresando un subespacio si se le pide que escriba una base.
= Si se le piden ambas, indique correctamete qué es la base y qué es el subespacio.

Sobre la eliminacion por filas:

o AN = A

1

ren ] = ( Gron &) | ()

» Cuando la eliminacién es de arriba a abajo: _ . _ | es triangular inferior: (I - ) =0
roTk i\ T TR (i)

|} asi [ A
T T i LT Tk i

Consecuentemente, si i (Tl'”TkA> = 0 entonces ilA eL ((1:i—1)|A> ; en tal caso el Vectorj| <T1'“Tkl)

se denomina solucién especial del sistema xA = 0.



2. Examenes pasados

A continuacién puede encontrar los exdmenes intermedios que han sido puestos en el pasado. Hasta
el curso 12/13 el método explicado en clase fué la eliminacién gaussiana por filas (como en los libros de
texto). Por ello algunas preguntas de esos cursos estén pensadas asumiendo elimnacién por filas. Aqui he
modificado algunos ejercicios para ajustar los enunciados al método de eliminacién por columnas.

La cabecera que aparce a continuaciéon es como la que vera en sus exdmenes intermedios. Lea aten-
tamente las instrucciones del examen...le ayudara a no cometer errores que le perjudiquen.

Repaso primer examen intermedio Calificacion

1.-
NOMBRE: -

= Puede emplear papel adicional para realizar calculos o ensayar sus respuestas; pero... 3.-
= Ponga su nombre en todas las hojas que emplee.

( . . 4.-
= Para puntuar, muestre sus calculos y explique sus respuestas con claridad.

= Conteste exactamente lo que se le pregunta.
= Perdera puntos si afiade afirmaciones falsas a un argumento correcto.
= Prohibidos dispositivos electronicos, calculadoras, libros o notas de cualquier clase.
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2.1. Grupo C curso 24/25

EJERCICIO 1.
Suponga que, con operaciones elementales por columnas, reducimos A a su forma escalonada reducida

1 0
-1 0
T Ty, = R = 0 1

2 =2

8 1 -2 1
NE donde E=|0 1 -1 |=1I
0 0 -2 3

(a) (1P*) Escriba una base de C (A) y exprese C (A) usando dicha base.
(b) (1P*) Escriba una base de N/ (A) y exprese N (A) usando dicha base.
(c) (1P%*) (Si es posible) encuentre la solucién completa para el siguiente sistema:

Ax = suma de las columnas de A.

d) (1P'*) Escriba una base para N (AT)

(d) (1)

(e) (1P*) Encuentre la inversa de E.
(f) (1P*) Escriba A.

(g) (1P*) Escriba una base de C (AT).

Basado en MIT Course 18.06 Quiz 1. Spring, 2005

EJERCICIO 2.

(a) (0.5P*) Suponga que A y B tienen el mismo espacio columna. Escriba un ejemplo donde A y B tienen
diferente espacio nulo —o explique por qué es imposible.

(b) (0.5P*) De nuevo, suponga A y B con el mismo espacio columna. Escriba un ejemplo donde A y B
tienen distinto rango —o explique por qué es imposible.

MIT Course 18.06. Exam I. Professor Strang. March 2, 2015

EJERCICIO 3. Verdadero o falso (solo puntuan respuestas correctamente justificadas; una respuesta sin
explicacion tendrd una calificacion de cero puntos).

(a) (0.5P*) Si A = A, entonces A =06 A = I.
(b) (0.5P*) No existe una matriz de orden 3 x 3 cuyo espacio columna sea igual a su espacio nulo.
(¢) (0.5P*) Si A es simétrica, entonces A también lo es.

(a), (b): MIT Course 18.06 Quiz 1, October 3, 2007
EJercicio 4. (0.5P%) ;Cuantas soluciones (0, 1, 0o) tiene Az = b?

Por favor, conteste rellenando la siguiente tabla en esta hoja de enunciados.

N (A)={0} | N(A) # {0}
beC(A) |

b¢C(A) |

(0.5 puntos si las cuatro casillas estdn correctas, 0 puntos en caso contrario)
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2.2. Grupo E curso 24/25

1 2 2
EJjercicio 1. Considere A= | 4 5 2
7 8 2
(a) (1P*) Encuentre una combinacién lineal de las columnas de A que sea 0.
(b) (1P*) Explique por qué para cualquier matriz B de orden 3 x 3, el producto AB no tiene inversa.

MIT Course 18.06 FExam 1, Spring, 2021

EJERCICIO 2. (0.5P*) Escriba un ejemplo de matriz de orden 5 x 4 con rango 3.

1 1 1
EJERCICIO 3. Considere la matriz A= | 1 2 3
1 3 5

(a) (0.5P%) ;Cudl es el rango de A?
(b) (1P**) Encuentre una matriz B tal que el espacio columna C (A) sea igual al espacio nulo N (B).
(¢) (1P*) ;Cuédles de los siguientes vectores pertenecen al espacio columna C (A):

1
~1 7
1
-1

|
[\
o
00 N O

Basado en MIT Course 18.06 Quiz 1, March 5, 2007

EJERCICIO 4. Sea A tal que: A =1

T T
3x3 [(=2)1+3][(1)3+2][(—1)38]

(a) (1P*) Encuentre A™',
(b) (1P*) Encuentre A?

Basado en MIT Course 18.06 Quiz 1, March 10, 1995

EJERCICIO 5. Suponga que la matriz A es el siguiente producto de matrices:

NI

A=LU-= 01 1]; (asiqueA(U'l):L).
2 40 || 4,
1 -2 0

(a) (1P*) Obtenga una base del espacio fila de A y una base del espacio columna de A.
(b) (1P*) Describa explicitamente todas las soluciones del sistema Az = 0.
(¢) (1P*) Resuelva (si es posible, y dependiendo de c) el sistema Az = (1, 2, 6, «c,).

Basado en MIT Course 18.06 Quiz 1, March 10, 1995
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2.3. Grupo C curso 23/24

EJERCICIO 1. Verdadero o falso (solo puntuan respuestas correctamente justificadas; una respuesta sin
explicacion tendrd una calificacion de cero puntos).

(a) (0.5P%) Si A es de orden n X m con m # n, entonces (AT)T =A.

(b) (0.5P™) Si existe A™! entonces podemos encontrar la forma escalonada reducida de A por columnas sin
intercambiar columnas.

MIT Course 18.06 Ezxam 1, October 5, 2015

i L. . . . a—2b+ 6c=1
EJERCICIO 2. (1P*) Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones lineales:
—2a+3b—1lc= -3

MIT Course 18.06 FExam 1, Spring, 2021

EJERCICIO 3. (1P*) Dé una explicacién de por qué una matriz A de orden mayor a uno cuya primera y
ultima columnas estan formadas por unos no tiene inversa
Basado en MIT Course 18.06 Quiz 1 February 28, 2020

1
EJERCICIO 4. (3P%) Suponga que resolvemos el sistema Az = | 2
3
En cada uno de los apartados siguientes se propone un conjunto de soluciones completo. En cada
apartado diga “imposible” cuando no pueda ser un conjunto de soluciones completo para el sistema de
ecuaciones anterior (y expliquelo), o proporcione el orden m X n y el rango de la matriz A cuando el
conjunto de soluciones sea posible..

1 1 -16 1

i 2 4 2 12 -1 0

(a) 3 (b){veR* |IpeR? v= sl 5 o |P
4 4 0 1

(c) {v € R?

apeRl,v_<;)+[;]p}

HpeRl,v—<;>+[_ll]p} ((1){U6R2
0
1

1 1 1
2 2 . :
(e){'vER HpER,'u—<2>+[O ]p} (f){(2)}
MIT Course 18.06 FExam 1, Spring, 2022
1 1 0
EJERCICIO 5. (1P*) Considere los vectores w = [ —1|, v=[2],yw = [0].Sea A una matriz
1 1 1 33

tal que Au =0, Av =0, y Aw = w. ;Cudl es el rango de A?

1 3 2 1
EJERCICIO 6. (1P*) Encuentre un subconjunto T' de S = 20,121,012, 2 tal que T sea
1 1 1 -1

una base del subespacio E(S) generado por S.

EJERCICIO 7. Para cada conjunto a continuacién, decida si es o no es un subespacio vectorial. Explique
por qué si o por qué no..

0 0 --- 0
vp 0 - 0
(a) (0.5P%) Todas las matrices de orden (n+ 1) x n de la forma |0 v2 -+ 0
0 0 - wu,

(b) (0.5P%) Los vectores (x,v, z,) de R3 tales que 22 + y? + 22 < 1.
(¢) (0.5P%) Todas las matrices 2 x 3 cuyos 6 elementos suman 6.
(d) (0.5P*) Todas las matrices 3 x 3 de rango 1 junto a la matriz nula 3 x 3.

MIT Course 18.06 Quiz 1 March 1, 2019
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2.4. Grupo E curso 23/24

EJERCICIO 1. Verdadero o falso (solo puntuan respuestas correctamente justificadas; una respuesta sin
explicacion tendrd una calificacion de cero puntos).

(a) (0.5P%) Si existe A", entonces AT es invertible.
3

(b) (0.5P*) Az = [ 1| tiene infinitas soluciones si A es de orden 3 x 4 y ademas dim A (A) = 2.
4

MIT Course 18.06 FEzxzam 1, October 5, 2015

1 2
EJERCICIO 2. (1P*) Suppose A = | 2 4
1 2

(a) (1P*) Escriba el conjunto de soluciones

L

2
5
1

—~

la solucién completa no es una base) de Az = 0.
1

(b) (1P*) jPara qué valores de a (si es que hay) Az = | 2a | tiene alguna solucién x?

a

MIT Course 18.06 FExam 1, Spring, 2022

EJERCICIO 3. Escriba una base para el espacio nulo y también para el espacio columna de cada una
de las siguientes matrices:

1
(a) (1P*) La matriz columna A = ;
4
(b) (1P*) La matriz filaB =1 2 3 4 |
1 2 3 4
1 2 3 4
(c) (1P*) La matriz con 100 filasC = | . . . | enlacual cada filaes (1, 2, 3, 4,).
1 2 3 4
MIT Course 18.06 FExam 1, Spring, 2022
EJERCICIO 4. (2P%) Sea
1 2 4
01 3
A= 1 3 7
2 2 2

;Qué condicién (o condiciones) debe satisfacer un vector b € R* para pertenecer al espacio columna de
A? (Su respuesta deben ser una o més ecuaciones de la forma: ?b1+7bo+7b3+7by =7)

EJERCICIO 5. Para cada conjunto a continuacién, decida si es o no es un subespacio vectorial. Explique

por qué si o por qué no..

(a) (0.5P*) Las matrices 4 X 2 cuya seguna columna no es cero y es el doble de la primera.

(b) (0.5P%) Las funciones de dos variables f(x,y) de la forma f(z,y) = az? + bxy + ¢ tales que
£(7.03,2024) = 0.

(¢) (0.5P*) Todo R? excepto aquellos vectores a lo largo del eje z con 2 > 0. (Esto significa que (z,0,0,)
estd excluidpo si z > 0.)

(d) (0.5P*) Las matrices simétricas 5 x 5 A (es decir, A = AT).

MIT Course 18.06 Quiz 1 February 28, 2020
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2.5. Grupo B curso 22/23

EJERCICIO 1.

(a) (0.5P*) Encuentre la inversa de A = [ ; f ] por eliminacién Gauss-Jordan (verifique su respuesta).

1 2 0 0
(b) (0.5P*) Sin hacer de nuevo eliminacidn, escriba la inversa de B = (2) (1) (1) g
00 21

MIT Course 18.06 Exam 1, October 5, 2015

1

EJerciciO 2. Considere A = | 1
1

(a) (0.5P') Escriba una base de C (A).

(b) (0.5P') Describa N (A).

(¢) (1P*) Resuelva Az = (1, 2, 3,). (Sise fija en las columnas de A quizé no necesite mas célculos).

MIT Course 18.06 FEzxam 1, October 5, 2015

EJERCICIO 3.
Suponga que los vectores no nulos a, b, ¢ apuntan en diferentes direcciones en R? pero 3a + 2b + ¢ = 0;
vy que la matriz A tiene a dichos vectores a, b, ¢ como columnas.

(a) (1P*) Describa el espacio nulo de A.
(b) (1P*) ;Cudles son columnas pivote de A?
(c¢) (1P*) Demuestre que el conjunto de matrices A de orden 3 tales que 3A|1 + 2A|2 + A|3 =0, es decir

S={Aecr™ [3A, +2A,+A, =0},
es un subespacio del espacio vectorial R3*3 de matrices de orden 3.

EJERCICIO 4. A es de orden n y existe A™'.

(a) (0.5P%) ;Quienes son C (A) y N (A)? (no se le piden las definiciones de estos subespacios).
(b) (0.5P*) Escriba una base para C (A) y una base para N (A).

MIT Course 18.06 FEzxzam 1, October 5, 2015

EJERCICIO 5. (1P*) Si A% = 0, explique por qué A no es invertible. MIT Course 18.06 Ezam 1, March
1, 2000

EJERCICIO 6.

(a) (1P*) Suponga que A y B son matrices que conmutan (es decir, AB = BA). Si ademés son invertibles,
demuestre que A™ y B™! también conmutan.
(b) (1P*) Indique qué afirmaciones son verdaderas y cudles son falsas (justifique su respuesta).

Sea A de orden m por n. Entonces Ax = 0 siempre tiene una solucién distinta de cero si:
1. rg (A) <m.
2. rg (A) < n.
3.m=nyA?=0.
MIT Course 18.06 FEzxam 1, October 1, 2001
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2.6. Grupo E curso 22/23

1 1 T 2
EJERCICIO 1. (1P*) Resuelva | 2 2 1 yl =13

0 3 -1 z 4
MIT Course 18.06 FEzxam 1, October 5, 2015

2 20
2 5 3
1 0 2

(a) (0.5P*) Encuentre E tal que AE = K es preescalonada y donde E es triangular superior.
(b) (1P*) Factorice A como A = KU, donde K es preescalonada y U es triangular superior.
(¢) (0.5P*) Encuentre una base del espacio columna de A.

MIT Course 18.06 Exam 1, March 1, 2000

EJERCICIO 2. Sea A =

1 0 0 1 01 4 5
EJERcICIO 3. Considere A=EU=| -3 1 0 01 2 21
-3 1 1 00 0 11

(a) (1P*) ;Cudl es el rango de A?

(b) (1P*) Sin calcular A, encuentre una base de N (A).

(c¢) (1P*) Sin calcular A, resuelva el sistema de ecuaciones Az = (3, -8, —7,) usando otro sistema de
ecuaciones equivalente Uz = ¢ cuya matriz de coeficientes es U.

MIT Course 18.06 Ezxam 1, March 1, 2000

EJERCICIO 4.
Si A esde orden 5 x 6 y [A A] es la matriz (5 x 12) resultante de la concatenacién de A con A.
(a) (1P*) ;Qué relacién hay entre C ([A A]) y C (A)? (explique su respuesta).
(b) (1P*) ;Cuél es la dimensién de N ([A A]) (explique su respuesta).
MIT Course 18.06 FExam 1 review, Fall 2015

EJERCICIO 5. (1P') Suponga que A™ = 0. Demuestre que (I — A)_1 =1+A+A ... A"
MIT Course 18.06 FEzxam 1, October 1, 2001

EJERCICIO 6. (1P%) Verdadero o falso (solo puntuan respuestas correctamente justificadas; una respuesta
sin explicacion tendrd una calificacion de cero puntos).

Sean A y B cuadradas pero no simétricas. Si AB es simétrica, entonces AB = BTAT.
MIT Course 18.06 FExam 1, October 5, 2015
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2.7. Grupo D curso 21/22

1 00

0 1 0 1 1 7
EJERCICIO 1. Considere A= | 1 2 0 01 -1

4 2 1 00 2

5 1 1

(a) (1P*) ;Cudl es el rango de A?

(b) (1P*) Escriba una base (o un sistema generador) de A (A) (indique si su respuesta es una base o si
es un sistema generador).

(c) (1P*) Escriba una base de N (AT).

(d) (1P*) Resuelva este “inusual” sistema de ecuaciones: zA = (1, 1, 7,).

Basado en MIT Course 18.06 Exam 1, March 1, 2000
EJERCICIO 2.

(a) (1P*) Encuentre el nimero ¢ que hace que la matriz A = sea singular.

RO —
o Ol
=

(b) (1P*) Si ¢ = 20 jqué son C (A) yN (A)? Describa los subespacios para este caso especifico (no quiero
la definicién). Describa también C (A'l) and N (A'l) (jpara la inversal)

(¢) (0.5P*) Encuentre una matriz triangular superior B tal que AB = L, donde L es escalonada.

(d) (0.5P*) Factorice A en A = LU (donde L es triangular inferior y U es triangular superior).

Basado en MIT Course 18.06 Quiz 1, October 2, 2000

EJercicio 3. Considere A de orden m por n y rango 7.

(a) (0.5P**) Si Az = b tiene solucién para todo vector del lado derecho b jqué es C (A)? Describalo para
este caso concreto (no se limite a repetir la definicién).

(b) (0.5P*) En la parte (a) jcuéles son todas las igualdades o desigualdades que deben cumplirse entre los
nimeros m, ny r.

(c) (1P*) Escriba un ejemplo concreto de matriz A de rango 1 cuya primera fila es (2,5, ). Describa C (A)
y N (A) completamente (es decir, escriba una ecuacién paramétrica en cada caso).

(d) (1P*) En su ejemplo (parte c¢); encuentre la solucién completa de Az = b, donde b = A

MIT Course 18.06 Quiz 1, October 2, 2000
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2.8. Grupo E curso 21/22
EJercicio 1. Considere una matriz A de orden 3 x 3 tal que: 1|A + 2|A = 3|A.

(a) (1P*) Explique por qué Az = (1, 0, 0,) no tiene solucién.

(b) (0.5P%*) ;Qué vector del lado derecho b = (b1, bs, bs,) permite que el sistema sea resoluble Az = b?
(Responda de la mejor manera posible, basdandose en la informacién proporcionada).

(¢) (0.5P*) ;Por qué A no es invertible?

MIT Course 18.06 Exam 1, March 1, 2000

EJERCICIO 2. Sea R?*2 el subespacio de matrices 2 x 2 y sean A = [ é 8 } y B= { 8 _01 ] .

(a) (0.5P%) Escriba una base para R?*2.
(b) (1P*) Describa un subespacio de R?*? que contenga A pero no contenga B.
(¢) (1P') Describa un subespacio de R?*? que no contenga matrices diagonales excepto la matriz cero.
(d) (1P*) Verdadero o falso (solo puntuan respuestas correctamente justificadas; una respuesta sin expli-
cacién tendrd una calificacidn de cero puntos).

Si un subespacio de R?*? contiene A y B, debe contener la matriz identidad.

MIT Course 18.06 Exam 1, March 1, 2000

N

2
EJERrcicIiO 3. Considere A = Cll

S
N N D D
w
I
—
|
—_
)
oS
>
w
I
W o N =
N = OO
cooo

8

a) (0.5P*) ; Qué puede decir inmediatamente sobre A?

) (0.5P*) ;Cudl es el valor de a y b?

) (1P*) Describa el conjunto de soluciones de Az = 0.

) (1P*) Describa el conjunto de soluciones de A = 0.

e) (0.5P*) ;Cudles de los cuatro espacios fundamentales son iguales para A y R?

MIT Course 18.06 Quiz 1, October 2, 2000

C

2 20
2 5 3
1 0 2

(a) (0.5P'*) Encuentre una base de C (A).
(b) (0.57%) ;Cuél es la dimensién de N (A)?

Basado en MIT Course 18.06 FEzxam 1, March 1, 2000

EJERCICIO 4. Sea A =
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2.9. Grupo D curso 20/21

EJERCICIO 1. A es de orden m por n. Suponga que Az = b tiene al menos una solucién para cada b € R™.

(a) (0.5P*) El rango de A es .

(b) (0.5P*) Describa el conjunto de vectores que pertencen al espacio nulo de AT.

(¢) (1P*) La ecuacién ATz = ¢ tiene (0 6 1) (1 6 00) (0 6 00) (1) solucién(es) para cada ¢ € R™.
Elija una de las cuatro opciones y justifique su respuesta.

MIT Course 18.06 Quiz 1, March 10, 1999

EJERCICIO 2. Encuentre una forma escalonada reducida de las siguientes matrices:
(a) (0.5°*) La matriz B de orden 4 x 3 con ;B; =i —j + 1.

00 2
(b) (057)C=|0 0 4
03 6

MIT Course 18.06 Quiz 1, October 1, 1998

EJERCICIO 3. Suponga que [u; v; 'w;} es una base de un subespacio de R*; y que A = [u v w].
(a) (1P*) jPor qué sabe que ATy = 0 tiene una solucién y # 07?
MIT Course 18.06 Quiz 1, March 10, 1999

EJERCICIO 4. Por favor, explique breve pero claramente sus respuestas.

(a) (1P*) ;Es el conjunto de matrices invertibles 2 x 2 un subespacio?
(b) (1P*) Considere el conjunto de matrices de R™*? (dado m > 2) cuyo espacio nulo contiene x, = (1, 1,).
. Es este conjunto un subespacio?

Basado en MIT Course 18.06 Quiz 1, October 1, 1998

c c 1
EJERCICIO 5. Sea A= | ¢ ¢ 2 |.;Qué valores de ¢ arrojan cada uno de los siguientes resultados?
3 6 9

(a) (1P*™) A es singular (menos de tres pivotes).

(b) (1P*) ;Cuél es el rango de A para los distintos valores de ¢?
(¢) (1P') Describa N (A) para los distintos valores de c.

(

d) (1P%) Para cada c, escriba una base del espacio columna de A.
MIT Course 18.06 Quiz 1, March 10, 1999
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2.10. Grupo E curso 20/21

EJERCICIO 1.

(a) (0.5P*) Encuentre una forma escalonada reducida R de A =

W w o
SO N
W W~ =

(b) (1P**) Encuentre la matriz E™* tal que A = RE™".
(¢) (0.5P') Verifique que

A= [Ry ][ ED] + [Rp] [ ED]T+ [Ry] [ (B

. Qué rangos tienen las tres matrices, [le] [kl(E_l)]T, que aparecen en la suma?

Basado en MIT Course 18.06 Quiz 1, March 6, 1998

EJERCICIO 2. Suponga que u; v; w forman una base de un subespacio de R*; y que A = [u v w].
(a) (1P*) ;Por qué sabe que Az = 0 tiene solucién tnica = 07
MIT Course 18.06 Quiz 1, March 10, 1999

EJERCICIO 3. Por favor, explique breve pero claramente sus respuestas.

(a) (1P*) ;Es el conjunto de matrices singulares 2 x 2 un subespacio?

(b) (1P*) Considere V = {A € R**? | cuyas componentes de la diagonal suman cero} . ;Es V un subespa-
cio?

Basado en MIT Course 18.06 Quiz 1, October 1, 1998

EJERCICIO 4.

(a) (0.5P*) Para encontrar la tercera columna de A™" (3 por 3), ;{Qué sistema de ecuaciones Az = b
necesita resolver?
0 3 2
(b) (0.5P*) Para A= | 0 b 2 |, encuentre la tercera columna de A™' (si es que existe).
2 a 1
(c) (1P*) Para cada a y b, encuentre el rango de A y diga el motivo.

(d) (1P*) Para cada a y b, encuentre una base para el espacio columna de A.
MIT Course 18.06 Quiz 1, March 10, 1999

EJErcicio 5. (2P*) Considere M = . Encuentre bases para sus cuatro espacios fundamen-

O N = O
= O OO
o O o oo

W

tales. MIT Course 18.06 Quiz 2, October 23, 1998
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2.11. Grupo B curso 19/20

1 2 3
2 4 7
EJERCICIO 1. Sea A = 36 10
3 6 10

(a) (0.5P*) Escriba una base para el espacio columna de A.
(b) (0.5P*) Escriba una base para el espacio nulo de A.

(¢) (1P*) Escriba el conjunto de soluciones del sistema Az =

=1 W

MIT Course 18.06 Quiz 1, Fall 1997

EJERCICIO 2. (1P*) ;Se puede encontrar una matriz A para la cual el sistema [ (1, 2, 1,); | es una
base de C (A), y [ (1, 1, 1,) ; } es una base de N/ (A)? Si la respuesta es “si”, escriba un ejemplo. Si
la respuesta es “no”, explique por qué una matriz asi no puede existir.

MIT Course 18.06 Hour exam I, Fall 1996

EJERCICIO 3. Suponga que el conjunto de soluciones a

Ax =

N DN
O~ =

2
es SveER? |IpeR: v=|0] +
0

(a) (1P*) ;Cudl es la dimension del espacio fila de A?

(b) (1P%) ;Quién es la matriz A?

(¢) (1P*) Describa el conjunto de vectores b para los cuales Az = b tiene solucién (no se limite a decir
que b debe pertenecer a C (A))

MIT Course 18.06 Quiz 1, Spring 1998

EJERCICIO 4. Suponga que A es de orden 3 x 3; y que obtenemos otra matriz B del mismo orden me-
diante operaciones sobre sus filas o sobre sus columnas (segin el caso). En cada apartado debe expresar
la trasformacién como un producto de matrices, y debe indicar expresamente:

1. Si B =AM o si B = MA y escribir explicitamente la matriz M.

. . . . . ., . . -1
2. Indique si M es invertible o no (si la operacién es reversible). No es necesario que calcule M™", pero
justifique su respuesta.

(a) (1P*) Intercambiar las dos primeras filas de A.

(b) (1P*) Mantener la primera fila, pero sumar a la tercera fila la segunda y después sustituir la segunda
fila por la suma de la primera y la tercera filas.

(c¢) (1P*) Restar la primera columna a la segunda y a la tercera.

MIT 18.06 - Quiz 1, Fall 2017

4 3 3
EJERCICIO 5. (1P*) Sabiendo que: A |—1 —1 —1| =1, encuentre la inversa de AT.
3x3 _3 O 1
MIT Course 18.06 Hour exam I, Fall 1996
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2.12. Grupo E curso 19/20

1 3 2 -1 1
EJERCICIO 1. Sea A= |2 7 4 2| yb=1]2
39 6 7 13

(a) (1P*) Resuelva Az = b. Si existe solucién, describa el conjunto de soluciones geometricamente. Es
este conjunto de soluciones un subespacio? (Explique).

(b) (1P*) Si las incognitas son & = (x,y,z,w), la solucién que usted ha obtenido estd expresada jen
términos de qué variable? (;qué variable es “libre” en su solucién?). Escriba el conjunto de soluciones
en términos de una variable “libre” diferente.

(¢) (0.5P*) Es el sistema Az = ¢ resoluble para cualquier ¢ € R3? (explique). Cambie el “7” en A, por
un nimero “a” diferente de manera que obtenga una matriz M cuyo espacio columna es mas pequeno.
El nuevo ntimero a es .

(d) (0.5P*) Escriba un nuevo vector del lado derecho ¢ para el que el sistema Mz = ¢ tiene solucién y un
vector del lado derecho d para el que Mx = d NO tiene solucién.

Basado en MIT Course 18.06 Quiz 1, Spring 1997

1 2 3
EJERCICIO 2. (1P*) Sabiendo que [2 5 6| A = 1|, encuentre A™".
1 0 8

MIT Course 18.06 Quiz 1, Fall 1997

EJERCICIO 3.

(a) (1P*) Escriba (si ello es posible) un ejemplo de matriz, tal que [(1, 2,1, ),] es una base de su espacio
columna, y [(0, 3,2,—1, ),] es una base de su espacio fila. Si no es posible explique el motivo.

0 1 1
(b) (1P*) ;Son los vectores | 1], 1| y | 3] una base del espacio vectorial R3?
1 1 2

MIT Course 18.06 Quiz 1, Fall 1997

EJERCICIO 4. Suponga que A es el producto:

2 0 0|2 2 4 4
A=BC=|3 4 0/]|0 0 0 O
2 0 1|12 2 6 6

Sin calcular A.

(a) (1P*) Encuentre una base del espacio fila de A.

(b) (1P*) Encuentre una base del espacio columna de A.

(c¢) (1P*) Encuentre una base del espacio de todas las soluciones de Az = 0.

(d) (1P*) La dimensién de los tres subespacios anteriores serfa diferente si se modifica adecuadamente una
de las componentes de B. Escriba la nueva matriz B.

MIT Course 18.06 Quiz 1, Spring 1998
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2.13. Grupo B curso 18/19
EJERCICIO 1.

1 3 1 by
A=|3 8 2 y b=|b
5 12 2 bs

(a) (1P*) Mediante la eliminacién Gaussiana determine qué condicién deben cumplir las componentes de
b para que dicho vector pertenezca al espacio columna de A.

(b) (0.5P%) ;Cuél es el rango de A?

(¢) (1P*) Encuentre un vector no nulo en el espacio nulo por la izquierda de A.

Basado en MIT Course 18.06 Quiz 1, Problem 1. March 2, 2018

1
EJERCICIO 2. (1P*) Sea A una matriz 3 por 3 tal que el sistema de ecuaciones Az = | 0 tiene
-1
1 3
a v= 2] ya w= |1]| como soluciones. Encuentre otra soluciéon a este sistema. Justifique su
3 4
respuesta.
11 0 1
. ts . . 01 0 -1 -1
EJERCICIO 3. (1P*) Considere la matriz A = 001 ol° Calcule A™".
0 00 -2
1
EJERCICIO 4. (1P*) Escriba una matriz A cuyo espacio nulo esté generado por el vector 2
-1

Basado en MIT Course 18.06 FExam 1, Problem 4. Fall 2018

EJERCICIO 5. El sistema Az = b (con A de orden m por n) tiene una sola solucién especial: @« =

QL OO

(a) (0.5P*) Describa todas las posibilidades para el nimero de columnas de A.
(b) (0.5P*) Describa todas las posibilidades para el rango de A.
(¢) (0.5P*) Describa todas las posibilidades para el nimero de filas de A.

Justifique brevemente sus respuestas.

EJERCICIO 6. Verdadero o falso (solo puntuan respuestas correctamente justificadas; una respuesta sin
explicacion tendrd una calificacion de cero puntos).

El conjunto V es un subespacio vectorial

1
(a) (0.5P*) V = < todas las soluciones z de Az = | 2 , donde A es 3 x 6.
3
(b) (0.5P%) VY = { todas las matrices X de orden 6 x 2 tales que AX= 0 ,, donde A es3 X 6.
3x2

(¢) (0.5Pt) VY = { Todas las matrices singulares A de orden 3 x 3 } .
Basado en MIT Course 18.06 FExam 1, Problem 4. Fall 2018

EJERCICIO 7.
(a) (0.5P%) Sean A y B dos matrices cualesquiera con el mismo ntimero de filas. ;Qué puede usted decir
explique el motivo) acerca de la comparacion entre
Yy expig p
rango de A y rango de la matriz por bloques [A | B].

(b) (0.5P%) Suponga que en particular B = AZ. En este caso, jcambiaria su respuesta? Explique su
razonamiento.

(¢) (0.5P*) Sea A una matriz m por n de rango r; y considere ademés la matriz por bloques [A|A].
;Cuadles son las dimensiones de los conjuntos de soluciones de los sistemas

Az =0 y [A|Alz =0 7
MIT Course 18.06 Final, Fall 2006
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2.14. Grupo E curso 18/19

EJERCICIO 1. A es de orden 5 por 3. Uno de sus amigos de Harvard realiza las siguientes operaciones sobre
las columnas de A para obtener una forma escalonada reducida R algo rara, pues en lugar de obtener la

habitual forma R = LL] , ha obtenido [T] En particular, sus operaciones por columnas le han dado la

matriz:
2 4 6
3 5 7
A— |1 0 O
01 0
0 0 1

(a) (1P*) Encuentre una base para N (AT).
(b) (1P*) Escriba una matriz M de manera que si multiplicamos A por M (jquiza por la izquierda o
quizé por la derecha?) entonces las mismas operaciones por columnas usadas por nuestro amigo de

Harvard nos dardn la matriz escalonada reducida en la forma habitual (con las filas pivote por encima
de las filas libres):

quizda AM R
o quizda MA

W oo~
UL O = O
OOk OO

Basado en MIT Course 18.06 FExam 1, Problem 2. Fall 2018

EJjErcicio 2. Considere las siguientes matrices 5 por 5
1 a b ¢ d 1

E, = 1 i By = 1 ;i y E=E;-E,.
1 1 =
1 1

No necesita realizar muchos célculos si tiene en cuenta que E; es el producto de varias matrices elementales
una sucesién de transformaciones elementales sobre ).

a) (1P*) Resuelva (Ey)z = (1, 1, 1, 1, 1,).

(
(
(b) (0.5P%) Resuelva (E])z = (1, 1, 1, 1, 1,).
(¢) (0.5P*) Calcule E.

(d) (1P*) Calcule E™". Compruebe su respuesta.

(

e) (1P*) Calcule (E;)'° =E,-E,-E,-E,-E,-E,-E,-E, -E, -E,.
Basado en MIT Course 18.06 Quiz 1, Problem 2. March 2, 2018
EJERCICIO 3. (1P*) Escriba una matriz A no nula cuyo espacio columna este en R? pero no contenga al
1

vector 2 | . Basado en MIT Course 18.06 FExzam 1, Problem 4. Fall 2018
-1

EJERCICIO 4. (1P%) Encuentre la solucién completa (o solucién general) a

1 3 1 2 1
2 6 4 8 =13
0 0 2 4 1

SRS IS ]

(Strang, 2003, ejercicio 4 del conjunto de problemas 3.4.)

EJERCICIO 5. Para A de orden 5 por 4 y con sus columnas linealmente independientes, encuentre expli-
citamente lo siguente:

(a) (0.5P*) El espacio nulo de A.
(b) (0.5P*) La dimensién del espacio nulo por la izquierda N (AT).
(c)

(d)

(0.5P")
(0.5P**) Una solucién particular, ,, para Az = 2A,.
d) (0.5P*) La solucién general (completa) para Az = 2A,.



Seccién 2: Exdmenes pasados 22
2.15. Grupo E curso 17/18

EJERCICIO 1. Sea A la siguiente matriz de orden 4

(a) (0.5P%) ;Cual es su rango? (Pista: reducir por eliminacién gaussiana es una buena forma. Vera que se
repite cierta pauta)

(b) (0.5P%) Escriba una base para N (A).

(c) (1P*) jPara qué vectores b € R el sistema Az = b tiene solucién? Responda con una ecuacién en
términos de los componentes by, ... by.

EJercicio 2. jCudles de los siguientes conjuntos son sub-espacios vectoriales? Para aquellos casos que no
lo son, muestre un ejemplo que viole alguna de las propiedades de los subespacios.

(a) (0.5P*)Dada A de orden 3 x 5 con rango completo por filas, el conjunto de soluciones del sistema

1
Ax = |1
1

(b) (0.5P%*) El conjunto de todos los vectores x tales que x [y] =0y=x [z] = 0 para los vectores particu-

lares z e y.
1
(¢) (0.5P*) Todas las matrices de orden 3 X 5 cuyo espacio columna contiene al vector | 2
3
1
(d) (0.5P*) Todas las matrices de orden 5 x 3 con [ 2| en su espacio nulo.
3

MIT Course 18.06 Quiz 1, Spring, 2009

EJERCICIO 3. Suponga que mediante transformaciones de las filas de A obtiene una nueva matriz B:

2 3 0 2 3 0
A=14 1 -1 =10 =5 -1| =B.
6 10 3 0 1 3

Por ejemplo, restando dos veces la primera fila de A a la segunda fila de A para obtener la segunda fila
de B.

(a) (0.5P%) Escriba B como un producto de la matriz A por alguna otra matriz.

(b) (1P*) ;Cudles de los espacios C (AT) vy N (AT) son iguales a los espacios C (BT) yN (BT)? (sies
que algunos de ellos son iguales). No necesita realizar ningin célculo. jNo se le pide que calcule
explicitamente qué vectores hay en cada uno de ellos!

EJERCICIO 4. Considere una matriz A de orden 5 por 4 tal que, tras multiplicar por E, hemos logrado
escalonar (AE = L). La forma escalonada que se obtiene sélo tiene una columna de ceros, en concreto la
dltima.

a b33 1 -2 1 -1
123 3 0 1 o 1
A=|c d 4 5|; E= ,  AE=L.
00 1 0
111 2 0 o0 o0 1
130 4

Fijese en la estructura de E para decidir si hubo intercambio de columnas en el proceso de eliminacion
gaussiana AE, y conteste lo que se le pide.

Si tiene que emplear algunas de las filas o columnas de A con letras, traslade dichos vectores a sus
expresiones como si las letras fueran nimeros conocidos. No se le pide que deduzca los valores a, b, ¢ y d).

iNota!: En algunas preguntas se le pide que escriba una base y en otras que describa un espacio
vectorial. No es lo mismo una cosa que la otra. Si expresa una base en lugar del espacio, o viceversa, se
considerard que la pregunta estd mal contestada.
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(a) (0.5P%) ;Puede encontrar una base del espacio columna de A? En caso afirmativo escriba una base
para C (A)

(b) (0.5P%) ;Puede encontrar una base del espacio fila de A? En caso afirmativo escriba una base pa-
ra C (AT). En caso contrario indique qué informacién adicional sobre L seria suficiente para poder
contestar.

(¢) (0.5P*) ;Puede encontrar una base del espacio nulo de A? En caso afirmativo describa el espacio
N (A) indicando exlicitamente qué vectores pertenecen a A (A)

(d) (0.5P*) ; Puede encontrar una base del espacio nulo por la izquierda de A? En caso afirmativo describa
el espacio N (AT) indicando exlicitamente qué vectores pertenecen a A (AT).

EJercicio 5. La matriz A de orden 3 por 3 se reduce a | con las siguientes operaciones elementales:
1. Restar columna 1 de la columna 2
2. Sumar 2 X (columna 1) a la columna 3
3. Restar 2 x (columna 3) de la columna 2
4. Sumar columna 2 a la columna 1.
(a) (1P**) ;Quién es A™'?
(b) (1P*) ;Quién es A7
Basado en MIT Course 18.06 Quiz 1, March 10, 1995

EJERCICIO 6. (0.5P*) Si A es5x3, Bes4x5, y C(A)=N (B), entonces qué es BA?



Seccién 2: Exdmenes pasados 24

2.16. Grupo F curso 17/18

EJERCICIO 1.

(a) (1P*) Las transformaciones elementales de las columnas reducen la matriz A a su forma

Ty T
[(a)1+2] " [(b)2+8]
2 20

escalonada L (triangular inferior). Encuentre la matriz E tal que AE =L cuando A es |1 4 9
1 3 9

(b) (1P*) Encuentre una matriz U tal que A = LU.
Basado en MIT Course 18.06 Quiz 1, October 13, 1993

EJeERCICIO 2. Considere una matriz A de orden 5 por 4 para la que, tras aplicar la eliminacién gaussiana
por columnas, hemos encontrado la siguiente forma escalonada reducida:

1 0 0 0
0 1 00
R=(0 0 1 0
-1 -2 3 0
-4 5 6 0

iNota!: En algunas preguntas se le pide que escriba una base y en otras que describa un espacio
vectorial. No es lo mismo una cosa que la otra. Si expresa una base en lugar del espacio, o viceversa, se
considerard que la pregunta estd mél contestada.

(a) (0.5P%) ;Puede encontrar una base del espacio columna de A? En caso afirmativo escriba una base
para C (A)

(b) (0.5P*) ;Puede encontrar una base del espacio fila de A? En caso afirmativo escriba una base para
¢ (AT).

(¢) (0.5P*) ;Puede encontrar una base del espacio nulo de A? En caso afirmativo describa el espacio
N (A) indicando exlicitamente qué vectores pertenecen a A (A)

(d) (0.5P*) ; Puede encontrar una base del espacio nulo por la izquierda de A? En caso afirmativo describa
el espacio N (AT) indicando exlicitamente qué vectores pertenecen a A (AT).

(e) (0.5P%*) Diga si puede conocer quien es A. En caso afirmativo escriba la matrix A.

EJjErcicio 3. jCuales de las siguientes afirmaciones son posibles? Escriba un ejemplo para aquellos casos
que sean posibles. Si es imposible, indique el motivo.

(a) (0.5P%) La matriz de coeficientes A es 5 X 3 y Az = b tiene solucién tnica.

(b) (0.5P%*) La matriz de coeficientes A es 3 x 5 y Az = b tiene solucién tnica.

(¢) (0.5P*) Az = b no es resoluble para ningin b (i.e., no es posible encontrar un b que haga el sistema
resoluble).

(d) (0.5P*) Az = b no tiene solucién para ningtin b # 0.

1 1 0

EJjErcicio 4. Considere los vectores v; = | =2 |, vo = [ 0], v3 = |2 | . El objetivo es encontrar una
3 5 4

combinacion lineal de esos tres vectores que sea igual al vector b = (2, -2, 12,) .

(a) (0.5P*) Escriba el problema en forma matricial.

(b) (1P*) Encuentre la combinacién lineal indicada (i.e., resuelva el sistema).

(¢) (0.5P*) Cambie un nimero en v, para obtener un sistema sin solucién para la mayoria de vectores b,
pero escriba un nuevo vector b’ para el que el sistema si tenga solucién. Este nuevo vector b’ pertenece
al espacio de la matriz .
(Hay muchas posibles respuestas correctas para los nuevos vectores v’5 y b’.)

MIT 18.06 - Quiz 1, Fall 2017

EJERCICIO 5. Suponga una matriz A de orden n X n e invertible y con factorizacién A = LU. Ahora
suponga que queremos resolver
{A B

0 A}‘”:b

donde B es de orden n x n, y donde 0 es una matriz nula de orden n x n.
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a) (1P%) Suponga que partimos el vector de incognitas en dos bloques & = Y) donde Y y z son vectores
z

. o b
con n componentes cada uno. De manera similar dividimos el vector del lado derecho: b = (bl) en
2

dos subvectores b; y by de n componentes cada uno. Es decir

{’3 ’Iﬂ z=>b es el sistema {’8 Eﬂ <‘Z> = (Z;) .

Escriba la solucién y y 2z en términos de by, by, Ay B (o de las inversas de dichas matrices).
(b) (0.5P*) Escriba las soluciones y y z en terminos de L, U, B, b; y b, (o de las inversas de esas matrices).
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2.17. Grupo B curso 16/17

EJERCICIO 1.

(a) (1P* sélo si las cuatro respuestas son correctas) Complete estas frases apropiadamente para el caso de

una matriz A .
3x3

= Si el espacio columna es un plano, el espacio nulo es

= Si el espacio columna es una recta, el espacio nulo es

= Si el espacio columna es todo R3, el espacio nulo es

= Si el espacio columna es el vector cero, el espacio nulo es

(b) (1P**) Encuentre una matriz A de orden 7 x 7 cuyo espacio columna sea igual a su espacio nulo, o
explique brevemente por qué no es posible. (Pista: la parte (a) puede darle alguna idea.)

MIT Course 18.06 Quiz 1, October 4, 2013

EJERCICIO 2. Suponga que, para una matriz A de orden 3 por 3, aplicamos la siguente secuencia de

transformaciones elementales sobre sus columnas: T T y T .
(=3)1+2] [(=3)1+3] = [(—3)2+3]

(a) (1P*) ;Con qué matriz A hemos empezado, si tras dichas transformaciones llegamos a
1 00
L=1|1 2 0|7
1 1 ¢

(b) (1P*) Encuentre la factorizacion LU de A.

(¢) (1P*) En el caso de que g = 0, las tres columnas de A deben ser dependientes. Encuentre el espacio
nulo (un espacio vectorial) de A.

(d) (0.5P*) En el caso de que g # 0, jqué es el espacio columna de L? jQué es el espacio columna de la
matriz original A? ;Cémo lo sabe?

basado en MIT Course 18.06 Quiz 1, March 4, 2013

EJERCICIO 3. Considere la matriz

(a) (1P*) Encuentre la solucién completa del sistema Az = 0.
2
(b) (1P*) Encuentre la solucién completa a la ecuacién Az = | 1
-1
(c) (1P*) Encuentre todos los vectores b tales que la equacién Az = b es resoluble.
(d) (0.5P**) Encuentre una matriz B tal que A" (A) =C (B).
(e) (1P*) Encuentre bases para los cuatro espacios fundamentales de la matriz A.

MIT Course 18.06 Quiz 1, October 5, 2009
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2.18. Grupo E curso 16/17

EJERCICIO 1.

(a) (1P*) Mediante eliminacién encuentre el rango y una base del espacio columna de A:
1 2 1 4
A=13 6 3 9
2 4 2 9

(b) (1P*) Encuentre las soluciones especiales del sistema Az = 0 y describa el conjunto de todas las

soluciones de dicho sistema.
3

(c) (1P*%) ;Para qué ntmero bz el sistema b = | 9 | tiene solucién? Escriba la solucién completa x,
bs
(la solucién general) empleando dicho valor bs.

MIT Course 18.06 Quiz 1, Spring 2011

EJERCICIO 2. jCuales de los siguientes conjuntos son subespacios? Explique por qué.

1
(a) (0.5P*) Todos los vectores & en R3 tales que = | 2 | = 0.
3
(b) (0.5P*) Todos los vectores (z,y,) en R? tales que 2% — y? = 0.
(¢) (0.5P%) Todos los vectores (z,y,) en R? tales que 22 — 3% = 2.
(d) (0.5P*) Todos los vectores & en R? que pertenecen simultdneamente al espacio columna y al espacio

1 -2 1
nulo de la matriz |1 -2 1
1 -2 1
(¢) (0.5P%) Todos los vectores & en R? que pertenecen al espacio columna O al espacio nulo de la matriz
1 -2 1
1 -2 1
1 -2 1

MIT Course 18.06 Quiz 1, October 5, 2009

EJercicio 3. Considere la matriz A =

W DN =
—
w = O

(a) (1P**) Encuentre la factorizacién A = LU.
(b) (1P**) Encuentre la inversa de A.

1 10
(¢) (0.5P%) Para qué valores de ¢ la matriz [2 1 1| es invertible?
3 1 ¢

basado en MIT Course 18.06 Quiz 1, October 5, 2009

EJERCICIO 4.
Sea A una matriz m por n. Sea B una matriz n por m matrix. Suponga que AB = | es la matriz

mXxXm

identidad m por m.

(a) (1P*) Denotemos por r = rg (A) al rango de la matriz A. Elija una de las respuestas y asegurese de
justificarla.

a)r>m

b) r<m

c)r=m

d)r>m
(b) (1P*) jEs m < n o es n < m? Por qué.
MIT Course 18.06 Quiz 1, October 5, 2009
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2.19. Grupo E curso 15/16

EJERCICIO 1. (2P') Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones
1+ o +a4=7
T, 4+ To + 23+ 24 = 10

€1 +x34+x4=9

EJERCICIO 2. (1P%) ;Es linealmente dependiente el siguiente conjunto de vectores de R*?
(Como siempre, muestre sus cdlculos y explique su respuesta).

1 -1 3
[u; v; w;| donde w = § , v = _22 ,w = é
-1 4 2

EJERCICIO 3. Los apartados (a), (b) y (c) de este ejercicio se refieren a la matriz A y la siguiente eliminacién
Gaussiana por columnas

[ 1 2 -3 1 -3] [ 1 0 0 0 0]
2 4 1 -3 5 2 0 -5 0 0
1 2 2 1 12 1 0 0 25 0
A -3 -6 -2 -1 =20 -3 0 2 -4 0 L
H =t 0 0 o0 of>n]1T =2 -1 8 —20= H
0 1 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 5 —15
0 0 0 1 0 0 0 1 7 —10
0 0 0 o0 1] 0o 0 0o o0 5
(no es necesario que verifique esto)
(a) (0.5P'*) Encuentre una base de C (A) y dimC (A).
(b) (0.5P**) Encuentre una base de N (A) y dim N (A).
4 9
(¢) (0.5P*) Siv = | —4 | entonces Av = i (no es necesario que verifique esto).
0
1 —-12
9
Encuentre todas las soluciones del sistema Ax = 111
—12

EJERCICIO 4. (1P%) Encuentre la matriz triangular inferior L y la matriz triangular superior U tales que
A = LU, donde

2 4 0

A=|1 1 3

-1 -3 2

BEJERCICIO 5.

(a) (0.5P*) Suponga unas matrices A y B que tienen el mismo espacio columna. Escriba un ejemplo donde
A y B tienen diferente espacio nulo —o explique por qué es imposible.

(b) (0.5P*) De nuevo, suponga unas matrices A y B que tienen el mismo espacio columna. Escriba un
ejemplo donde A y B tienen distinto rango —o explique por qué es imposible.

MIT Course 18.06. Exam I. Professor Strang. March 2, 2015

EJERCICIO 6. Sea A una matriz de orden 3 x 4 (3 filas, 4 columnas). Sea v = € R

=W N =
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0.5P%*) Exprese Av en términos de las columnas A|j de A.

0.5P%) Exprese Av en términos de las filas le de A.

(
(
(0.5P%) ; Pueden ser linealmente independientes las columnas de A? Explique su respuesta.
(
(

(a)
(b)
(c)
(d)
(e)

(S

~— — — ~—

0.5P%*) ; Ctiantas soluciones x tiene el sistema Az = 07 ;Ninguna, una, infinitas, o depende de A?

0.5P*) Encuentre todos los posibles pares de valores (p, ¢), donde p es la dimensién de N (A) Vv q es
la dimensién de C (A)

EJERCICIO 7. (1P%) Demuestre que si el sistema de vectores [u; v; w;] de R™ es linealmente independiente,
entonces el sistema de vectores [u; (u+v); (u+v+ w);} también es linealmente independiente.
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2.20. Grupo H curso 15/16

EJERCICIO 1. (2P%) Sea

N = O
DN W = DN
~ o

2

/Qué condicién (o condiciones) debe satisfacer un vector b € R* para pertenecer al espacio columna de
A? (Su respuesta deben ser una o mas ecuaciones de la forma: ?b1+7bo+7b3+7by =7)

EJERCICIO 2.

(a) (1P*) Calcule la inversa de la matriz

1 3 -2
0 2 4
0 0 -1

(b) (1P*) jPara qué valor(es) de x la matriz de mds abajo es invertible? Explique su respuesta.

1 1 1
0 1 2
5 = 6

EJERCICIO 3. Suponga que la matriz A de orden 5 x 5 se puede reducir a la siguiente forma escalonada
reducida (por columnas)

1 0 0 00 1 -1 2 -1 4
010 00 0o 1 0 1 -1
AE=R=|-1 2 0 0 0|; donde E= |0 0 1 2 -2
4 3 0 00 0 o0 1 o0
001 00 0 00 0 1

Para las preguntas de méas abajo dé una respuesta cuando sea posible. En caso contrario conteste “No hay
informacion suficiente”.
(Note que en los primeros apartados se piden dos cosas. Debe contestar a ambas.)

a) (0.5P**) Encuentre una base para C (A) e indique la dimensién: dimC (A)).
b) (0.5P*) Encuentre una base para A" (A) e indique dim A (A).

l=}

( )
( )
( )
(d) (0.5P*) Encuentre una base para N (AT) e indique dim N (AT).
( )
( )
( )

) (
¢) (0.5P*) Encuentre una base para C (AT) e indique dimC (AT).

) (
e) (0.5P*) Encuentre un vector b € R® tal que Az = b no tenga solucién.
f) (0.5P'*) Encuentre un vector b € R® tal que A = b no tenga solucién.
()‘) (

0.5P%) ; Existen vectores b € R® tales que el sistema Ax = b tiene una y sélo una solucién?

EJERCICIO 4.

(a) (0.5P%*) ;Existe una matriz A cuyo espacio columna estéd generado por (1,2,3,) y (1,0,1,), y cuyo
espacio nulo estd generado por (1,2,3,6,)? Si es asi, escriba un ejemplo. Si no es posible, explique por
qué.

(b) (0.5P*) Considere el conjunto, M, de matrices de orden 3 por 3 y cuyo espacio columna contiene el
vector (1,1,1,). ;Es este conjunto M un espacio vectorial? Explique su respuesta.

(¢) (0.5P*) Si las columnas de una matriz M de orden 5 por 3 son linealmente independientes y € R3
no es el vector cero, entonces sabemos que Mx no es .
(Espero una respuesta que emplee la independencia de las columnas y que & # 0).

MIT Course 18.06 Quiz 1. Spring, 2015

EJsercicio 5. (0.5P%) ;jCuantas soluciones (0, 1, o) tiene Az = b?

Por favor, conteste rellenando la siguiente tabla en esta hoja de enunciados.
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beC(A) |

b¢C(A) |

(0.5 puntos si las cuatro casillas estd correctas, 0 puntos en caso contrario)
EJERCICIO 6. Verdadero o falso (solo puntuan respuestas correctamente justificadas; una respuesta sin
explicacion tendrd una calificacion de cero puntos).

(a) (0.5P*) Si las columnas de la matriz A son linealmente independientes, entonces existe A™.

mXn
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2.21. Grupo A curso 14/15

EJERCICIO 1. Verdadero o falso (puntuardn aquellas respuestas correctamente justificadas; una respuesta

que se limite a indicar la falsedad o no de cada afirmacion tendrd una calificacion de cero puntos)

(a) (0.5P*) Las columnas de una matriz de orden 4 x 5 deben ser linealmente dependientes.

(b) (0.5P*) Si una matriz A de orden 3 x 3 no es invertible, la tltima columna de A tiene que ser una
combinacion lineal de las dos primeras columnas de A.

(¢) (0.5P*) Sean A y B matrices de orden m x n. Si A es equivalente por filas a B (es decir, EA = B,
donde E es invertible —i.e., E es producto de matrices elementales) entonces C (A) =C (B)

(d) (0.5P%) Si 5A% — A% 4+ 2A + 61 = 0, entonces A es invertible.

EJERCICIO 2.

(a) (1P*) Encuentre la inversa de las siguientes matrices

1
0
0

o~ O
_ 0 O
<
=)
o = O
O O =

(b) (1P*) Encuentre la inversa de la siguiente matriz usando el método de Gauss-Jordan

QOO
> O = O
o = OO
QL O O O

Ejercicios 36, 38 y 59 de la seccion 3.3 del manual de Poole

EJeERcICIO 3. Considere la siguiente matriz

1 -1 2 0
A=12 -2 4 0
3 =3 70

(a) (1P*) Elija una base de C (A) y describa el espacio columna de A en funcién de esa base. Escriba una
base de C (A) distinta de la anterior.

(b) (1P**) Elija una base de A" (A) y describa el espacio nulo de A en funcién de esa base

(¢) (1P'*) Encuentre una base del espacio fila C (AT)

(d) (1P*) Escriba la solucién completa para Az = b

1 -1 2 0 1
A=(2 -2 4 0 y  b=|2
3 -3 70 4

MIT Course 18.06 Quiz 1. Spring, 2015

EJERCICIO 4. ;Cudles de los siguientes siguientes subconjuntos son subespacios vectoriales de R3? Justi-
fique su respuesta (sdlo se puntuard si la respuesta estd correctamente justificada).

(a) (1P*) Sy = {x € R3 tales que x1 = x3} .

(b) (1P*) Sy = {@ € R? tales que 1 = 2}.
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2.22. Grupo E curso 14/15

EJERCICIO 1. Verdadero o falso (puntuardn aquellas respuestas correctamente justificadas; una respuesta
que se limite a indicar la falsedad o no de cada afirmacion tendrd una calificacion de cero puntos)

(a) (0.5P*) Si A es una matriz de orden 4 x 3, y v;, vy, v3 son vectores de R? linealmente dependientes,
entonces los vectores Av,, Av,, Av, también tienen que ser dependientes.
(b) (0.5P*) Si A es una matriz de orden 4 X 3, y v;, v,, v3 son vectores de R? linealmente independientes,
entonces los vectores Av,;, Av,, Av; también deben ser independentes.
(c¢) (0.5P*) Si A es una matriz de orden 3 x 5 tal que N (A) es de dimensién 2, entonces la ecuacién
3
Az = | 1| tiene infinitas soluciones.
4

EJERCICIO 2. (0.5P*) Escriba un ejemplo de matriz de orden 5 x 4 con rango 3.

EJERCICIO 3.
Suponga que, mediante operaciones elementales por columnas, reducimos la matriz A a la forma esca-
lonada reducida

1 -1 3
; donde E=(|1 1 =2
1 0 1

0
0
R= 1
2

OO OO

1
4
0
2

es el producto de las matrices elementales empleadas en el proceso de eliminacién gaussiana.

(a) (1P*) Escoja una base de C (A) y describa C (A) usando dicha base.
(b) (1P*) Escoja una base de N (A) y describa A (A) usando dicha base.
(¢) (1P*) Encuentre la solucién completa (si es que existe) para el siguiente sistema :

Az = suma de las columnas deA.

Escriba A.
Escriba una base de C (AT).

h) (1°*) Encuentre la factorizacién LU de A.

Basado en MIT Course 18.06 Quiz 1. Spring, 2005
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2.23. Grupo H curso 14/15

EJERCICIO 1.

(a) (0.5P*) Cuando A es invertible ;jes el espacio columna de A™' necesariamente igual a C (A)?
(b) (0.5P%) Si A es cuadrada, json iguales el espacio columna de A% y C (A)?

MIT Course 18.06 Quiz 2. Fall, 2008

EJERCICIO 2. A es una matriz con espacio nulo A/ (A) = {:c ER*: Az = 0} generado por los siguientes

vectores

1 0 -1
1 -1

-1’ 1

3 4

’ 3
1
(a) (1P*) Escriba una matriz B tal que su espacio columna C (B) es igual al espacio nulo N (A) (Hay
més de una respuesta correcta.) [Asi, cualquier vector y en el espacio nulo de A verifica Bu = y para
algin vector u.]

(b) (1P*s) Escriba una respuesta diferente para la pregunta (a) C (B) =N (A).
(¢) (1P*)Para algin vector b, alguien le dice que una solucién particular a Az = b es

1
|2
:Bp— 3

4

Sin embargo, su companero de clase el Sr. Z le dice que una segunda solucién es:

O W= =

mientras que su companera la Sta. H le dice “No, Z esta equivocado, una segunda solucién que si que
es correcta es:”

me

— O =

Quien de los dos tiene razén, Z o H (Pista: jqué es cierto respecto de la diferencia « — z, cuando x
es también una solucién correcta para Ax = b?)

MIT Course 18.06 Quiz 1, Spring, 2009

EJercicio 3. (1P*%) Estamos buscando una matriz A de orden m por n y unos vectores b € R™ y ¢ € R
tales que Az = b no tiene solucién pero ATy = ¢ tiene exactamente una. ;Por qué no es posible encontrar
tales A, b, y c?

EJERCICIO 4.
-1 -1 1
(a) (1P*) Reduzca la matriz A= |—-6 -7 3 a su forma escalonada por columnas L;
11 -1/2
(b) (1P*) Factorize la matriz A de orden 3 en LU = (triangular inferior)(triangular unitaria superior).
(c) (1P%*) Si se cambiara la dltima componente de A de -1/2 a /qué numero arrojaria una matriz
A, .cvq due fuera singular. Describa con exactitud el espacio columna dicha matriz singular.
(d) (1P*) Para la matriz singular del (c), jqué condicién(nes) sobre by, by, b3 permiten que el sistema
(

A, cva) = b tenga solucién? (en otras palabras ;qué condicién(nes) sobre by, ba, b3 garantizan que
b 6 (Anue’ua)?)
-1
(e) (1P*) Escriba la solucién completa a (A, ,.,.)T = | —6 (la primera columna de A).
1

Basado en MIT Course 18.06 Quiz 1. Spring, 2005
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2.24. Grupo E curso 13/14

2 1
EJERcICIO 1. Considere que la matriz A es A= [6 5
2 4

(a) (0.5P%) Explique con palabras el motivo por el que conocer todas las soluciones de Az = b permite
saber si un vector b estd o no esta en el espacio columna de A.
8
(b) (1P*) ;jPertenece el vector b = | 28 | al espacio columna de A?
14

MIT Course 18.06 Quiz 1, Spring 2010

EJERCICIO 2. La matriz A de orden 3 por 3 se reduce a | con las siguientes operaciones elementales:
1. Restar 2 x (columna 1) de la columna 2
2. Restar 3 x (columna 1) de la columna 3
3. Restar columna 3 de la columna 2
4. Restar 3 x (columna 2) de la columna 1.
(a) (1P%) ;Quién es A™*?
(b) (1P*) ;Quién es A?
Basado en MIT Course 18.06 Quiz 1, March 10, 1995

EJERCICIO 3. Suponga que la matriz A es el siguiente producto de matrices:

1 00

2 00 1 0 2
A=LU=(1 1 0 0 10

2 20 0 01

1 30

(a) (1P*) Obtenga una base del espacio fila de A y una base del espacio columna de A.
(b) (1P*) Describa explicitamente todas las soluciones del sistema Az = 0.

(¢) (1P*) Encuentre todas las soluciones (si es que hay, y dependiendo de c) del sistema Az =

QBN

Basado en MIT Course 18.06 Quiz 1, March 10, 1995

EJERCICIO 4. Esta pregunta es acerca de la matriz m por n para la cual

1 0
Ax =10 no tiene solucién; y Ax = |1 tiene una tinica solucion.
0 0

(a) (1P*) Dé tanta informacién como sea posible sobre m, n y el rango r de A.

(b) (1P*) Si para el vector & se cumple que Az = 0, indique una particularidad especial sobre = (no sélo
que x pertence al espacio nulo).

(¢) (1P*) Escriba un ejemplo de matriz A que se ajuste a la descripcién de la matriz del enunciado.

(d) (0.5P*) (No relacionado con las partes (a)—(c)) ;Cémo sabe usted que el rango de la matriz no cambia
si intercambiamos la primera y ultima columnas de la matriz?

MIT Course 18.06 Quiz 1, March 10, 1995
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2.25. Grupo E curso 12/13
r+2y+ z2—-2w=>5
EJERCICIO 1. (2P*) Encuentre todas las soluciones al sistema lineal 204+4y+ z+ w=9

3r+6y+2z— w=14
MIT Course 18.06 Quiz 1, October 3, 2007

EJERcICIO 2. En clase, hemos aprendido cémo realizar la eliminacién gaussiana “hacia la izquierda”, para
transformar la matriz A en su forma escalonada triangular inferior L: sin contar con posibles permutaciones
de las columnas, restamos las columnas pivote a las sub-siguientes columnas para poner ceros a la derecha
de los pivotes; lo que corresponde a multiplicar sucesivas matrices elementales por la derecha.

En lugar de ello, podemos realizar la eliminacién “hacia arriba” restando multiplos de las filas pivote
de las filas por encima, para obtener una forma escalonada triangular inferior L mediante productos de
matrices elementales por la izquierda. Por ejemplo, sea:

76 2
A=|6 3 of;
4 12 1

podemos restar dos veces la tercera fila de la primera para eliminar el 2, de manera que logramos los ceros
sobre el “pivote” 1 de la esquina inferior derecha.

(a) (1P*) Continte esta eliminacién “hacia arriba” para obtener una forma escalonada triangular inferior
L de la matriz original A, y escriba L en términos de A multiplicada por una sucesién de matrices
elementales correspondientes a la eliminacion de filas “hacia arriba”.

(b) (1P**) Suponga que seguimos este procedimiento para cualquier matriz A (no necesariamente cuadrada
e invertible) para obtener una forma escalonada L. ;Cudl o cuales de los espacios nulo y columna son
iguales para A y L, y porqué?

(c¢) (1P*) ; Es la matriz L que obtenemos con eliminacién “hacia arriba” igual a la matriz L que obtenemos
cuando realizamos la eliminacion “hacia la derecha”? Justifique su respuesta.

Basado en MIT Course 18.06 Quiz 1, October 3, 2007

EJERCICIO 3. {Son los siguientes subconjuntos de R? subespacios? Justifique su respuesta.
a) (0.5P%) vectores (z,y, z, ) tales que 2z — 2y + 2 =0

b) (0.5P*) vectores (z,v, z,) tales que 22 —y?> + 2 =0

¢) (0.5P%) vectores (z,, 2, ) tales que 22 — 2y + z = 1

d) (0.5P*) vectores (x,v, z, ) tales que © = y y ademds = = 2z

e) (0.5P*) vectores (z,y, z, ) tales que =y 6 bien x = 22

MIT Course 18.06 Quiz 1, March 5, 2007

(
(
(
(
(

EJERCICIO 4. Sea A de orden 4 por 3 con columnas linealmente independientes.

(a) (0.5P*) Cuales son las dimensiones de los cuatro subespacios fundamentales C (A), N (A), C (AT), y
N (AT)?

(b) (0.5P%) Describa explicitamente el espacio nulo N (A) y el espacio fila C (AT) de A. (No le pido
la definicién de dichos subespacios. Le pido que describa que vectores estdn contenidos en este caso
particular).

(¢) (0.5P*) Suponga que B es una matriz de orden 4 x 3 tal que las matrices A y B tienen exactamente los
mismos espacios columna C (A) =C (B); y los mismos espacios nulos N (A) =N (B); y los mismos
espacios fila C (AT) = C (BT); y los mismos espacios nulos por la izquierda A" (AT) = N (BT).

Implica esto que A = B? SI NO . Demuestre que A = B o bien dé un contraejemplo
donde A # B.
MIT Course 18.06 Quiz 1, March 5, 2007
1 a 0 d 0 g P
10 b1 e 0 h I
EJERCICIO 5. Sea A = 0 c 0 f 1 i y v=|.
000 0 0O S

(a) (0.5P*) Encuentre la solucién general a Az = v, si s = 1.
(b) (0.5P*) Encuentre la solucién general a Az = v, si s = 0.

Pista: Mejor no trabajar demasiado.
MIT Course 18.06 Quiz 1, March 6, 2006
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2.26. Grupo H curso 12/13

1 1 11
EJERCICIO 1. Considere la matriz A= 1|1 2 3 5
1 3 5 9

(a) (0.5P%) ;Cudl es el rango de A?
(b) (1P**) Encuentre una matriz B tal que el espacio columna C (A) sea igual al espacio nulo N (B).
(¢) (0.5P*) ;Cuales de los siguientes vectores pertennecen al espacio columna C (A):

| 2 ; !
21, 0|, , ?
) o 4 1
8 —1

MIT Course 18.06 Quiz 1, March 5, 2007

1 1 1
EJERcICIO 2. Considere la matriz A= |1 2 3
3 4 k

(a) (0.5P%) ;Para qué valores de k el sistema Az = (2,3,7,) tiene una tnica solucién?

(b) (0.5P%) ; Para qué valores de k el sistema Az = (2,3,7,) tiene infinitas soluciones?

(¢) (1P*) Para k = 4, encuentre la matriz triangular inferior L y la matriz triangular superior U tales que
LU = A. (Pista: la inversa de una matriz triangular superior es también triangular superior)

(d) (0.5P*) Para todos los valores de k, encuentre la solucién completa al sistema Az = (2,3,7,). (Quiza
necesite considerar varios casos).

MIT Course 18.06 Quiz 1, March 5, 2007

1 2 -1 0 0

, , 12 0 2 2

EJercicio 3. Considere la matriz A = 12 -1 0 0
2 4 0 4 4

(a) (0.5P**) Encuentre una base del espacio columna C (A).
(b) (0.5P*) Encuentre una base del espacio nulo ' (A).

(c¢) (0.5P*) Encuentre las condiciones lineales sobre by, by, b3, by que garantizan que Az = b tiene solucién.
0

~—

(d) (0.5P*) Encuentre la solucién completa al sistema Az =

N O =

MIT Course 18.06 Quiz 1, March 5, 2007

EJERCICIO 4. Verdadero o falso (solo puntuan respuestas correctamente justificadas; una respuesta sin
explicacion tendrd una calificacion de cero puntos).

(a) (0.5P%) Si A2 = A, entonces A=0 6 A = 1.

2 0
AB = BA) forman un espacio vectorial (con la suma de matrices y producto por un escalar usuales).

(¢) (0.5P%) No existe una matriz de orden 3 x 3 cuyo espacio columna sea igual a su espacio nulo.

(d) (0.5P*) Si A es simétrica, entonces A también lo es.

(e) (0.5P'*) Si las columnas de una matriz A con m # n son linealmente independientes, entonces existe

(b) (0.5P%) Todas las matrices de orden 2 X 2 que conmutan con A = F 3} (i.e. las matrices B tales que

ATl
(a), (b), (¢): MIT Course 18.06 Quiz 1, October 3, 2007

EJERCICIO 5. Suponga que las columnas de una matriz A de orden 7 por 4 son linealmente independientes.

(a) (0.5P™) Si tras una serie de operaciones elementales reducimos A a L 6 R, jcuantas columnas de ceros
habra? (;o es imposible de saber?)
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(b) (0.5P%*) ;Cudl es el espacio fila de A? Explique porqué la siguente ecuacién siempre tiene solucion:

ATy =

oo o

Basado en MIT Course 18.06 Quiz 1 February 28, 2005

38
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2.27. Grupo E curso 11/12

EJERCICIO 1.

(a) (1P*) Las trasformaciones elementales 7, y T, reducen la matriz A a su forma escalonada por co-
lumnas. Encuentre la matriz E tal que AE = L es dicha forma escalonada (triangular inferior), si A
es

2 2 0

1 4 9

1 3 9
(b) (1P*) Encuentre una matriz U tal que A = LU.
Basado en MIT Course 18.06 Quiz 1, October 13, 1993

EJERCICIO 2.

11
A=]1 1
3 3

O ot N
D =
=
Il
o O W

(a) (1P*) Encuentre una base del espacio nulo de A.

(b) (1P*) ;Para qué valores de c el vector b estd en el espacio columna de A?

(¢) (1P*) Encuentre la solucién completa del sistema Az = b cuando c es elegido de manera que el sistema
de ecuaciones tiene solucién.

MIT Course 18.06 Quiz 1, October 13, 1993

EJERCICIO 3.

(a) (1P*) Encuentre una base del espacio de todos los vectores de R* que son ortogonales (perpendiculares)
a los dos vectores:

=W N
N = OO

(b) (1P*) Si u, v, w son tres vectores no nulos en R” ;cudles son las posibles dimensiones del subespacio
generado por ellos?

MIT Course 18.06 Quiz 1, October 13, 1993

EJERCICIO 4. Dada la matriz de orden 5 por 3 A.

(a) (0.5P%) ;Cémo decidirfa si el vector ¢ = (17 1, 1, 1, 1,) es una combinacion lineal de las columnas
de A? Una séla frase por favor.

(b) (0.5P%) ;Cémo decidiria mediante operaciones con las filas (no vale transponer la matriz A) si el vector
r = (1, 1, 1,) es una combinacién de las filas de A?

(¢) (1P*) Si finalemente las decisiones en (a) y (b) fueran ambas “SI”, jqué informacién sabria sobre el
rango de la la matriz A? Informaciéon completa por favor.

(d) (1P*) Si finalmente las decisiones en (a) y (b) fueran ambas “NO”, ;jqué informacién sabria sobre el
rango de la la matriz A? Justifique su respuesta.

MIT Course 18.06 Quiz 1, March 10, 1995
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2.28. Grupo H curso 11/12

EJERrcICIO 1. La matriz A de orden 3 por 3 se reduce a | con las siguientes operaciones elementales:
1. Restar 2 x (columna 1) de la columna 2
2. Restar 3 X (columna 1) de la columna 3
3. Restar columna 3 de la columna 2
4. Restar 3 x (columna 2) de la columna 1.
(a) (1P%) ;Quién es A™?
(b) (1P*) ;Quién es A?
Basado en MIT Course 18.06 Quiz 1, March 10, 1995

EJERCICIO 2. Suponga que la matriz A es el siguiente producto de matrices:

1 00

2 0 0] (1 0 2
A=LU=|1 1 0|0 1 O

2 2 0](0 01

1 30

(a) (1P*) Obtenga una base del espacio fila de A y una base del espacio columna de A.
(b) (1P*) Describa explicitamente todas las soluciones del sistema Az = 0.

(¢) (1P*) Encuentre todas las soluciones (si es que hay, y dependiendo de c) del sistema Az =

QNN

Basado en MIT Course 18.06 Quiz 1, March 10, 1995

EJercicio 3. Esta pregunta es acerca de la matriz m por n para la cual

1 0
Ax =10 no tiene solucién; y Ax = |1 tiene una tinica solucion.
0

0

(a) (1P*) Dé tanta informacién como sea posible sobre m, n y el rango r de A.

(b) (1P*) Si para el vector & se cumple que Az = 0, indique una particularidad especial sobre z (no sélo
que x pertence al espacio nulo).

(¢) (1P*) Escriba un ejemplo de matriz A que se ajuste a la descripcién de la matriz del enunciado.

(d) (0.5P%) (No relacionado con las partes (a)—(c)) ;Cémo sabe usted que el rango de la matriz no cambia
si intercambiamos la primera y ultima columnas de la matriz?

MIT Course 18.06 Quiz 1, March 10, 1995

EJERCICIO 4. Suponga que las filas de una matriz 4 por 7 son linealmente independientes.

(a) (0.5P*) Suponga que tras algunas operaciones elementales por columnas la matriz A queda reducida
a L o R. ;Cudntas columnas de ceros ha obtenido (o es imposible de saber)?

(b) (1P*) ;Quién es el espacio columna de A? Explique porqué el siguiente sistema tiene solucién (note la
traspuesta de A):

Ay =

OO O
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2.29. Grupo A curso 10/11

EJErciciO 1. Considere la siguiente matriz A
01 2 2
A=|0 3 8 7
0 0 4 2

(a) (1P*) Encuentre las soluciones especiales de Az = 0 y describa en palabras tanto el espacio nulo de
A (el conjunto de soluciones a dicho sistema), como su forma geométrica.

(b) (1P*) Describa el espacio columna de la matriz A. “Todas las combinaciones de las cuatro columnas”
no es respuesta suficiente.

(¢c) (1P*) ;Cuédl es la forma escalonada reducida R* = rref(B) cuando B es la siguiente matriz por bloques
de orden 6 por 8

A A
= i iz A?
B [ A A ] , usando la misma matriz A7

MIT Course 18.06 Quiz 1, Spring 2010

EJERCICIO 2. Esta cuestion es sobre una matriz A de orden m por n para la cual

1 0
Ax = | 1 | no tiene soluciones y Ax = [ 1] tiene una tnica solucién.
1 0

(a) (1P*) Proporcione toda la informacién posible sobre m y n, y el rango r de A.
(b) (1P*) Encuentre todas las soluciones a Az = 0 y explique su respuesta.
(c) (1P*) Escriba un ejemplo de matriz A que concuerde con la descripcién del apartado (a).

MIT Course 18.06 Quiz 1, Fall 2008

EJercicio 3. Considere una matriz A de 3 por 5 con rango r = 3.
(a) (0.75P**) Marque con un circulo las palabras que completen correctamente la siguiente frase:

Entonces el sistema de ecuaciones Az = b ( siempre / en ocasiones, aunque no siempre, )
tiene ( una tnica solucién / muchas soluciones / niguna solucién).

(b) (0.75P'*) ;Cual es el espacio columna de A? Describa el espacio nulo de A.
MIT Course 18.06 Quiz 1, Spring 2010

EJERCICIO 4.

(a) (1P*) Encuentre una representacién paramétrica de la recta que pasa por los puntos p = (2,2,) y

q= (*17 4, )
(b) (1P*) Encuentre una representacion implicita de la recta anterior.
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2.30. Grupo E curso 10/11

El ejercicio siguiente estd pensado en funcién de la eliminacién por filas y no tiene mucho sentido
transformalo a un ejercicio de eliminacién por columnas, salvo que se quiera plantear un sistema del tipo
A = b. Como un sistema asi es inusual, lo dejo tal cual...

EJERCICIO 1. Tras el proceso de eliminacién gaussiana por filas de Az = b obtenemos un sistema
equivalente escalonado reducido Rx = d, cuya solucién completa es:

4 2 5
=0 4+c |1] +c |0
0 0 1

(a) (1P*) ;Cuél es la matriz escalonada reducida por filas R de orden 3 por 3 y quién es d?

(b) (1.5P*) Si en dicho proceso de eliminacién hemos restado 3 veces la fila 1 de la fila 2 y después 5 veces
la fila 1 de la 3, ; Qué matriz transforma de vuelta la matriz R y el vector d a sus formas originales A
y b? Use esta matriz para encontrar A y b.

MIT Course 18.06 Quiz 1, Spring 2010

1 2 3 -1 1 0 00
-1 1 0 -1 0O 1 0 0
EJERCICIO 2.Sea A= |5 4 9 -1 cuya forma escalonada reducidaes: R=1{3 -2 0 0
1 2 3 -1 1 0 00
0o 11 2 0 0 01
(a) (0.75P%) ; Cual es el rango de A? ;y las dimensiones del espacio columna C (A), del espacio fila C (AT)

y del espacio nulo N (A)?
(b) (0.75P*) Encuentre una base del espacio columna C (A).
(c) (0.75P%) Encuentre una base del espacio fila C (AT).
(d) (1P*) Encuentre una base del espacio nulo por la izquierda N (AT).
(e) (0.75P%) Exprese la tercera fila de A como una combinacién lineal de las filas LR LIVLEELY

C

EJercicio 3. Considere una matriz A de 3 por 5 con rango r = 3.
(a) (0.75P*) Marque con un circulo las palabras que completen correctamente la siguiente frase:

Entonces el sistema de ecuaciones Ax = b ( siempre / en ocasiones, aunque no siempre, )
tiene (una tnica solucién / muchas soluciones / niguna solucién).

(b) (0.75P*) ;Cudl es el espacio columna de A? Describa el espacio nulo de A.
MIT Course 18.06 Quiz 1, Spring 2010

EJERCICIO 4.

(a) (1P*) Encuentre una representacién paramétrica de la recta que pasa por los puntos p = (2,4,) y
q=(1,3,).

(b) (1P*) Encuentre una representacién implicita de la recta anterior.
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2.31. Grupo G curso 10/11

EJERCICIO 1.

(a) (1P*) Mediante eliminacién encuentre el rango y las columnas pivote de A (y describa su espacio
columna):

A:

N W o=
= O N
N W
© O =~

(b) (1P*) Encuentre las soluciones especiales del sistema Az = 0 y describa el conjunto de todas las

soluciones de dicho sistema.
3

(c) (1P*) ;Para qué ntimero b3 el sistema b = [ 9 | tiene solucién? Escriba la solucién completa z,
bs
(la solucién general) empleando dicho valor bg.

MIT Course 18.06 Quiz 1, Spring 2011

EJERCICIO 2. Suponga una matriz A de 3 por 5 y que el sistema Axz = b tiene soluciéon para todo b.
. Cémo son (a) (b) (¢) y (d)? (Si no tiene suficiente informacién para responder, diga tanto como pueda).

(a) (1P*) Espacio columna de A
(b) (1P*) Espacio nulo de A
(c) (0.75P*) Rango de A

(d) (0.75P*) Rango de la matriz 6 por 5: B = [2} .

MIT Course 18.06 Quiz 1, Spring 2011

EJeErcicio 3. Considere una matriz A de 3 por 5 con rango r = 3.
(a) (0.75P*) Marque con un circulo las palabras que completen correctamente la siguiente frase:

Entonces el sistema de ecuaciones Ax = b ( siempre / en ocasiones, aunque no siempre,)
tiene ( una tnica solucién / muchas soluciones / niguna solucién).

(b) (0.75P%) ;Cual es el espacio columna de A? Describa el espacio nulo de A.
MIT Course 18.06 Quiz 1, Spring 2010

EJERCICIO 4.

(a) (1P*) Encuentre una representacién paramétrica de la recta que pasa por los puntos p = (1,—1,) y
q=(0,1,).
(b) (1P*) Encuentre una representacion implicita de la recta anterior.
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2.32. Grupo F curso 09/10

EJERCICIO 1.

O = O

1 0 0 1
(a) (1P*) Encuentre la inversa de las siguientes matrices [O y |0 1 0
0 1 00

Eb—‘(‘bo

(b) (1P*) Encuentre la inversa de la siguiente matriz usando el método de Gauss-Jordan

OO
o = OO
o

O = O
QO OO

Ejercicios 36, 38 y 59 de la seccion 3.3 del manual de Poole

EJjERrcIcIO 2. Considere la matriz A =

— =
NN DN
=
—_

= o NN O

= O N O

2 4 0

(a) (0.5P**) Encuentre una base del espacio columna C (A) (del espacio vectorial generado por las colum-
nas).

(b) (0.5P*) Encuentre una base del espacio nulo A" (A) (el conjunto de soluciones del sistema homogeneo
Az =0).

(¢) (0.5P*) Encuentre las condiciones lineales sobre by, b, b3, by que garantizan que el sistema Az = b

tiene solucion.
0

(d) (0.5P*) Encuentre la solucién completa al sistema Az =

N O =

MIT Course 18.06 Quiz 1, March 5, 2007

EJERCICIO 3. Para cada una de estas proposiciones, decida si la afirmacién en verdadera o falsa. Justifique
brevemente su respuesta

(a) Verdadero/Falso: El conjunto de matrices no invertibles de orden 3 x 3 constituye un subespacio del
espacio vectorial de todas las matrices 3 x 3.

(b) Verdadero/Falso: Si el sistema Az = b no tiene solucién, entonces A no es de rango completo por
filas.

(¢) Verdadero/Falso: Existen matrices A y B de orden n x n tales que B no es invertible pero AB si
tiene inversa.

(d) Verdadero/Falso: Para toda matriz permutacién se verifica que PZ=1.

MIT Course 18.06 Quiz 1, October 4, 2004

EJERCICIO 4. A es una matriz con espacio nulo N (A) = {m ER*: Ax = O} generado por el siguiente
sistema

-1

-1

1

1|
3

[\
I e =)

(a) (1P*) Escriba una matriz B tal que su espacio columna C (B) es igual al espacio nulo A (A). (Hay
més de una respuesta correcta.) [Asi, cualquier vector y en el espacio nulo de A verifica Bu = y para
algin vector u.]

(b) (1P*) Escriba una respuesta diferente para la pregunta (a) C (B) =N (A).

(c) (1P*) Para algtin vector b, alguien le dice que una solucién particular a Az = b es

]
=W N
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Sin embargo, su compaiiero de clase el Sr. Z le dice que una segunda solucién es:

mzf

S W= =

mientras que su companera la Sta. H le dice “No, Z esta equivocado, una segunda solucién que si que
es correcta es:”

:BH—

— Y =

Quien de los dos tiene razén, Z o H (Pista: jqué es cierto respecto de la diferencia  — x, cuando x
es también una solucién correcta para Ax = b?)

MIT Course 18.06 Quiz 1, Spring, 2009



Seccién 2: Exdmenes pasados 46

2.33. Grupo H curso 09/10

EJercicio 1. La matriz A de orden 3 por 3 se reduce a la matriz identidad | mediante las siguientes tres
operaciones elementales sobre las filas (en el siguiente orden):

T Resta 4 x (fila 1) de la fila 2.
[(—4)1+2]

T Resta 3 x (fila 1) de la fila 3.
[(=3)1+3]

T Resta fila 3 de la fila 2.
[(=1)3+2]

(a) Escriba la matriz A™" en términos de las correspondientes matrices elementales. Calcule la matriz A™'.
(b) {Cudl es la matriz original A?

MIT Course 18.06 Quiz 1, October 4, 2006

EJeRrcicio 2. ;jCuéles de los siguientes conjuntos son sub-espacios vectoriales? Para aquellos casos que no
lo son, muestre un ejemplo que viole alguna de las propiedades.

(a) Dada una matriz A de orden 3 x 5 con rango completo por filas, el conjunto de soluciones del sistema

1
Ax=|1
1

(b) Dados los vectores z e y, el conjunto de todos los vectores x tales que [w] T[y] =0y [az]T[z] =0.

1
(c¢) Todas las matrices de orden 3 x 5 cuyo espacio columna contiene al vector | 2
3
1
(d) Todas las matrices de orden 5 x 3 con | 2 | en su espacio nulo.
3

MIT Course 18.06 Quiz 1, Spring, 2009

EJjercicio 3. Encuentre la solucién completa (o solucidn general) a

(el O
O O W

1
4
2

B~ 00 b
SRR ]
Il
— o

Ezxercise 4, section 3.4 del manual de Strang 2005

EJERCICIO 4. Mediante eliminacién gausiana por columnas (y posiblemente alguna permutacién) sobre la
matriz A de orden 4 x 8

1 -1 1 0 1 0 0 0

2 =2 2 0 2 0 0 0

-2 1 -2 2 0 1 0 0

A= _é _g _é i hemos obtenido la matriz B = _i’ ; 8 8
0 0 1 0 0 0 1 0

2 =2 1 0 2 0 -1 0

|3 0 1 2] | 00 0 1]

(a) {Cudl es el rango de A?

(b) ¢Cudles son las dimensiones de los cuatro espacios fundamentales de A?

(c¢) ¢Cuantas soluciones tiene el sistema Ax = b? ;Depende la respuesta de cémo es b? Justifique su
respuesta.

d) ¢Son las columnas de A linealmente independientes? ;Por qué?

e) ;Forman las filas 4, 5, 6 y 7 de A una base de R*? ; Por qué?

f) Escriba una base de N/ (A) (del conjunto de soluciones del sistema homogeneo Az = 0).

g) Escriba una base del espacio nulo por la izquierda N (AT).

h) (Tampoco aqui son necesarios méas cdlculos) Sea B = AE. jEs E invertible? Si lo es, jcuél es la inversa
de E?

MIT Course 18.06 Quiz 1, October 4, 2004

(
(
(
(
(
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(Grupo C curso 24/25) Ejercicio 1(a)

1 0 1 0
Una base de C (A) = -1 0 C(A)=(qveR! |IpeR? v= 10 P
0|’ 1]’ ’ 0 1
2 —2 2 =2
U
(Grupo C curso 24/25) Ejercicio 1(b)
1 1
Una base de NV (A) = —11;: 1. N(A)=qve R |IpeRL,v=| -1 |p
3 3
La base viene de la ultima columna de E.
J

) ) )

(Grupo C curso 24/25) Ejercicio 1(c) Como A(%) =A|;+A,+A 3, lasolucién particular (1,1,1,)

cumple con Axz = suma de las columnas de A. Asi, el conjunto de soluciones es

1 1
veR} |IpeRL,v=(1]+| -1 |p
1 3

O

(Grupo C curso 24/25) Ejercicio 1(d) Como N (AT) =N (RT); y como R tiene dos filas sin pivote,
podemos buscar dos combinaciones de las filas de R que sean nulas:

1 -2
1 0
Como (17 1, 0, 0,)R:0 y como (—2, 0, 2, 1,)R:0: Base: ol 9 |}
0 1
|
(Grupo C curso 24/25) Ejercicio 1(e)
1 -2 1 1 0 0 1 0 0 1 0 O
0 1 -1 [(2)1+2] 0 1 -1 , 0 1 0 . 01 0
0o -2 3 [(=1)1+3] 0o -2 3 [(1)2+3] 0 -2 1 [(2)3+2] 0 0 1 I
1 0 0 1 2 -1 1 2 1 1 4 1 ~ |E”
0 1 0 0 1 0 0 1 1 0 3 1
0 O 1 0 O 1 0 0 1 0 2 1
1 4 1 1 -2 1 1 4 1 1 0 0
Portanto E'=] 0 3 1 |;pues |0 1 -1 0 3 1|=(01120
0 21 0 -2 3 0 21 0 01
O
(Grupo C curso 24/25) Ejercicio 1(f) Puesto que AE = R, entonces A = R(E™") :
1 0 0 1 4 1
1 4 1
o | -1 0 o0 N S VI |
A=R(E") = 0 1 0 8 ; 1 0 3 1
2 =20 2 2 0
O

1 0
Base = 41 ; 31];
1 1
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(Grupo C curso 24/25) Ejercicio 2(a) El modo més simple de crear un ejempo es anadir columnas
dependientes a la matriz A. Por ejemplo, las matrices [1], [1 0] y [0 1] tienen el mismo espacio columna
y distinto espacio nulo.

|

(Grupo C curso 24/25) Ejercicio 2(b) Es imposible dar un ejemplo. El rango es la dimensién del
espacio columna. Si ambas matrices tienen el mismo espacio columna, entonces tienen el mismo rango.
U

(Grupo C curso 24/25) Ejercicio 3(a) Falso. Contraejemplo: si A = [(1) 8} , entonces A® = A pero
AZlyA#0.

Note que si asumimos que A es invertible, entonces la tnica solucién es A = | (multiplicando ambos

lados de A® = A por Afl), pero el enunciado no indica que este supuesto se cumpla.
|

(Grupo C curso 24/25) Ejercicio 3(b) Verdadero. Suponga que el rango de A es r, entonces la
dimension de su espacio columna es r, y la dimension del espacio nulo es 3 — r. Obviamente no importa si
r=0,1,2, 3, siempre tenemos que r # 3—r. (De manera equivalente, r = 3—r implicarfa un rango fraccional
r = 3/2). Esto muestra que los dos espacios son distintos, ya que sus dimensiones son necesariamente

diferentes. Notese que si la matriz es de orden n par, si puede ser cierto. Por ejemplo: [(1) 8}.

O
(Grupo C curso 24/25) Ejercicio 3(c) Verdadero: (AQ)T = (AA)T = (AT)(AT) = AA = A®
O
(Grupo C curso 24/25) Ejercicio 4.
N (A)={0} | N (A) # {0}
beC(A) 1 | 00
b¢C(A) 0 \ 0
O
2
(Grupo E curso 24/25) Ejercicio 1(a) Una posible respuesta es A [ —2 | = 0; puesto que
1
12 2 1 0 0 1 0 0
45 2| (o142 | 4 -3 6 . 4 -3 0
7 8 2| [(-2)1+3] 7T —6 —12 | [(-2)2+3] 7T —6 0
100 1 -2 -2 1 -2 2
01 0 0 1 0 0 1 =2
0 01 0 0 1 0 0 1
Pero, dada que solo preguntan por una combionacién lineal, bastaria con contestar A ( §) =0.
O

(Grupo E curso 24/25) Ejercicio 1(b) Como las columnas de A (de orden 3 x 3) son linealmente
independientes, generan un subespacio de dimensién menor que 3. Y como las columnas de AB son
combinaciones lineales de las de A, también generan un subespacio de dimensién menor que 3. Por tanto,
AB es singular.
3x3

Alternativamente, como A es singular, existe un & # 0 tal que A = 0. Si AB fuera invertible, ello

implicarfa = zAB(AB)™" = 0B(AB)™" = 0, que contradice que  # 0.

(]
1 0 0 O
0 1 0 O
(Grupo E curso 24/25) Ejercicio 2. El ejemplo més sencilloes [0 0 1 0
0 0 0 O
0 0 0 O
]

(Grupo E curso 24/25) Ejercicio 3(a) Aplicando la eliminacién vemos que rg(A) = 2 (emplear la
matriz [A| — b] nos ayudard a responder también al apartado b.)

i =
1 1 1] =b ~11+3 1 0 0 0 (=2)2+3 1 00 0
1 2 3| —by M) 1 1 2|b—0bs w} 0 1 0 0
1 3 5| —bs3 1 2 4| b —03 -1 2 0| —by+2by — 03
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O

(Grupo E curso 24/25) Ejercicio 3(b) De la tltima fila tras la reduccién de —b por elimincién,
podemos ver que la condiciéon para que un vector pertenezca al espacio columna de A es by —2by +b3 = 0.
Llegamos facilmente a la misma conclusién si usamos como base las columnas no nulas de la forma
escalonada reducida de A:

1 0 b1
beC (A) <> existen escalares by y by talesque b=01 | 0 | +b2 |1 ] = by
-1 2 —by + 2by

Asi pues, para |B = [ 1 -2 1 } tenemos

C(B)={beR[by—2y+by=0}={wcR|[1 —2 1]z=0}=N(B).

Otra forma de encontrar tal matriz B = [a b c] es resolviendo BA = 0, es decir, [a b C]A = [0 0 O].
O

(Grupo E curso 24/25) Ejercicio 3(c) Los dos tultimos vectores no pertenecen al espacio columna,
pues son de R*. De la condicién obtenida en la parte (b), tenemos que (2, 0, —2,) pertenece a C (A),
pues B (2, 0, —2,) = (0,) pero (1, -2, 1,) no pertence puesto que. B (17 -2, 1,) = (6,). Otra
forma de verlo es por eliminacion:

(—1)1+2] ,

a5 iy

—2)1+ +
a2 | ] a0 oo o] (224 r1o0 ofofo
1 23/0 2] 511 2|-2|-3 1 1000
13 5|-2]1 1 2 4|-4] 0 12 0[0]6

O

(Grupo E curso 24/25) Ejercicio 4(a) Las cuatro operaciones elementales por columnas en el proceso

de eliminacién Gauss-Jordan son A(I , , . ) =1; es decir, At = (I , , , ) Asi
[(~2)1+8][(1)8+2][(~1)3] [(~2)1+3][(1)8+2][(~1)8]
100 T 10 T 1 -2 -2 T 1 2 2
—2)1+3 1)3+2 -1)3
01 0 [(=2)1+3] 0 1 [(1)3+2] 0 1 0 [(=1)3] 0 1 0 _ Al
0 0 1 00 1 0 1 1 0o 1 -1

O, usando productos de matrices elementales:
1 0 -2 1 0 0 1 0 O
A'=10 1 0 010 01 0 |=
0 0 1 0 1 1 0 0 -1

(Grupo E curso 24/25) Ejercicio 4(b) Aplicando sobre | la secuencia inversa de operaciones elemen-
tales (operaciones inversas en el orden inverso) podemos calcular la inversa de la matriz A™ para obtener
A:

—
S O =
—_

[N}
— |

O[\D
| I |
—

1 -2 2 T 10 0
0 1 0 | ([Gpy o1 o

[AM] (0 1 —1| (@3 [0 0 1 | _[I

[t |1 0 o0 10 2 _{K}’
0 1 0 01 0
0 0 1 01 -1

O, también, calculando el siguiente producto: <I , ) (I , ) (I , ) =A;
[(—=1)3] (=1)8+2] [(2)1+38]

]

L0 ey L0

(Grupo E curso 24/25) Ejercicio 5(a) Como A =LU = 9 —4 0 0 1L 1 l=15 4 9
1 2 0| LV O 1 -2 1
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y como L tiene su primer pivote en la primera fila y el segundo pivote en la tercera fila; entonces

1 0 ) )
Una base de C (A) : ; : _04 : Una base de C (AT) : 0] : 4.
1 -2 3 2

o1

O

(Grupo E curso 24/25) Ejercicio 5(b) Yaquel ;= A(U'l)|3 es la tnica columna nula, [(U_l)lg;]

es una base de N (A). Como

1 0 3 1 0 -3 -3
uuh=1]0 11 0 1 —1|=1I entonces (U™) = |~1
0 0 1 0 0 1 1
-3
Asf pues, el conjunto de soluciones de Az =0es N(A)=SveR? |IpecR,v=| -1 |p
1
|
(1 0 3]-17 1 0 0 0
2 0 6]|-2 2 0 0 0
I I o R e P I i
L — —c 1)1+4 -2 — —c —1)2+4
(Grupo E curso 24/25) Ejercicio 5(c) 0 o0l o 0 =3 i
0 1 0] O 0 1 0 0
0 0 1] 0 0 0 1 0
L0 0 0] 1 | L0 0 0 1]
1 0 0 0
2 0 0 0
2 -4 0 0
1 -2 0 |3—-c
1 0 -3 1
0o 1 —-1] -1
0 0 1
L0 0 0 1]
Si ¢ # 3 el sistema no tiene solucién. Cuando ¢ = 3 la solucién completa es:
1 -3
veR? |[IpeRLv=|-1]+]| -1 |p
0 1
|

(Grupo C curso 23/24) Ejercicio 1(a) Verdadero. Como (AT)
(AT)T),. = (AT) =A,;.

7~ Jl

g

(Grupo C curso 23/24) Ejercicio 1(b) Falso. Por ejemplo {(1) (1)] .

(Grupo C curso 23/24) Ejercicio 2.

1 -2 6 |- [(2)14-2] 1 0 010 1 0 010
-2 3 -—11| 3 [(=6)143] -2 -1 1|1 [(1)2+3] -2 1 010
1 0 0 0 [(1)1+4] 1 2 —6]1 [(1)2+4] 1 2 —413
0 1 0 0 0 1 010 0 1 1)1
0 0 1 0 0 0 110 0 0 110
0 0 0 1 0 0 0|1 0 0 0|1
Conjunto solucién (disponemos de distintas formas para expresar el mismo conjunto):
3 —4 3 —4
veR? |[IpeRLv=(1]+]| 1 |pp={veR®|TacR, v=|(1]+al 1

0 1 0 1

.= le para toda A, entonces

]



Soluciones a los Ejercicios 52

O

(Grupo C curso 23/24) Ejercicio 3. Una matriz cuadrada es invertible si cualquiera de sus formas
pre-escalonadas no tiene columnas nulas. Pero al pre-escalonar A anulando todos los ntimeros a la derecha
del primer 1 de la primera columna restaremos la primera columna (A|1) de la ultima (A|n) y, como
ambas son iguales, anularemos completamente la tltima columna, obteniendo una matriz pre-escalonada

cuya ultima columna es nula.
|

(Grupo C curso 23/24) Ejercicio 4(a) Imposible. A tendria que ser una matriz de tamaiio 3 x 4,
pero tal matriz tendria rango < 3 (no podria tener rango completo de columnas) y, por lo tanto, el sistema
no podria tener solucién tnica.

]

(Grupo C curso 23/24) Ejercicio 4(b) Posible. A tiene que ser 3 X 4 con rango 2, de manera que
dim N (A) =2
([

(Grupo C curso 23/24) Ejercicio 4(c) Posible. A tiene que ser 3 x 2 con rango 1, de manera que
dim N (A) = 1.
([

(Grupo C curso 23/24) Ejercicio 4(d) Imposible. Con p = (—1,) tendriamos que 0 es solucién,
algo imposible con un vector del lado derecho no nulo.
([

(Grupo C curso 23/24) Ejercicio 4(e) Imposible: A tendria que ser una matriz de orden 3 x 2
con rango 0 (para tener dim A (A) = 2), es decir, tiene que ser A = 0. Consecuentemente, ningtin lado
derecho distinto de cero podria tener una solucién no nula. Equivalentemente, dado que N (A) = R2, el
vector (—1,—2,) € N (A) anularfa la solucién particular (1,2, ), por lo que 0 tendria que ser una de las

soluciones. Y eso es imposible con un vector de lado derecho distinto de cero.
O

(Grupo C curso 23/24) Ejercicio 4(f) Posible. A tiene que ser 3 x 2 con rango 2 para tener solucién
Unica.

O
(Grupo C curso 23/24) Ejercicio 5. Dado que w # 0 y que w € C (A) (pues Aw = w), sabemos que
rg (A) > 1. Pero u y v pertenecen a N (A) (pues Au = 0 y Av = 0) y son linealmente independientes
(pues ninguno de los dos vectores es miltiplo del otro) por tanto dim N (A) > 2 y, como A tiene tres

columnas, rg (A) <1=3-2. Por tanto. |rg (A) =1\

(]
(Grupo C curso 23/24) Ejercicio 6. Dado que

e s
13 2 1 [(C15114] 1 0 0 0 (Cij2ts] 1 0 0 O
2 22 2 | —h 2 -4 2 o0 |—55 12 40 0 |,
111 -1 1 -2 -1 -2 1 -2 0 -2
1 3 1
una base de E(S) estd formada por los vectores del subconjunto T' = 21,121, 2
1 1 -1

(Grupo C curso 23/24) Ejercicio 7(a) Por una parte, cualquier combinacién de matrices cuya primera
fila es nula es una matriz cuya primera fila es nula. Por otra, la fila i-ésima de cualquier combinacién
de matrices cuya fila i-ésima es un multiplo de la fila i-ésima de la matriz identidad de orden n es

a(a(ill)) + B(b(i|l)) = abaB(,|1), es decir, un multiplo de la fila i-ésima de la matriz identidad de orden
n.

Por tanto el conjunto es un subespacio vectorial.
O

(Grupo C curso 23/24) Ejercicio 7(b) No es subespacio: (1,0,0,) pertenece al conjunto pero
2(1,0,0,) no pertence
([
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(Grupo C curso 23/24) Ejercicio 7(c) No es subespacio: la matriz nula no pertence al conjunto
(]

(Grupo C curso 23/24) Ejercicio 7(d) No es subespacio; el conjunto no es cerrrado para la suma:

o o) bal=b i

(]
(Grupo E curso 23/24) Ejercicio 1(a) Verdadero. Puesto que | es simétrica y puesto que (BC)T =
(CT)(BT) para cualesquiera matrices cuadradas B y C del mismo orden, entonces =" =(AA™H =
(A)T)(AT),

(]

(Grupo E curso 23/24) Ejercicio 1(b) Falso. Dado que dimN (A) =2, el rango de A es 2 (solo
dos de las cuatro columnas de sus formas pre-escalonadas tienen pivote). Por lo tanto, A no tiene rango
completo por filas (es decir, C (A) # R3). Asf pues, cuando b € C (A) el sistema tiene infinitas soluciones,
pero cuando b & C (A) el sistema no tiene ninguna y como no podemos saber si (3,1,4,) € C (A) tampoco

podemos afirmar que el sistema tenga solucién.
|

(Grupo E curso 23/24) Ejercicio 2(a) Puesto que

121 2 1 0 0 0
2 4 2 5| (2142 |2 0 0 1
121 1 {g_;;}ii} 1 0 0 -1
1 000|————|1 -2 -1 -2/,
0100 01 0 0
0010 00 1 0
00 0 1 0 0 0 1 |

el conjunto de soluciones (la solucién completa) es (tenemos distintas formas de expresar dicho conjunto)

-2 -1 -2 -1
veR! | IpeR? v= é (1) pr=<velR|3a,beR, v=a é +b (1)
0 0 0 0
—2 -1 -2 —1
1 0 . L . 1 0
=L HE E = El conjunto de combinaciones lineales de 0 y 1
0 0 0 0
O
[(~2)142]
[(-1)1+3]
121 2| -1 [<[(1§>11++5‘]11 1 00 0
(Grupo E curso 23/24) Ejercicio 2(b) Puestoque | 2 4 2 5| —2a 2 0 0 1
1 2 1 1| —a 1 0 0 —1
para a = 1.
O

(Grupo E curso 23/24) Ejercicio 3(a) Dado que la matriz A es de rango completo por columnas,

Base de N (A): []; Base de C (A) :

W N =
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1 2 3 47 ((~21420 [1 0 0 0
L0009 |1 -2 -3 4
(Grupo E curso 23/24) Ejercicio 3(b) Puestoque [ 0 1 0 0 [ ——— [ 0 1 0 0
0 01 0 0 O 1 0
0 0 0 1 0 O 0 1
-2 -3 -4
Base de NV (B) : L 0 0 Base de C (B): [ (1,); ]
* 0 3 1 ) 0 ) ) . 9 )
0 0 1
U
(Grupo E curso 23/24) Ejercicio 3(c) Por el apartado anterior
-2 -3 —4 1
N . L. 0 1. 01 1. . L )
Base de (C) : E E ' ERE Base de C (C) : |
0 0 1 1
(Il
(Grupo E curso 23/24) Ejercicio 4.
12 4/=b | (osg [T 0 0]=b . 1 0 0l-b
0 1 3|—=by | [(=H1+3] |0 1 3 |—=by | [(=32+3] [0 1 0|—by
1 3 7|—bs 111 3| -bs 1 1 0 —bs
2 2 2|—-by 2 —2 —6|—by 2 =2 0|—by
- 1 0 0 0 - 1 0 O 0
[((b)1+4] [0 1 0| —be [(b2)2+4] [0 1 O 0
1 1 0| b —bs 1 1 0| by+by—by
2 —2 0]/2b; —by 2 —2 0]|2b; —2by — by
Asi pues,
b1 + b2 - bg = 0
2b1 — 2by —by=0
Solucién alternativa: Necesariamente b € C (A), es decir:
by 1 0 b1 1 0
b2 _ 0 1 . _ _ b2 _ 0 1
by =aly +c nE llamando a = b1 y ¢ = b, by =bl 1 + b2 1
by 2 -2 by 2 -2
tenemos
b3 = by + bo N b1+ by — b3 =0
by = 2by — 2by 2b1 — 2by —by=0
(Il

(Grupo E curso 23/24) Ejercicio 5(a) NO es subespacio. La matriz nula no pertenece al conjunto.

]

(Grupo E curso 23/24) Ejercicio 5(b) Es subespacio. Para cualesquiera f(z,y) y g(z,y) en el

conjunto

a- £(7.03,2024) + b- £(7.03,2024) = a0 + b0 = 0.

]

(Grupo E curso 23/24) Ejercicio 5(c) NO es subespacio. (—1,0,0,) estd en el conjunto pero

—1-(-1,0,0,) no.

O
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(Grupo E curso 23/24) Ejercicio 5(d) Es subespacio. Para cualesquiera A y B en el conjunto

(aA +bB)" = (aAT) + (bBT) = a(AT) + b(BT) = aA + bB.

o bien
— — T ) —
(aA +1B) ;= (ah) ; + (B),, = (a(am) s (4(BT)) =, (aA +1B).
(]
(Grupo B curso 22/23) Ejercicio 1(a) Puesto que
,
1 2 1 0 3.0 [(3)1] 10
T (3)1] {
2 1| (2142 | 2 =3 | @2+ | 0 =3 | [=5)2] | 0o 1
10 1 -2 -1 -2 -3 2 |
0 1 0 1 2 1 2 -3
- -1 2 -1 2 1 2 3 0 1 0
1_ 1 1 1 —
tenemos que A —3[ 9 1]Check 3[ 9 1][2 1}—3[0 3}—[0 1].
u
1 200 -+ 2 0 0
s 2100 2 -+ 0 0
(Grupo B curso 22/23) Ejercicio 1(b) Del apartado a) 00 1 2 8 03 12 | =
3 3
0021 o o 2 -1
) a_ [AT
I. Asi que B™ = [ A'l]'
u
(Grupo B curso 22/23) Ejercicio 2(a) Dado que
1 2 0 —17 1 0 0 0 ] (1 0 0 0 ]
1 4 2 5 - 1 2 2 6 - 1 2 0 0
[(=2)1+2] [(=1)243]
1 6 4 11 {(1)144] 1 4 4 12 [(—3)2.+4] 1 4 0 0
100 O — 1 =2 0 1 —_— 1 =2 2 7 )
01 0 O 0O 1 0 O 0o 1 -1 -3
001 O 0O 0 1 O 0 0 1 0
|00 0 1 | L0 0 0 1 | 0 0 0 1 |
1 0
11]; 2] ; | es una base de C (A) (pero hay muchas otras respuestas posibles).
1 4
(]
(Grupo B curso 22/23) Ejercicio 2(b) Es el plano de R* formado por los vectores:
2 7
4 s | -1 -3
veR® |dpeR®, v= 1 0 p
0 1
u
(Grupo B curso 22/23) Ejercicio 2(c) Como el vector del lado derecho es %(Ap), la solucién es
0 2 7
veR! [IpeR? v= % + b3
0 0 1
|

(Grupo B curso 22/23) Ejercicio 3(a) Si A = [a;b;c], como 3a + 2b 4+ ¢ = 0, tenemos que
3 3

A|2| =0.Esdecir |2]| e N (A) Dado que a, b y ¢ apuntan en diferentes direcciones, sabemos que a
1 1
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y b son linealmente independientes (b no puede ser multiplo de a). Por tanto rg (A) =2ydimN (A) =1.
Asf pues, N (A) es el conjunto de multiplos de (3, 2, 1,) .
|

(Grupo B curso 22/23) Ejercicio 3(b) Dado que a, b y ¢ son no nulos y apuntan en diferentes
direcciones, sabemos que a y b son linealmente independientes. Y dado que 3a + 2b = —c, la ultima
columna se convierte en 0 tras la eliminacién (por ser combinacion lineal de las columnas que la anteceden).
Por tanto, las dos primeras columnas son columnas pivote y la tercera es una columna libre.

|

(Grupo B curso 22/23) Ejercicio 3(c) Dado que la matriz nula 0 pertenece al conjunto, el conjunto
3X3

no es vacio. Solo necesitamos probar que S es cerado para las combinaciones lineales. Sean B (3, 2, 1,) =0

y C (3,2, 1,) =0,y x,y € R; entonces

3 3 3
(mB+yC) 2| =2B 2| +9C|[2] =20+9y90=0 — (xB+yC>€S.
1 1 1

Por tanto S es un subespacio de R3*3,
|

(Grupo B curso 22/23) Ejercicio 4(a) C (A) =R" y N (A) = {0}.
O

(Grupo B curso 22/23) Ejercicio 4(b) El sistema [l ;;...1},] de columnas de la matriz identidad
I es una base para C (A) El sistema vacio, | |, es una base para N (A)

nxn

O

(Grupo B curso 22/23) Ejercicio 5. Si suponemos que existe A™' encontraremos una contradiccion.
Veamos tres formas de encontrar una contradiccién:

1. Cuando aplicamos una secuencia de transformaciones elementales a una matriz invertible no podemos
obtener una matriz con columnas nulas. Pero, si asumimos (erréneamente) que A es invertible, es
decir, si asumimos (erréneamente) A =1_ __ , entonces

1 k

A% =AA =A(l =0

=0.

‘rlwrk)

Ty Ty

2. Una matriz invertible no puede tener columnas nulas pero como A* = AA = 0 multiplicando ambos
lados por la (inexistente) A™ obtenemos

(A"HA% = (ATA)A =(A™H)0
A =0.

3. Si A es rango completo, entonces rg (A) =n # 0, y por lo tanto, el espacio de fila de A tiene

dimensién n # 0. Pero, dado que A? = AA = 0, multiplicando ambos lados por la (inexistente) A™*
obtenemos

A=A = C(AT)cc(0T) = 1g(A)=0=dimC(07).

Dos demostraciones mas

A . =0 = A singular por tener una columna nula
A(A|j) = Olj’ entonces: { 17 & P

1. Como (AA
( ) A| j # 0 = A tiene columnas linealmente dependientes

P

2. Dado que el producto de matrices invertibles es invertible, si A fuera invertible, entonces AA = A*
serfa invertible, pero no lo es ya que A? tiene columnas de ceros.

]
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(Grupo B curso 22/23) Ejercicio 6(a)

AB =BA
(AB)" —(BA)"

(B™)(A™)

(A7) (B™)

o7

]

(Grupo B curso 22/23) Ejercicio 6(b) Az = 0 tiene soluciones distintas de cero cuando las formas
escalonadas de A tienen alguna columna nula (y por tanto podemos encontrar alguna solucién especial).

Consecuentemente, es cierto cuando | rg (A) < n|y también cuando A2=0]| ya que esto implica que A
es singular. El caso 1 es falso en general.
|
(Grupo E curso 22/23) Ejercicio 1.
T e A K A I R SO Y R
- —1)1+3 - r - 3)4 -
T s O U v S R S ) e T Y SO pG I S e  C) RY I S o I (€ E)
0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 5
0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0 1 3
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 3
1 0 0 0
2 0 -1 0 _2
0 3 -1 0 3
1 -1 -1 -3 |. Por tanto, el conjunto de soluciones es g
o o | i 1
0 0 0 1
O
2 20 2 0 0
2 5 3 . 2 3 3 .
A 1 2 -1)1+2 1 -1 2 —1)2+3
(Grupo E curso 22/23) Ejercicio 2(a) Como = 0 (D12 (ZD2+9]
| 1 00 1 -1 0
010 0 1 0
0 0 1 0 0 1
2 0 0
2 3 0
1 -1 3 _|K
1 -1 1 LEE
0 1 -1
0 0 1
1 -1 1 2 2 0 1 -1 1 2 0 0
entonces|E=| 0 1 —1 | | comprobacién: | 2 5 3 0O 1 —-1(=2 3 O
0 0 1 1 0 2 0o 0 1 1 -1 3
O
(Grupo E curso 22/23) Ejercicio 2(b) Como AE = K entonces A=KE™; y como
1 -1 1 1 0 0 1 00
0o 1 -1 (1) 1+2] 01 -1 . 010
E/ |0 0 1 [(-1)1+3] 0 0 1 [(1)2+3] 00 1| |1
Il |1 0 0 11 -1 1 1 0| [E|’
0o 1 0 01 0 0 1 1
0 0 1 0 0 1 0 0 1
concluimos que
110 2 0 0 110 2 20
U=|0 1 1 || comprobacién:KU=1| 2 3 0 01 1 (=2 5 3|=A.
0 0 1 1 -1 3 0 0 1 1 0 2
|

(Grupo E curso 22/23) Ejercicio 2(c)

Dado que el rango es tres, el espacio columna es todo R3.

Por lo tanto, cualesquiera tres vectores independientes en R? servirdn. Por ejemplo: una lista con las tres
columnas de | de orden 3, o una lista con las tres columnas de A, o una lista con las tres columnas de K.
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O
(Grupo E curso 22/23) Ejercicio 3(a) Una posible respuesta es: Como E es invertible entonces
rg (A) =1g (U) =3 ya que
A=EU =C(AT)ccC(UT)
U=(E"A =C(UT)CC(AT)

; y por tanto C (AT) =C (UT).

Pero el siguiente razonamiento alternativo nos servird para responder al apartado (b): Puesto que
A = EU entonces ATl'“‘rk = E(U_rl____,_k). Asi, al obtener una forma preescalonada de U el rango de A
resultara evidente:

(101 457 1T 0 0 0 57 1 0 0 0 0 7
01 2 2 1 &73;13% 0 1 0 0 1 (—5T1es) 01 0 0 0
o o e e e | A b e
—2)2+4 -1 — —1)4+5 1 —4 —
If7lo 1000 01 -2 =2 0 01 -2 -2 1
0 01 0O 0 0 1 0 O 0 0 1 0 0
0 00 10 0 0 O 1 0 0 0 O 1 -1
L0 0 0 0 1] L0 0O 0 0 1| L0 0 0 0 1 |
1 00 1 0 0 0 O 1 0 0 0 O
Tl--*Tk:EUTf = -3 1 0 01 00 0|=]-31000 :rg(A):?)
-3 1 1 0 0010 -3 1 0 10
a
(Grupo E curso 22/23) Ejercicio 3(b) A"r"‘rk = A(Irl--~-rk) es una forma preescalonada y las
columnas 3 y 5 de (A) 7,7, SOL Cero, por lo que las columnas 3 y 5 de (1) oy, SONL soluciones especiales.
-1 -1
-2 1
Por tanto 1 1; 0 |; | es una base deN(A).
0 -1
0 1

(Grupo E curso 22/23) Ejercicio 3(c) Az = b es equivalente a (E™')Az = (E™")b donde (E™)A=U,
y ya conocemos una forma escalonada reducida de U. Entonces, la parte (no demasiado) dificil es calcular
el vector del lado derecho ¢ = (E™')b para obtener un sistema de ecuaciones equivalente Uz = c.

1 00 100 1 0 0
-3 1 0 . 0 1 0 . 0 1 0
E| | -3 11 [(3)2+1] 0 1 1 [(=1)3+2] o 0o 1| |1
H - 1 00 100 1 0 0 E|’
0 1 0 310 3 1 0
0 0 1 0 0 1 0 -1 1
1 0 0 3 3
asitEb=13 1 0 —8 | = | 1] = ¢. Mirando la forma escalonada reducida de U en el apartado
0 -1 1 -7 1

(a) vemos que tres veces 3U I méas U |2 més U |4 €8 igual a ¢. Consecuentemente, una solucién particular es

3 0 —4 -1
0 1 -2 -1
)y + ) 4 ) = [0 0] 0= o
0 0 0 0
-1 -1 -1
-1 -2 1
Por tanto, la solucibn es { v € R | IpcR?, v=| 0 [+| 1 0 |p
1 0 -1
0 0 1
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(Grupo E curso 22/23) Ejercicio 4(a) Las columnas que se anaden en la concatenacién [A A] son
iguales a las que ya habia en A. Por tanto, tras la eliminacién de izquierda a derecha, las formas pre-
escalonadas de ambas matrices tendréan las mismas columnas pivote; y dichas columnas forman un base

de sus correspondientes espacios columna. Es decir, |C ([A A]) =C (A) .

]

(Grupo E curso 22/23) Ejercicio 4(b) Dado que ambas matrices tienen el mismo espacio columna,

ambas tienen el mismo rango r. Por tanto |dim N ([A A]) =12 —r|

U
(Grupo E curso 22/23) Ejercicio 5.
A=A +A+A> 4 A" H=II+A+A - A" H AL +A+ A%+ A"
=(I+A+A*+. .+ A" H—(A+A*+ ...+ A" 4 0) =1,
(]
(Grupo E curso 22/23) Ejercicio 6. Verdadero. AB = (AB)T = (BT)(AT).
]

(Grupo D curso 21/22) Ejercicio 1(a) La matriz de la derecha del producto es de rango completo
(es decir, un producto de matrices elementales l"'l“"rk); si la denominamos E = I_rl___,,_]c tenemos que la

matriz de la izquierda del producto es igual a A(E_l) = A_rglm_,_l-l; por tanto la matriz de la izquierda del

producto es una forma escalonada de A con tres pivotes = |rg (A) = 3| En otras palabras, si E es de

rango completo, rg (BE) =rg (B)
O

(Grupo D curso 21/22) Ejercicio 1(b) Puesto que N'(A) = {(0, 0, 0,)}, un sistema generador
solo contiene el vector nulo o es vacio

0
Sistema generador de N (A) : 0]; obien []=0,
0
la base es necesariamente vacfa (dimension cero): Base de N (A) =[] = 0.
|
(Grupo D curso 21/22) Ejercicio 1(¢) Puesto que N (BT) =N ((AE)T) si E es de rango completo,
1 00 r 1 0 0
01 0 =9+ 10 1 0
. . Lo [(-2)3+2]
basta con mirar la matriz de la izquierda: | 1 2 0 | ——= | 1 2 0 | = una basede N/ (AT):
4 2 1 0 0 1
5 1 1 1 -1 1
-1 -1
—2 1
1 1; 0 1;
0 -1
0 1

(Grupo D curso 21/22) Ejercicio 1(d) Puesto que la primera fila de A es (1, 1, 7,), el conjunto
de soluciones es

1 -1 -1
0 -2 1
veR? | IpeR: v=|(0]+ 1 0 |p
0 0o -1
0 0 1
O
(Grupo D curso 21/22) Ejercicio 2(a)
T
[((=2)1+2]

1 2 3 [(C3)1+3] 1 0 0 [(71‘)’-2+3] 1 0 0

1 56— 1 3 3 — |1 3 0 =L;

2 6 c 2 2 ¢—6 2 2 ¢—8
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Por tanto; ¢ =8 = A singular.
|

(Grupo D curso 21/22) Ejercicio 2(b) Cuando ¢ # 8 la matriz es invertible (rango 3). Asi que su
espacio nulo solo contiene el cero, N (A) = {0}, y su espacio columna es todo R3. Exdctamente lo mismo
aplica para A™%.

|

(Grupo D curso 21/22) Ejercicio 2(c) Aplicando las transformaciones del primer apartado a las
columnas de I:

T
[(—=2)1+2] —92 _ _9 _
1 0 0 [(—3)113] 1 2 3 [(71)72%] 1 2 1
[ . , =l010|—>]0 1 0 |——=]0 1 -1|=B.
[(=2)1+2][(—3)1+3][(—1)2+3] 0 0 1 0 0 1 0 0 1
Asi, A =AB = L.

T T T
[(=2)1+2][(=3)1+3][(-1)2+3]

]

(Grupo D curso 21/22) Ejercicio 2(d) Basta invertir B; por ejemplo, aplicando a las columnas de
I la inversa de la secuencia de transformaciones del apartado (a).

1 00 T 1 00 T 1 0 3 T 1 2 3
Bl=1 . =|o0 1 o2 bg o | @ gy |y | 2y
[(1)2+3] 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1
[(3)1+3]
[(2)1+2]
de manera que A = LU; pues LUZ(A , , , . , , ):A.
[(-2)1+2][(—-3)1+8][(-1)2+8]"  [(1)2+3][(3)1+3][(2)1+2] -

(Grupo D curso 21/22) Ejercicio 3(a) Como para cada b € R™ el sistema tiene solucién, sabemos
que siempre b € C (A), es decir, R™ C C (A) Y puesto que C (A) C R™ (pues cada columna tiene m

componentes): |C (A) =R™ |

(I
(Grupo D curso 21/22) Ejercicio 3(b) Como cada fila tiene un pivote: ‘
(Il
2 5
(Grupo D curso 21/22) Ejercicio 3(c) A= | 4 10
0 0
2
C (A) es la recta formada por los vectores ¢ v € R?® | Ipe R, v=| 4 | p
0
N (A) es la recta formada por los vectores {v €R? |IpeRY v= [ _25 } p}.
(I

(Grupo D curso 21/22) Ejercicio 3(d) {v € R?

wero= )+, [o}

(Grupo E curso 21/22) Ejercicio 1(a) Todas las columnas verifican que su tercera componente es
la suma de las dos primeras (a, b, (a +b),). Como 1+ 0 # 0, sabemos que (1, 0, 0,) ¢ C (A).

(Grupo E curso 21/22) Ejercicio 1(b) Cualquiera del conjunto

by
veR? | 3b,bbeR, v= ba ={veR|[-1 -1 1]v=(0)}.
b1 + bo

]

(Grupo E curso 21/22) Ejercicio 1(c) Porque A tiene tres filas pero dimC (AT) < 3, es decir,
rg( A ) < 3.

3X3
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o [[1 0] [oo] [o1] [oo0]
(Grupo E curso 21/22) Ejercicio 2(a) Por ejemplo: { {0 0}, {1 O]’ [O O}’ {O 1},}

(Grupo E curso 21/22) Ejercicio 2(b) Por ejemplo, el conjunto de miltiplos de A:

e[} 2} ([ 3 8)])

Otro ejemplo: las combinaciones lineales de las tres primeras matrices de la base del apartado (a):
1 0 0 0 0 1
3. _ . : .
mewm=| [ ] [Va] [00]])
10
-<([[o o) |
(Grupo E curso 21/22) Ejercicio 2(c) Por ejemplo:

sovem=a[ 0 0] 0 b =[]

(Grupo E curso 21/22) Ejercicio 2(d) Verdadero. Si un subespacio V contiene A y B, también
contiene A — B = 1.

{M € R2x2

{M c RQXZ

= O
o o
—_
| —
o o
O =
—_
—_
N~

{M c R2><2

o o
—_
| —
o o
O =
—_
—_
N4

|

(Grupo E curso 21/22) Ejercicio 3(a) Las columnas de A son linealmente dependientes puesto que
R|3 = A(B|3) = 0. Puesto que B|3 no tiene componentes nulas, sabemos que A|3 es una combinacién
lineal de All y A|2. En particular A|3 = 3A|1 — 2A|2.

(]
(Grupo E curso 21/22) Ejercicio 3(b) Tras dos pasos de eliminacién tenemos
1 2 7 . 1 0 ? . 1 0 ?
2 a ? [(=2)1+2] 2 a—4 ? (=1)2] 2 4—-a 7
11 7 1 -1 ? 1 1 ?
b 8 7 b —-2(b-4) ? b 2(b—4) 7
Puesto que 4 —a =0y que 2 (b —4) = 2 necesariamente a =4 y b = 5.
(|
-3
(Grupo E curso 21/22) Ejercicio 3(c) (veR? |IpeR} v=| 2 |p
1
(]
(Grupo E curso 21/22) Ejercicio 3(d) Es el mismo que el de zR = 0. Por tanto,
-2 -3
4 2 . 1 0
veR® |dpeR? v= 0 -2 |P
0 1
|
(Grupo E curso 21/22) Ejercicio 3(e) C(A)=C(R) y N (AT)=N\ (RT).
(]

2
(Grupo E curso 21/22) Ejercicio 4(a) | 2
1

O Ot N
N WO

T 2 0 0 T
[(-1)1+2] [(-1)2+3]
— 12 3 3| —
2
1
Comorg (A) = 3, entonces C (A) = R3. Por tanto sirve cualquier base de R?; por ejemplo 0

0
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O

(Grupo E curso 21/22) Ejercicio 4(b) dim N (A) = 0.
u

(Grupo D curso 20/21) Ejercicio 1(a) Como hay solucién para cada b € R™, el rango de A es igual

al ntmero de filas, es decir, | rg(A) = m.
(]

(Grupo D curso 20/21) Ejercicio 1(b)  Como el rango es m entonces, N ( AT ) = {0} con 0 € R™.
o O
(Grupo D curso 20/21) Ejercicio 1(c) Puesto que rg(A) = m < n, entonces AT es de rango

nxXm

completo por columnas. Por tanto 0 6 1 soluciones (si m = n entonces siempre 1 solucién).

(]
(Grupo D curso 20/21) Ejercicio 2(a)
1 0 -1 . 10 0] ofasyy [ 1 00
21 0 [(1)1+3] 2 1 2 [(—2)2+3] 0 1 0 -R
3 2 1 3 2 4 -1 2 0|
4 3 2 4 3 6 -2 30
]
(Grupo D curso 20/21) Ejercicio 2(b)
,
0 0 2 T 002[(%)2]001 T 1 0 0
[(-2)2+3] [(3)3] [1=3]
0 0 4 0 04| —|0O02|——|200]|=R
0 3 6 0 30 010 010
(]

(Grupo D curso 20/21) Ejercicio 3(a) Puesto que el sistema es homogéneo siempre tiene solucion.
Como hay més columans que filas, cualquier forma pre-escalonada de AT tiene una columna libre y, por
tanto, encontraremos una solucién especial # 0.

(Como u; v; w son una base, son linealmente independientes y AT (3 x 4) es de rango completo
por filas. Consecuentemente el sistema es resoluble para cualquier vector del lado derecho. Por tanto, la

afirmacion serfa cierta incluso si ATy = b no fuera homogeneo).
a

(Grupo D curso 20/21) Ejercicio 4(a) No. El conjunto no es cerrado para la suma. Por ejemplo:
I + (—1) = 0 no es invertible. El conjunto tampoco es cerrado para el producto por escalares. Por ejemplo:

0l = 0 no es invertible.
O

(Grupo D curso 20/21) Ejercicio 4(b) Si, es un subespacio ya que es cerrado para las combinaciones
lineales: considere a,b € R y A y B de orden m x 2 tales que A(:L'O) =0y B(:co) = 0 entonces

(aA + bB) G) — A G) +bB G) ~ a0 + b0 = 0.

([
(Grupo D curso 20/21) Ejercicio 5(a)
[(~171-+2]
coo Ll [0 0 ]t [0 000
s Sic#0, A esinvertible: | ¢ ¢ 2 | ———— | ¢ 0 1 —S | c 0 1
369 3 3 2l 330
T
[(—2)1+2]
: - : . 0 01 [(—3)1+3] 0 01
= | A es singular si y solo 51020‘(2 pivotes): | 0 0 2 [ ——— | 0 0 2
3 6 9 3 00
(I

(Grupo D curso 20/21) Ejercicio 5(b)
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= Cuando ¢ =0: rango 2

= Cuando ¢ # 0: rango 3

(I
(Grupo D curso 20/21) Ejercicio 5(c)
-2 -2
» Cuandoc=0: N(A)=<qveR® |IpeRv=| 1 |p,p=L 1 ];
0 0
= Cuando c #0: N (A) ={0} C R%.
O
(Grupo D curso 20/21) Ejercicio 5(d)
0 1
= Cuando ¢ = 0: UnabasedeC(A): 0]; 21;
3 9
1 0 0
= Cuandoc # 0: Una base deC(A) es cualquier base de R?; por ejemplo 0]; 1]; 0];
0 0 1
(I
(Grupo E curso 20/21) Ejercicio 1(a)
12 1] (e [200] . [1 00
A— 0 0 1 (=1)1+3] 0 0 1 [2=3] 01 0 -R
|13 6 3 3 0 0 30 0|
3 6 3 3 00 3 00
U
(Grupo E curso 20/21) Ejercicio 1(b) Puesto que A _ =R, entonces E=1 . Asi
[(=2)1+2] [(=2)1+2]
[(=1)1+3] [(=1)1+38]
[2=3] [2=3]
1 00 1 01 1 20 1 2 1
puess E' =1 _  esdecir, E'=1 _ =0 0 1 01 0 01 0|=|001
[2=3] [2=3] 010 0 01 0 01 010
[(1)1+3] [(1)1+43]
[(2)1+2] [(2)1+2]
(]
1 0 0
(Grupo E curso 20/21) Ejercicio 1(c) g [1 2 1]+ (1) [0 0 1]+ 8 [01 0]=
3 0 0
1 21 0 00 0 00 1 21
0 0O 0 01 0 00 0 01 .
3 6 3 + 00 0 + 0oo0oo0l=13 6 3 . Rango 1, 1 y 0 respectivamente.
3 6 3 0 0 O 0 0 O 3 6 3
(Il

(Grupo E curso 20/21) Ejercicio 2(a) Puesto que u; v; w son una base, son linealmente indepen-
dientes. Asi pues, ( de orden 4 x 3) es de rango completo por columnas. Consecuentemente todas las
columnas de cualquiera de sus formas pre-escalonadas son columnas pivote (no hay soluciones especiales).

O

(Grupo E curso 20/21) Ejercicio 3(a) No. Conjunto NO cerrado para la suma. Por ejemplo: [(1) 8] +

0 0 . .
{0 1] = | es invertible.

]

(Grupo E curso 20/21) Ejercicio 3(b) Si. Es un subespacio. Considere las matrices A y B con
diagonales (a11, a2, ass)y (b11, baz, bss), respectivametne, y donde ai1 + age +ass = bi1 +baa +bss = 0.
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Cualquier combinacién lineal AA + uB tendra como diagonal (Aai; + pubi1, Aags + pbaa, Aass + ubss).
Por tanto (Aa11 4 pbi1)+ (Aaga + pbao) + (Aags + pbss) = A(a11 +ase +ass) + p(bi1 + b2 +bs3) =0+0 = 0.

(Il
0
(Grupo E curso 20/21) Ejercicio 4(a) El sistema Az = | 0
1
(Il
0 3 2 0
(Grupo E curso 20/21) Ejercicio 4(b) A invertiblesib#3. Y| 0 b 2 |x= [0 nosda x =
2 a 1 1
1
2
0 por inspeccién.
0
([l
(Grupo E curso 20/21) Ejercicio 4(c)
= Si b = 3 entonces rg (A) = 2 (Dos filas iguales, independientemente del valor de a).
= Si b= 3 entonces rg (A) = 3 (Columnas linealmente independientes. No depende de a).
([l
(Grupo E curso 20/21) Ejercicio 4(d)
0 3
-Sib:3unabaseparaC(A)esC(A): 0]; 31;
2 a
1 0
» Sib # 3 entonces cualquier base de R? es una base de C (A), por ejemplo 0]; 17]; 0];
0 1
([l
(Grupo E curso 20/21) Ejercicio 5.
[ /1 0\ | [ /0
Base para C (MT): 0]; 115 1, Base paraN(M): 0); 1|,
| \0 0/ | |\l
[ /0 0\ | [ /1 0 0
1 0 0 -2 —4
Base para C (M): 21; 01; 1|, Base paraN(MT): 0]; 1 |; 0 1|;
0 1 0 0 -2
4 2/ | - \o 0 1
([l
(Grupo B curso 19/20) Ejercicio 1(a)
(1 2 3|37 1 0 0 ]0] 1 0 0] 0 ]
2 4 7|4 ' 23-1 2 2 0 1 ]2 2 0 1 0
-2)1+
36 10| -7 | (308 |3 0 12 . 3 0 10
3 6 10| -7 [(3)1+4] 3 0 1 |2 | [(-2)3+4] 3 0 1 0
10 00 1 -2 -3|3 1 -2 =39
01 0 0 0 1 010 0 1 0 0
0 0 1 0 0 O 110 0 0 1 | -2
L0 0 0] 1 | L0 0 0 |1 ] L0 0 0 | 1 |
1 3 1 0
2 7 2 1
Una base de C (A) NE TIERE otra: NE nE
3 10 3 1
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-2
(Grupo B curso 19/20) Ejercicio 1(b) Una base de N (A): 1]
U
9 -2
(Grupo B curso 19/20) Ejercicio 1(c) (v eR3 |[IJpeR,v=(0|+| 1 |p
-2 0

(Grupo B curso 19/20) Ejercicio 2. |Una matriz asi NO existe . Puesto que ' (A) C R3 y C (A) C
R3, la matrix A es de orden 3 por 3; y puesto que dimC (A) =1, su rango es uno. Por tanto, dim A/ (A)
deberia ser 3 — 1 = 2, y por tanto [ (1, 2, 1,) ; ] no puede ser una base de A/ (A), pues dicho sistema
solo contiene un vector.

O

(Grupo B curso 19/20) Ejercicio 3(a) El espacio nulo tiene dimension 2. Por tantorg (A) =3-2 = 1,
y |dimC (AT) =1

([
(Grupo B curso 19/20) Ejercicio 3(b) La columna A, se deduce de la solucién particular. El resto
1 -1 0
de columnas se deducen de las soluciones especiales: | A= | 2 -2 0
1 -1 0
U
2
(Grupo B curso 19/20) Ejercicio 3(c) Los multiplos de [ 4 | . Es decir
2
2
C(A): beR? |JacRtalqueb=ua |4
2
([

(Grupo B curso 19/20) Ejercicio 4(a) Recuerde que los productos por la izquierda corresponden
a transformaciones de las filas, y por la derecha a las columnas. Por tanto, intercambiar las primeras filas
corresponde a multiplicar por la izquierda:

01 0
B=MA donde M=|1 0 O
0 0 1

M es invertible puesto que repetir el intercambio nos devuelve al estado inicial, es decir, M? = 1.
|

(Grupo B curso 19/20) Ejercicio 4(b) De nuevo multiplicamos por la izquierda por ser una trans-
formacion de las filas, por tanto . Para encontrar M, aplicamos las transformaciones a la matriz

identidad 3 por 3. Mantener la primera fila no cambia nada. Afiadir la seguda fila a la tercera si modifica
l:

1 00

010

0 1 1
Sustituir la segunda fila por la suma de las otras dos nos da:

M:

O = =
== O
)

M no es invertible; sus columnas don dependientes, pues las dos ultimas son iguales. Esto significa que
(0,1,1) es un vector de N (M). Como N (M) contiene otros vectores ademés del nulo, M es singular.
|
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(Grupo B curso 19/20) Ejercicio 4(c)  Ahora operamos con las columnas, por tanto .

Para obtener M, aplicamos las transformaciones a la matriz identidad:
1 -1 -1

M=10 1 0

0 0 1

M es invertible ya que dichas restas son reversibles: basta sumar la primera columna a las otras dos! De
hecho, aplicando esta operacién sobre la indentidad obtenemos la inversa de M

1 1 1
Mi=10 1 0
0 0 1

O
4 3 37T 4 -1 -3
(Grupo B curso 19/20) Ejercicio 5. (A7) ' = (A‘l)T =|-1 -1 -1 =||3 -1
-3 0 1 3 -1 1
O
(Grupo E curso 19/20) Ejercicio 1(a)

(1 3 2 —1| —1 i (1 0 0 O 0 ] 1 0 0 007
2 7T 4 -2 -2 [(=3)1+2] 2 1 0 0 0 2 1 0 010
39 6 7 |-13| NN 3 0 0 10]-10 . 3.0 0 10[0
1 0 0 O 0 [(1)1+5] 1 -3 -2 1 1 ((1)4+5] 1 -3 -2 1|2
01 0 O 0 0 1 0 O 0 0 1 0 010
0 01 O 0 0 O 1 0 0 0 O 1 010
0 0 0 1 0 0 O 0 1 0 0 0 0 111

L0 0 0 O 1| |0 0 0 O 1| L0 0 0 01 |

T 2 —2
_ Y 4 10 0
S = . € R* | da € R tal que @ = 0 +al
w 1 0
El conjunto es una recta pero, como no contiene el vector nulo, dicho conjunto no es un subespacio.
O

(Grupo E curso 19/20) Ejercicio 1(b) En la expresién del conjunto de soluciones de més arriba,
z es la variable “libre” (la correspondiente a la tercera columna de A). Pero, mediante transformaciones
elementales tenemos que

-212 - -210 ! r | 110 T 0
0 |0 | (MW1+2] 0|0 el 00 y 0
1lo | — L1 — _71 1 = S= . Ja € R tal que x = 1 +a
0|1 0 |1 0 |1 w 1
Donde ahora x es la variable “libre”.
O

(Grupo E curso 19/20) Ejercicio 1(c) ‘El sistema Ax = ¢ es resoluble para cualquier ¢ € R? ‘; pues-

to que C (A) C R? y puesto que el rango de A es 3, entonces |C (A) = R3.

1 3 2 -1
El nuevo ntimero es 2|A|2 =6;| asipues M= |2 6 4 —-2|; y rg (M) =2=dimC (M)
39 6 7
(]
1 0
(Grupo E curso 19/20) Ejercicio 1(d) Por ejemplo: [c=A;; = |2[; d= |1
3 0

Oto“_l O =
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(Grupo E curso 19/20) Ejercicio 2. Premultiplicando ambos lados de la igualdad por P™* = PT
tenemos

{11 2 3 1 (1 2 3 1 0 8
1 2 5 6|]A=P'P=1 = A'=]1 2 5 6| =||1 2 3|.

1 1 0 8 1 1 0 8 2 5 6

a
(Grupo E curso 19/20) Ejercicio 3(a)

1 01 2 -1

2 [O 1 2 —1} =10 2 4 =2, o cualquier miltiplo no nulo de esta matrix.

1 01 2 -1
|

(Grupo E curso 19/20) Ejercicio 3(b)

, 01 0 0
S N P 1 0
11 1 -1

[(—2)1+3] 0 10 =)
—— |1 0 0| —
10

SI.

01 [(—11+2]
2

1 1

O O =

0 1
A=]1 1
11

N W o=

Por tanto C (A) = R? (las columnas generan el espacio) y N (A) ={0}; (son independientes) es decir,

las columnas de A forman una base de R3.
O

(Grupo E curso 19/20) Ejercicio 4(a) Puesto que i|A = (i|B)C’ y puesto que B es de rango

completo y 1|C N C son linealmente independientes, entonces una base del espacio fila es: [1| C; 3] Cc ;] =
[(27 2?4747); (2? 2? 6)67);] .

|
(Grupo E curso 19/20) Ejercicio 4(b) Puesto que AU =B Clj); y puesto que B es de rango completo
2 4 2 8
y C|1 y CI3 son linealmente independientes, entonces BCl1 =B[0)=1|6]y BC|3 =B[0] =112
4 6 6 14
también son linealmente independientes. Asi, una base del espacio columna es: 0]; 12 ] ;
6 14

(Grupo E curso 19/20) Ejercicio 4(c) Puesto que el rango de A es 2 y que C|1 = C|2 y CI3 = C|4 ,

-1 0
una base de N/ (A) es L. 01,
0]’ -1’
0 1
2 0 0
(Grupo E curso 19/20) Ejercicio 4(d) Si b33 = 0 entonces B = [3 4 0| y por tanto, para la
2 00
nueva A = BC ocurre que dimC (A) =1=dimC (AT) y dim N (A) =3.
(Il
(Grupo B curso 18/19) Ejercicio 1(a)
Ciats (~1)2+3
o —1)1+3 —1)243
1 3 1 by (o 14] 1 0 0 0 (361 —ba)2 1] 1 0 0 0
3 8 2| by | — |3 -1 —-1|31—-by | ———— |3 -1 0 0
5 12 2| —b3 5 —3 —3|5b—1b3 5 —3 0| —4by + 3by — b3

es decir, |4b; —3bs +b3 =0
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(Grupo B curso 18/19) Ejercicio 1(b) Puesto que su forma escalonada tiene dos pivotes, el rango

es.

(Grupo B curso 18/19) Ejercicio 1(c) Primero encontramos una forma escalonada reducida de la
matriz

]

1 0 O (3)2-41] 1 0 0 (—1)2] 1 00
3 -1 0| —— |0 -1 0| —— [0 1 0| =R
5 =3 0 -4 -3 0 -4 3 0

De R se deduce que
(4, -3, 1)R=0 = (4, -3, 1,)A=0,

por tanto | (4, —3, 1,) es un vector en N (AT) |

También usando la forma escalonada reducida se puede contestar al primer apartado. Los vectores b
que pertenecen al espacio columna deben ser combinacién lineal de las dos columnas no nulas de R; por
tanto deben ser de la forma

1 0 by
bi| 0 |+ |1] = by = b3 = —4b1 + 3bo
4 3 —4b1 + 3by
]
(Grupo B curso 18/19) Ejercicio 2. Puesto que A(v —w) = Av — Aw = 0; entonces (v —w) =
1 3 -2 1 1 -2 -1
21—-(1) =11 EN(A). Asipues | 2 +(v—w): 21+ 1 | = 3 es otra solucion |.
3 4 -1 3 3 -1 2
g
(Grupo B curso 18/19) Ejercicio 3.
1 1 0 1 ] T (1 0 0 0 ]
— [(=1)1+2]
01 0 —1|l=* 10 1 0 o0
0 0 1 O [(1)2+4] 0O 0 1 O 1 -1 0 1
000 -2 (&) o 0o 0 1 | L Al_ [0 1 0 —1/2
100 0 I 10 1 | e “loo0o 1 0
010 0 0 1 0 F 0 0 0 —1/2
001 0 0 0 1 0
|00 0 1 | L0 0 0 F |
g

(Grupo B curso 18/19) Ejercicio 4. Queremos encontrar una matriz cuyo espacio nulo estd generado
por v = (1 2 71). Tal matriz debe tener tres columnas; y su rango debe ser dos, de manera que no
hay maés vectores en una base de dicho espacio nulo: el espacio nulo debe ser de dimensiéon uno para que
pueda ser generado por v. Ejemplos de matrices como la solicitada son:

10 -1 1 0 1 10 -1 1 0 1 0 1 1 0
0 2 4] 0 1 2]; puestoque 0 2 4 2 | = 0); 0 1 2 2 |1 =10
0 0 0 — 0 0 0| \—-1 0
Pero aplicando ingenieria inversa (por ejemplo aplicada a una matriz con tres filas) podemos econtrar
muchas mds; por ejemplo, partiendo de una matriz de rango 2 (es decir, si a y b son no nulas):

a 0 0 a 0 0 a 0 a

0o b of 0 b 0| (g |0 b 2b 0

¢ d 0] (=13 |e¢ d 0| (@243 |¢ d (c+2d) A @ ¢
1 0 1 1 0 -1 10 0 [ ¢ d (et 2d)
01 2 01 —2 0 1 0

00 -1 00 1 0 0 1

Usted puede estar tentado a escribir una matriz con una unica fila, como [1 0 1] , cuyo espacio nulo
contiene al vector v, pero tal matriz tiene un espacio nulo de dimensién 2, por lo que no estd generado
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por v. Una matriz nula es una respuesta atn peor, pues al tener rango cero, su espacio nulo es todo R?
(dimensién 3).
|

(Grupo B curso 18/19) Ejercicio 5(a) Puesto que & € R*, necesariamente .
U

(Grupo B curso 18/19) Ejercicio 5(b) Puesto que n =4 y solo hay una solucién especial, entonces
rg(A) =4-1=3|

(]
(Grupo B curso 18/19) Ejercicio 5(c) Puesto que rg (A) = 3 entonces .

(Grupo B curso 18/19) Ejercicio 6(a) ‘No es un subespacio
0 € RS.

. puesto que no contiene al vector nulo

O

(Grupo B curso 18/19) Ejercicio 6(b) ‘Es un subespacio‘ (relacionado con, aunque no igual, el

espacio nulo de A). Si tomamos dos matrices C y D del conjunto V, entonces la combincién lineal aC + bD
pertenece al conjunto V, puesto que A(aC + bD) = aAC + bAD = a0 + b0 = 0.

(]
(Grupo B curso 18/19) Ejercicio 6(c) ‘No es un subespacio ‘ Considere las siguientes matrices
singulares
1 00 000
Aj=1|0 1 0| y A =1]0 0 0},
0 00 0 0 1

Su suma es la matriz identidad, que es de rango completo. Por tanto el conjunto no es cerrado para la
suma de matrices.

|
(Grupo B curso 18/19) Ejercicio 7(a)

Todo lo que podemos decir es que ‘ rango A < rango [A | B] ‘ (A puede tener r columnas pivote, y esas

también serdn columnas pivote de [A B]; pero podria haber nuevas columnas pivote entre las de B).
|

(Grupo B curso 18/19) Ejercicio 7(b)

En este caso ‘ rango A = rango [A | A?] ‘ (Cada columna de A? es una combinacién lineal de las colum-

nas de A. Por ejemplo, si llamamos All a la primera columna de A, entonces A - All es la primera columna

de A?. Asi que no puede haber nuevas columnas pivote (nuevas columnas linealmente independientes de
las de A) en el bloque (la parte) “A%” de la matriz por bloques [A | A?]).
|

(Grupo B curso 18/19) Ejercicio 7(c)

El conjunto de soluciones del sistema Az = 0 tiene, como siempre, dimensiéon n — r (donde n es el ni-
mero de columnas de A y r su rango). Y la matriz [A | A] s6lo tiene r columnas linealmente independientes
(r columnas pivote) — ya que las n columnas que afiadimos estan todas repetidas. As{ pues, [A | A] es una
matriz m por 2n de rango r, y por tanto, la dimensién del conjunto de soluciones del sistema [A | A]xz = 0

(Grupo E curso 18/19) Ejercicio 1(a) Las operaciones sobre las columnas preservan el espacio
nulo por la izquierda N (AT), i.e. cualquier solucién del sistema £A = 0 lo es también para el sistema:

O

x (A E) = 0. Sea W la matriz escalonada reducida con la estructura inusual obtenida por nuestro amigo
de Harvard. Podemos buscar las soluciones especiales para el sistema £ W = 0. Las filas 3, 4 y 5 son filas
“pivote”, mientras que las filas 1 y 2 son filas “libres”. Podemos buscar dos soluciones especiales con la
siguiente estructura:

s = (17 0, w3, w4, 1'5,) ; Sy = (Oa 1, s, w4, y5a) .

Es facil ver que (xg, T4, x5,) = (—2, —4, —6,) y (yg, Y4, y5,) = (—3, -5, —7,) , i.e., las com-
ponentes cada fila de H con el signo cambiado. Esto nos da una base del espacio nulo por la izquierda de
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A:

{(17 0, -2, -4, —6); (0, 1, -3, —5, -T) }

O

(Grupo E curso 18/19) Ejercicio 1(b) Queremos reodenar las filas de W de manera que veamos
la forma habitual de una forma escalonada reducida. Recuerde que operar con las filas es equivalente a
multiplicar por la izquierda por una matriz apropiada. Una matriz que coloque las filas de W en el orden
habitual es una matriz permutacion

0 01 0O
0 0010
M=|0 0 0 0 1
10 0 0 0
01 0 0 O

Asi, la matriz R = MW tiene la forma habitual de una forma escalonda reducida. Recuerde que nuestro
amigo de Harvard realizé operaciones sobre las columnas para transformar A en la “extrafna” forma de
W, y que las operaciones por columnas no cambian el orden de las filas. Y recuerde que operar con las
columnas es equivalente a multiplicar por la derecha por una matriz apropiada. Asi, existe una matriz E
tal que AE = W. Por tanto, el producto R = MW =M (AE) = (MA)E tiene el aspecto habitual de una
forma escalonada reducida. Asi que realizar las operaciones sobre las columnas de sobre MA que aplic
nuestro amigo de Harvard nos dara una forma escalonada en su aspecto habitual.

O

(Grupo E curso 18/19) Ejercicio 2(a) La forma més rapida es tener en cuenta que E; realiza cuatro
transformaciones elementales sobre las columnas, sumando a, b, ¢ y d veces la primera columnas sobre el
resto de columnas, y que por tanto E_l1 deshace dichas operaciones, i.e. resta a, b, ¢ y d veces la primera
columnas al resto de columnas, dando como resultado inmediato que @ es la suma de las columnas de E_llz

1 1 1 —a =b —c —d| (1 (I—-a-b—c—d)
1 1 1 1 1
(E)z = |1 = z=ENH|[1]| = 1 1| = 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1

O

(Grupo E curso 18/19) Ejercicio 2(b) La forma mds rdpida es darse cuenta de que x es la suma de
las columnas de (EI)_I. Por tanto:

1 1 1 1 1
1 . 1 —a 1 1 (1-a)
(ENz = |1 = xz=(E]) [1] = |-b 1 1l =|[1-b)
1 1 —c 1 1 (I-2¢)
1 1 —b 1] \1 (1—d)
u
(Grupo E curso 18/19) Ejercicio 2(c)
1 a b ¢ (d+cx)
1
E=E, -E,= 1
1 T
1
(]
(Grupo E curso 18/19) Ejercicio 2(d)
1 1 —a —-b —c —d 1 —a —=b —c —d
1 1 1
E'=E) E'= 1 1 = 1
1 —=z 1 1 -z
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Para comprobar la respuesta multiplicamos esta matriz por la matriz E de la parte c)

1 —a =b —¢ —d| [l a b ¢ (d+cx) 1
1 1 1
1 1 = 1
1 —x 1 T 1
1 1 1

]

(Grupo E curso 18/19) Ejercicio 2(e) La mejor solucién en interpretar cada producto como un
operador que suma a, b, ¢ y d veces la columna 1, de manera que dicha operacién se realiza 10 veces. Es
facil darse cuenta de la pauta iterando: basta realizar un par de productos para deducir la pauta y poder
escribir la solucién

1 a b ¢ dl |1 a b ¢ d 1 2a 2b 2¢ 2d

1 2 20 2 2d] [l a b ¢ d] [l 3a 3b 3¢ 3d
1 1 1
(E,)° = 1 1 = 1

de manera iterativa podemos ver que

1 10a 10b 10c 10d

10 1
(E1) 1
1
1
O
(Grupo E curso 18/19) Ejercicio 3. Dicha matriz debe tener tres filas y cualquier nimero de
columnas, siempre que (17 2, —1,) no sea combinacién de sus columnas, lo que significa que dicha

matriz necesariamente tiene rango menor a tres. Posibles ejemplos son

0 10 1 01
0|, (0 O], |0 1 2
1 0 1 0 0 0
Tenga en cuenta que, para saber que un vector no esta en su espacio columna, usted se debe asegurar de

que no existe una combinacion lineal de las columnas que sea igual a dicho vector. Asi, por ejemplo, la
matriz

1 1
A=1(2 2
1 2
no vale como respuesta. A pesar de que el vector (1, 2, —1,) no aparece explicitamente entre sus

columnas, resulta que 3AI1 — 2A|2 = (1, 2, —1,) .
|

(Grupo E curso 18/19) Ejercicio 4.

131 2|-1 1 0 0 0]0 1 0 0 o0]oO
2 6 4 8| -3 | (342 |2 0 2 4 |-1 2 0 2 00
002 4|1 [ o 0 2 4]-1|(2fsa |0 0 2 0]0
1 0000 (mi+s] |1 —3 —1 —2| 1 | [(3)3+8] |'T =3 —1 0 |1/2
01000 01 0 010 "lo 1 0 0] o0
001 0|0 00 1 010 0 0 1 -2[1/2
000 1|0 00 0 110 00 0 1|0
00 0 0] 1 0 0 0 0] 1 0 0 o0 o] 1 |
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1/2 -3 0
Conjunto de vectores: { & € R* | Ip € R? tal que x = 1(/)2 + (1) _02 p
0 0 1

O

(Grupo E curso 18/19) Ejercicio 5(a) Es el conjunto que contiene unicamente al vector nulo de R*:

{o}.

u
(Grupo E curso 18/19) Ejercicio 5(b) 5—-4=1
(]
(Grupo E curso 18/19) Ejercicio 5(c) z,= (0, 1, 0, 0,)
u
(Grupo E curso 18/19) Ejercicio 5(d) =z = x, puesto que N/ (A) ={0}.
]
(Grupo E curso 17/18) Ejercicio 1(a)
r1 -1 0 0|-b rL 0 0 0]-b rt 0 0 o0 0
-1 2 -1 0]|-be . -1 1 0 0|-be . -1 1 0 o0 0
0 -1 2 —1| —bs [(1)142] 0 -1 1 0| —bs [(I[Uﬂl;s] | 0 -1 1 0 0
0 0 -1 1|=by | W23 | 0 0 -1 0]-bs Qbatb)205] ] 0 0 —1 0] —by —by—bz—by
T 0 0 o]0 | 2 g1 o | Mt s, o0, 1 8
0 1 o0 oo 0 1 1 10 0 1 1 1| 2by+2bs+1b3
0o 0o 1 oo 0o 0o 1 10 0 0 1 1| bitbr+by
0 0o o 1]o0 0 0 o0 10 00 o0 1 0
[0 0 0 o] 1 [0 0 0 o0 1 [0 0 0 o0 1

Después de estas operaciones ya tenemos mas que suficiente para contestar a todo (y mucho mds..., puesto
que he calculado una solucidn particular (de color azul), que no se pide en el ejercicio, y que no es necesaria
para contestar.)
Respuesta de este apartado: puesto hay tres pivotes en la forma escalonada, el rango es 3.
O

(Grupo E curso 17/18) Ejercicio 1(b) La solucién “especial” encontrada es una base de A" (A) (de
dimensién 1); por tanto

Base de N (A) =

[ =

O

(Grupo E curso 17/18) Ejercicio 1(c) Basta con mirar qué condicién deben cumplir los elementos
de b para que pertenezcan a C (A) Aquib e (A) siy sélo si

—by — by — b3 — by = 0.

Dicho de otra forma, la suma de las componentes debe ser igual a cero. Nétese que todas las columnas de
A cumplen dicha condicion: es decir, la dltima fila de A es suma de las tres primeras. Esta es la condicién
que debe cumplir b para que el sistema sea resoluble (i.e., para que b € C (A))

a

(Grupo E curso 17/18) Ejercicio 2(a) No. El conjunto de soluciones no puede ser un subespacio
puesto que no contiene el vector nulo (0 no es solucién a dicho sistema).
(]

(Grupo E curso 17/18) Ejercicio 2(b) Si. Este conjunto es el espacio nulo por la izquierda de la
matriz cuyas columnas son los vectores z e y. También es el espacio nulo de la matriz cuyas dos columnas
sonyyz

T [y; z;} =0.
U

(Grupo E curso 17/18) Ejercicio 2(c) No. Este conjunto no contiene la matrix nula 0; asi que no
puede ser sub-espacio vectorial.
O
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1
(Grupo E curso 17/18) Ejercicio 2(d) Si, puesto que si los espacios nulos de A y B contienen | 2

3
entonces el espacio nulo de cualquier combinacién lineal de ambas matrices, (aA + bB), también contiene
a dicho vector:

1 1 1
(aA+tB) [2] =aA 2| +0B [2| =a0+10 = 0.
3 3 3

O

(Grupo E curso 17/18) Ejercicio 3(a) Las operaciones por columnas se logran multiplicando por
matrices elementales por la *derecha® ; de manera similar, las operaciones sobre las filas se logran mul-
tiplicando por la *izquierda*. Asi, podemos escribir B = EA via una matriz invertible E. Una sencilla
forma de obtener E es aplicando las operaciones descritas sobre la matriz identidad de orden 3.

1 00
- , I=[-2 1 0| =E
[(=2)1+2][(~3)1+3] -3 0 1
de manera que
1 0 0[]|2 3 0
B= . A= , IWA=E-A=(-2 1 0|4 1 -1
[(~2)1+2][(~3)1+3] [(~2)1+2][(~3)1+8] 30 1ll6 10 3

]

(Grupo E curso 17/18) Ejercicio 3(b) Puesto que B = EA involucra el producto de una matriz E
invertible por la izquierda de A, el espacio fila no varfa, por lo que C (BT) =C (AT):

= Para cualquier y € C (BT), y = B = (xzE)A para algiin @, y por tanto y € C (AT).

= De manera similar, para cualquier y € C (AT)7 y = xA = (zE)EB = 2B esté en el espacio fila
de B (hicimos algo muy parecido en clase.)
En general, multiplicar A por la izquierda cambia el espacio nulo, puesto que si € € N (AT) entonces
zE™" estd en A (BT) (pero no x en general):

zE'B = zE'EA = zA = 0.

Sin embargo, en este caso particular, pusto que la matriz de es rango completo por filas, resulta que
N (BT) = N (AT) = {0}.
|

(Grupo E curso 17/18) Ejercicio 4(a) Si. Las tres primeras columnas de A (solo la tltima columna
de L es cero). Es decir

Base de C (A) =

— =0 = Q
W QNS
O o wWwow

U
(Grupo E curso 17/18) Ejercicio 4(b) Puesto que el rango es 3 y tres de las filas (las que no tienen
letras) son evidentemente independientes, esas tres filas constituyen una base del espacio fila.
Basede C(AT) = [(1 2 3 3); (1 1 1 2); (1 3 0 4);].
(Il

(Grupo E curso 17/18) Ejercicio 4(c) Una base estd formada por la dltima columna de E. Asi, el
espacio nulo de A es la recta formada por todos los multiplos de EI 4

-1
-1
0
1

N(A)=<veR* |FancRtalquev=a
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O

(Grupo E curso 17/18) Ejercicio 4(d) No se puede saber, pues no hay informacién suficiente. Seria
necesario conocer a, b, ¢, y d para saber de qué modo combinar las filas para generar vectores nulos.

O

(Grupo E curso 17/18) Ejercicio 5(a) Las cuatro operaciones elementales por columnas en el proceso
de eliminacién Gauss-Jordan son

A )0 ) ), ) = aee
[(=1)1+2] [(2)1+38] [(=2)3+2] [(1)2+1]

1 -1 1 21 (1 1 -4 -5 2
A 1 1 1 11 =A]|1 1 0 =1
1 1 -2 1 1 -2 -2 1

i

También podemos expresar lo mismo asi:

(—1)1+2]
Chals
S 4 -5 2
[A] [()2+1] [[(—13-1+21[(2)71-+31[(—2‘>r3+21[<1>72-+11-| L 1 1 o0
[(=1)1+2][(2)1+43][(—2)3+2][(1)2+1]

(Grupo E curso 17/18) Ejercicio 5(b) Podemos calcular la inversa de la matriz A™ para obtener
A. Basta aplicar las inversas de la operaciones elementales sobre | (pero en orden inverso).

—2 1 3] (-v2+1 [1

=310 BT 1
[AM] |3 -1 1] [Wi+2 1 _H
L] |1 1 1 =21  [A]”
1 -1 0 2
1 0 2 1

es decir, basta calcular el siguiente producto: (I - ) (I - ) (I - ) (I - ) = A.
(=D2+1)7 N (@3+217 N [(=2)1+3]7 N [(D1+2]
O

(Grupo E curso 17/18) Ejercicio 6. BA es una matriz 4 x 3. Puesto que C (A) =\ (B), entonces
BAzx para cualquier & nos da B multiplicada por algiin vector en A/ (B), que por tanto es cero. Puesto

0 0 O
. . 0 0 O
que BAx = 0 para cualquier «, necesariamente tenemos BA = 00 0
0 0 0
O
(Grupo F curso 17/18) Ejercicio 1(a)
2 20 2 0 0 2 0 0
1 4 9 1 3 9 1 3 0
1 3 9| iz |1 2 9] sza |1 2 3
1 00 1 -1 0 1 -1 3
01 0 0 1 0 0 1 -3
0 0 1 0 0 1 0 0 1
Por tanto
1 -1 0|1 0 O 1 -1 3
E=1 . =10 1 0[]0 1 =3]=1|0 1 =3
[(=1)1+2][(—3)2+3] 0 0 1 00 1 0 0 1
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(]
(Grupo F curso 17/18) Ejercicio 1(b) Puesto que AE = L, entonces A = LE™; y por tanto U = E™".

o -1 -1 -1
o) ) )
[(=1)1+2][(—3)2+3] [(—3)2+3] [(=1)1+2] [(3)2+38] [(1)1+2]

1 0 0f |1
=0 1 3| |0
0 0 1] |0

)
10
1 0| =
01

OO =
O ==
= w O

(Grupo F curso 17/18) Ejercicio 2(a) Si. Las tres columnas de R que tienen pivote. Es decir

1 0 0
0 1 0
Base de C (A) = of;1o01]:[1];
-1 -2 3
—4 5 6
|
(Grupo F curso 17/18) Ejercicio 2(b) No se puede saber. Necesitamos conocer las filas de A.
(]

(Grupo F curso 17/18) Ejercicio 2(c) No se puede saber, pues no hay informacién suficiente.

Necesitariamos conocer cémo hemos logrado hacer una columna de ceros en R.
O

(Grupo F curso 17/18) Ejercicio 2(d) Debemos fijarnos en las las filas sin pivote de R. Pues-
to que N (AT) = N (RT), una base de N (AT) la constituyen los vectores (1, 2, =3, 1, 0,) y
(4, =5, —6, 0, 1).

Por tanto N (AT) es el plano generado por estos dos vectores, es decir

1 4

2 =5
N(AT)=<veR® |FpeR’ talquev = |-3 —6|p

1 0

0 1

O

(Grupo F curso 17/18) Ejercicio 2(e) No se puede saber, pues no hay informacién suficiente.
Necesitariamos saber qué transformaciones elementales se tomaron para obtener R.

([
(Grupo F curso 17/18) Ejercicio 3(a) Posible.
1 00 1
0 1 0| [z 0
00 1] (y|=1]o0
0 0 0] \z 0
0 0 O 0
([

(Grupo F curso 17/18) Ejercicio 3(b) Imposible. El rango méximo posible para A es 3, asi que
las columnas de A son linealmente dependientes.
(Il

(Grupo F curso 17/18) Ejercicio 3(c) Imposible. Si b =0, entonces Az = 0 siempre tiene solucién:
x =0.
O
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(Grupo F curso 17/18) Ejercicio 3(d) Posible.

00 0 1
00 0| [z 0
00 0oflfy]=1]0
0 0 0| \z 0
00 0 0

O

(Grupo F curso 17/18) Ejercicio 4(a) Recuerde que una matriz A por un vector  que multiplica
a la matriz por la derecha, es decir Az, es una combinacién lineal de las columnas de A. Por tanto, la
ecuacion solicitada es la combinacion lineal Ax que es igual a b:

1 10 T1 2
A$:|:’UI;U2;’U3;i|$: -2 0 2| [x2] =12
3 5 4| \zs 12
U
(Grupo F curso 17/18) Ejercicio 4(b)
1 1 0| =2 ] 1 0 0] 0 ] 1 0 0] 0 ]
-2 0 2| 2 . -2 2 2| -2 | (-12+3 | 2 2 0|0
- [(-=1)1+2] - [(1)2+4]
3 5 4 12 (2144 3 2 4 6 [(2)31.4] 3 2 2 0
1 00 0 E— 1 -1 0] 2 1 -1 1 3
0 1 0| O 0 1 0|0 0 1 -1]|-1
0 01| 0 0 0 1|0 0 0 1] 2
"0 0 0| 1 "0 0 o] 1 "0 0 01 |
Por tanto la solucién es (x1,x2,x3,) = (3, —1,2,) pues
3v; — vy +2v3 =0.
(]

(Grupo F curso 17/18) Ejercicio 4(c) Basta con hacer que v’ sea combinacién lineal de vy y vy
para que A sea singular y que por tanto no tenga solucién para algunos vectores b. Por ejemplo, si hacemos
que v’5 sea v, menos v, solo cambia la dltima componente de v,

L], 0
vy=v,—v;=|-2 0 <1>: 2
2

3 5
1 10
y el espacio columna de la nueva matriz B = [’Ul; Vg U’S;} = |(—2 0 2| esde dimensién 2 .
3 5 2

Para lograr un sistema Bx = b’ que tenga solucidn, es necesario que b’ pertenezca al espacio columna
de la nueva matriz B. Por ello, si escogemos como vector del lado derecho b’ cualquiera de las columnas de
B o una combinacién lineal de ellas (incluido el vector 0) obtendremos un sistema con solucién (de hecho

con infinitas soluciones).
U

(Grupo F curso 17/18) Ejercicio 5(a) Operando por columnas sobre los bloques de la matriz. Aqui
abusaremos de la notacién, haciendo corresponder los subindices con los distintos bloques de la matriz

de coeficientes; por ejemplo con ( T) | indicaremos que multiplicamos por A™* la primera columna de
A7)l

submatrices:
A B|-b, ] [(A")1] I  BA|-b, . I 0 —b,
0 Al—b, | [(A)2] | 0 I | —b, | [(-BA™)1+2] | 0 I —b,
I 0|0 AT 0 ]o0 AT —ATBAT[ 0
0 1| o 0 Al|oO 0 Al 0
; I 0 0 I 0 0
((b)1+3] | O | ~by, | [B)2+3] | 0 I 0
AT —ATBAT AT, AT —ATBAT AT, —ATTBA D,
0 Al 0 0 Al A'b,
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Por tanto,
y=A"b,—A"'BA'b, = A (b —BA'D,)
y
z=A"b,.
O
(Grupo F curso 17/18) Ejercicio 5(b) Puesto que A = LU, sabemos que A™! = l:l_lL'l; asi
y=0"L" (bl - BU_lL'le)
y .
z=U L'b,.
|
(Grupo B curso 16/17) Ejercicio 1(a)
= Si el espacio columna es un plano, el espacio nulo es una recta.
= Si el espacio columna es una recta, el espacio nulo es un plano.
= Si el espacio columna es todo R?, el espacio nulo es un punto.
= Si el espacio columna es el vector cero, el espacio nulo es todo R3.
|

(Grupo B curso 16/17) Ejercicio 1(b)
Puesto que dimC (A) + dim N (A) =7 siC (A) =N (A), entonces ambos subespacios deben tener
la misma dimensién (es decir %), pero las dimensiones son nimeros enteros. Por tanto, una matriz A tal

como la indicada no puede existir.

O
(Grupo B curso 16/17) Ejercicio 2(a)
1 00 10 0 10 3 1 3 3
1 20 1 2 6 1 2 9 1 5 9
L] |1 1 g| w2s [1 1 g+3| its) |1 1 g+6| itz |1 4 g+6| [A]
I [t 00 10 0 10 3 13 3 | [ET]
010 01 3 0 1 3 0 1 3
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1
donde A _ - - =AE=L.
[(—3)1+2]((—3)1+3][(~3)2+8]
O
(Grupo B curso 16/17) Ejercicio 2(b) )
Puesto que AE = L, entonces A = LE™" = LU; y por tanto tenemos que
1 3 3 1 0 0|1 3 3
A=1|1 5 9 | =11 2 0[|0 1 3|=LU
1 4 g+6 1 1 ¢g[]0 0 1
O
(Grupo B curso 16/17) Ejercicio 2(c)
1 -3/ |1 0 O 1 -3 6
Puestoque E=(1 . (1 J . J=1fo 1 o0f[o 1 =3/ =|0 1 -3l
(=3)1+217 N [(=3)1+8]7 \ [(—=3)2+8] 0o o0 1 00 1 0 1
altima columna de E es una base de N/ (A)7 asi
6
N(A)=SveR?® |JacRtalquea | -3
1
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(Grupo B curso 16/17) Ejercicio 2(d)
Si g # 0, entonces el rango es tres y por tanto C (L) = R3. Y puesto que sélo hemos empleado
eliminacién por columnas C (L) =C (A) =R3.
a

(Grupo B curso 16/17) Ejercicio 3(a)
En anticipacién a los otros apartados, ampliamos la matriz con “menos” un vector del lado derecho
genérico antes de aplicar la eliminacién gaussiana por columnas.

L2 12 2 (-} p 71 0 0 0 0 0
—1 —2 0 0 -1 —b [(71)14,3] —1 0 1 2 1 —b—a
1 2 0 0 1 |- |[(-21+4 | 1 0 -1 -2 —1|-c4a
A|—b] T 0 0 0 0] o0 |28 17— 9 35 3 a
[(a)1+86]
iIfof=l 0o 1 o0 o0 o]0 |—M 0 1 0 0 0 0
o1 | 0 0 1 0 010 0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 010 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1] 0 0o 0 0 0 1 0
0 0 0 0 o0 | 1 0 0 o0 0 0 1
1 0 0 0 0 0 1
(—27314] 00 1 0 0 0
[[((71>)3+5]] 00 -1 0 0 |-b—c
b+a)3+6 — — — — I 7
AN 0 2 -1 0 1 b R|c
01 0 0 0 0 = [El=,
1 0 1 -2 —-1| b+ta [0]1 |
0 0 0 1 0 0
0o 0 0 o0 1 0
L0 0 0 0 o0 I

La soluciéon general para Ax = 0 es el conjunto de todas las combinaciones lineales de las soluciones
especiales (que constituyen una base del espacio nulo), es decir

-2 0 -1

1 0 0
veR’ | IpeRtalquev=|0 -2 —1|p

0 1 0

0 0 1

O

(Grupo B curso 16/17) Ejercicio 3(b)

Para encontrar la solucién general sustituimos a = 2, b =1y ¢ = —1 en la matriz aumentada. Asi que
directamente vemos que una solucién particular es @, = (—1, 0, 3, O, O,) .

Por tanto la solucién general es esta solucién particular més la solucién general del apartado (a) :

-1 -2 0 -1

0 1 0 o0
xecR’ |IpeR3talquex=| 3 |[+[0 -2 —1|p

0 0 1 0

0 0 O 1

O

(Grupo B curso 16/17) Ejercicio 3(c)
Encontrar todos los vectores b tales que Axz = b tiene solucién es lo mismo que preguntar qué condiciéon
debe satisfacer b para pertenecer al espacio columna de A. Del proceso de eliminacién gaussiana de la
matriz ampliada vemos que necesariamente se debe cumplir que b + ¢ = 0, asi que b debe ser de la forma
a
b | donde b y ¢ son numeros reales cualquiera. En otras palabras, el espacio columna estd generado
—b

por los vectores:

1 0
al0]+0b| 1
0 -1

(Grupo B curso 16/17) Ejercicio 3(d)



Soluciones a los Ejercicios 79

Para encontrar una matriz B tal que N/ (A) =C (B) podemos simplemente escoger la matriz cuyas
columnas son una base del espacio nulo de A. Es decir, la matriz:

-2 0 -1
1 0 0
0 -2 -1
0 1 0
0 0 1

]

(Grupo B curso 16/17) Ejercicio 3(e)

Puesto que en los apartados (a) y (b) ya hemos descrito bases para los espacios nulo y columnas de
A, sblo nos resta encontrar bases para los espacios fila y nulo por la izquierda. Como base del espacio fila
podemos tomar dos vectores fila linealmente independientes, por ejemplo las dos primeras filas de A:

|:(]-7 27 ]-7 2a 27) ; (_]—7 _27 07 Oa _]-7) 7:| .

Puesto que C (AT) =C (RT)7 v que su dimension es 1, observando las filas de R es inmediato ver que una
base del espacio es:
[(0, 1, 1) ;] .

O

(Grupo E curso 16/17) Ejercicio 1(a)
En anticipacion a los otros apartados, ampliamos la matriz con “menos” el vector del lado derecho del
apartado (c) antes de aplicar la eliminacién gaussiana por columnas.

(1 2 1 4| -3 . (1 0 0 0 0 T
3 6 3 9| -9 [(—=2)1+2] 3 0 0 -3 0
2 4 2 9| -by | FTEH L2 0 0 1| -bs+4
10 0 0] O [(3)1+5] 1 -2 -1 —4 3
01 0 0| O 0 1 0 0 0
001 0| O 0 0 1 0 0
000 1|0 0o 0 0 1 0
L0 0 0 0 1 | L0 0 0 0 1 ]
1 4
r=rg (A) =2, las columnas | 3| y | 9 | son una base de C (A)
2 9
El espacio columna C (A) es un plano dentro de R? generado por las dos columnas pivote
|
(Grupo E curso 16/17) Ejercicio 1(b)
-2 -1 -2 -1
Sol iales: L 0 N(A)— € R* | 3p € R? tal _ |1 0
ol. especiales: | |, 1 =<z p alquez = | 1P
0 0 0 0
(Grupo E curso 16/17) Ejercicio 1(c)
Para tener solucién necesitamos
3
Para b3 = 3, una solucién (particular) es z, = 8
0
3 -2 -1
- 4 9 0 1 0
Solucién completa: ¢ € R* | Ip € R” tal que « = 0 + 0 1P
0 0 0
|

(Grupo E curso 16/17) Ejercicio 2(a)
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1
Si. Esta ecuacién describe el espacio nulo por la izquierda de la matriz |2
3

a

(Grupo E curso 16/17) Ejercicio 2(b)
No. Considere los vectores (1,1,) y (1,—1,), ambos satisfacen la ecuacién. Pero la suma (1,1,) +
(1,—1,) = (2,0,) no satisface la ecuacién pues 2% — 0 = 4.

|
(Grupo E curso 16/17) Ejercicio 2(c) No. Este conjunto no contiene (0,0, ).
|
(Grupo E curso 16/17) Ejercicio 2(d) Si. Es la interseccién de dos subespacios. Nétese que el
1
espacio columna de esta matriz estd generado por el vector | 1| ; y que el espacio nulo estd generado
1
-1 2 1
por los vectores: [ 0 | v | 1|. Puesto que la suma de estos dos vectores de A/ (A) es el vector | 1],
1 0 1

entonces C (A) cCN (A) v la interseccion es el espacio columna, que es un subespacio.
|

(Grupo E curso 16/17) Ejercicio 2(e)
Si. Acabamos de ver en la parte (d) que el espacio columna es un subespacio del espacio nulo. Asi, los
vectores que pertenecen al espacio columna también pertenecen al espacio nulo, que es un subespacio.

|
(Grupo E curso 16/17) Ejercicio 3(a)
Puesto que
1 10 1 0 0 1 0 O
2 1 1 . 2 -1 1 . 2 -1 0
Al [ 3 1 3| [(=D1+2] 3 =2 3 | [(1)2+3] 3 -2 1 L
I |1 00 1 -1 0 1 -1 -1 | |E
01 0 0 1 0 0 1 1
0 0 1 0 0 1 0 0 1
entonces
1 0 0|1 1 O
A=1|2 -1 0|0 1 —-1|=LU
3 =2 1{]|0 0 1
a
(Grupo E curso 16/17) Ejercicio 3(b)
-1
Nétese que A™' = (LU) = UL, Puesto que U™ = E, s6lo necesitamos calcular L™:
1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0
2 -1 0 . 0 =1 0| (1341 0 -1 0 . 0 1 0
Ll |3 -2 1 [(2)2-+1] -1 =2 1 | [(2)3+2] 0 0 1 [(=1)2] 0 0 1| [1]
I |1 0 o0 1 0 0 1 0 0 1 0 o [L7]
0O 1 0 2 1 0 2 1 0 2 -1 0
0 0 1 0 0 1 1 2 1 1 -2 1
Asi
1 -1 —-1]11 0 O -2 3 -1
A'=10 1 1]|2 -1 0|=|3 -3 1
0 O 1 1 -2 1 1 -2 1

que es lo mismo que hubiéramos obtenido si continuamos la eliminacién inicial hasta llegar a R.

(Grupo E curso 16/17) Ejercicio 3(c)
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1 1 0 1 0 0 1 0 0
2 1 1 2 -1 1 2 —1 0

Al |3 1 ¢ (-v1421 |3 =2 ¢ nzra |3 =2 ¢—2
H_ 1 0 0 1 -1 0 1 -1 -1
0 1 0 0 1 0 0 1 1
0 0 1 0 0 1 0 O 1

Es invertible cuando ¢ # 2.
O

(Grupo E curso 16/17) Ejercicio 4(a)

r =m. Elrango de A esigual a la dimensién del espacio columna C (A) Ahora bien, por una parte el
espacio columna de A es un subespacio de R™ (es decir C (A) C R™). Por otra parte, puesto que AB =1,
resulta que el espacio columna de AB es el espacio columna de la matriz identidad, que es todo R™, es
decir C (AB) =C (I) = R™; pero ademas R™ = C (AB) ccC (A), pues el producto AB es una matriz
cuyas columnas son combinaciones lineales de las columnas de A. Por tanto C (A) = R™. Otra forma de
verlo es que cualquier vector v en R™ se puede escribir como ABv = lv = v de lo que se deduce que
cualquier vector v en R™ pertenece al espacio columna de A porque puede escribirse como v = Ax, basta
con elegir x = Bv. En resumen, como C (A) = R™ la dimensién del espacio columna es m, y por tanto

la respuesta correcta es la (c).
O

(Grupo E curso 16/17) Ejercicio 4(b)
Sabemos que el rango de A tiene que ser menor o igual al menor orden de A. Puesto que r = m,
necesariamente tiene que ser que m < n.

g
(Grupo E curso 15/16) Ejercicio 1.
1 1 0 1 -7 T 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0
1 1 1 1 —10 [(—1)1+42] 1 0 1 0 -3 1 0 1 0 0 T 1 0 1 0 0
1 0 1 1 -9 [(=1)1+4] 1 -1 1 0 -2 T 1 -1 1 0 1 [(1)2+3] 1 -1 0 0 0
T 0 0 0 0 [(7)1+5] T -1 0 —1 7 [(3)8+5] T -1 0 —1]7 [(1)2+5] T -1 -1 —-1]6
0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 1
0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 3 0 0 1 0 3
0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1
Asi, el conjunto de soluciones es
6 -1
4 1 0
x € R” | dJa € R tal que x = 3 +a 0
0 1
O
(Grupo E curso 15/16) Ejercicio 2.
Sea A la matriz cuyas tres columnas son los vectores dados, entonces
T
1L =1 3] (142 1 0 0 - 1 00
A— 2 2 2 [=31+3] [ 2 4 —4| [(D2+3] | 2 4 0] L
13 -2 8 3 1 -1 3 1 0
-1 4 2 -1 3 5 -1 3 8

Puesto que la matriz es de rango completo por columnas (pues las tres columnas son columnas pivote), la
Unica combinacién lineal de las colunas que es cero (la tnica solucion a Az = 0) es Ou + 0v + Ow, por
tanto, estos vectores son linealmente independientes.

|

(Grupo E curso 15/16) Ejercicio 3(a)

1 0 0
2| |5 [ o |
1 o 2|’

-3 2 —41

es una base de C (A) (también las columnas 1, 3 y 4 de A, puesto que el tnico intercabio realizado ha
sido : T ]). Asi pues, dimC (A) =3
3=4



Soluciones a los Ejercicios 32

O
(Grupo E curso 15/16) Ejercicio 3(b)
-2 —4
1 0
01;1-31;
0 -2
0 1
es una base de V' (A). Asf pues dim N (A) =2
O

(Grupo E curso 15/16) Ejercicio 3(c)
Puesto que el vector v es una solucién, cualquier otra solucién serda de la forma v + x,,, donde =,
pertence a N (A) Asi, el conjunto de soluciones es

2 -2 —4
-1 1 0
xcR’ |IpeRPtalquex=|—-4|+|0 -3|p
0 0 -2
1 0 1
|
(Grupo E curso 15/16) Ejercicio 4.
2 4 0 2 0 0 2 0 0
1 1 3 - 1 -1 3 = 1 -1 0
-1 -3 2 [(—2)1+2] -1 -1 2 ((3)2+3] -1 -1 -1
1 0 O 1 -2 0 1 -2 -6
0 1 O 0 1 0 0 1 3
0 0 1 0 0 1 0 0 1
Por tanto,
2 0 0 1 2 0
L=| 1 -1 o|; UOU=10o 1 -3
-1 -1 -1 0 0 1
|

(Grupo E curso 15/16) Ejercicio 5(a) El modo més simple de crear un ejempo es anadir columnas
dependientes a la matriz A. Por ejemplo, las matrices m y [1 O] tienen el mismo espacio columna y
distinto espacio nulo.

|

(Grupo E curso 15/16) Ejercicio 5(b) Es imposible dar un ejemplo. El rango es la dimensién del
espacio columna. Si ambas matrices tienen el mismo espacio columna, entonces tienen el mismo rango.

]
(Grupo E curso 15/16) Ejercicio 6(a)
Av = (A|1) + 2(A|2) +3(A|3) +4(A|4)'
([
(1|A) v
. . . (2|A) v
(Grupo E curso 15/16) Ejercicio 6(b) Av =
(3|A) v
(4|A) v
(I

(Grupo E curso 15/16) Ejercicio 6(c)

La matriz tiene como méximo tres pivotes, por lo que sus columnas son dependientes (como minimo
hay una columna libre), y por tanto A (A) # {0}, es decir, hay combinaciones lineales de la columnas de
A (distintas de la trivial) que son iguales a 0.

|

(Grupo E curso 15/16) Ejercicio 6(d)
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Infinitas. Como hemos visto en el apartado (c), al menos hay una columna libre (quizd més). Asi que
hay infinitos vectores en N’ (A) (como minimo la recta compuesta por todos los miltiplos de la columna
libre..muchos més si hay mas de una columna libre)

|

(Grupo E curso 15/16) Ejercicio 6(e)

Para una matriz k£ por n, el nimero de columnas pivote mas el nimero de columnas libre es igual al
nimero total de columnas (es decir, n). El nimero de columnas libres es la dimensién del espacio nulo
de A (en nuestro caso p). El nimero de columnas pivote es la dimensién del espacio columna de A (en
nuestro caso q). Asi p+ ¢ = n (en nuestro caso, n = 4). Sin embargo, sabemos que p = 1, 2, 3 6 4, puesto
que hemos visto que hay al menos una columna libre. Es decir, p no puede ser cero en este caso.

La respuesta es, por tanto, (p,q) = (1,3) 6 (2,2) 6 (3,1) 6 (4,0). (El altimo caso sélo puede ocurrir si
la matriz es nula, i.e., todas sus componentes son cero; A =0.)

|
(Grupo E curso 15/16) Ejercicio 7.
Suponga
au +b(u+v)+clu+v+w)=0
Entonces
(a+b+c)u+(b+c)v+cw =0
a+b+c=0
Puesto que [u; v;w; ] es un sistema de vectores linealmente independiente, esto implica que b+c=0.
c=0

La unica solucién para este tultimo sistema de ecuaciones es ¢ =0, b =0y a = 0. Asi pues, el sistema de
vectores [u; (u + v); (u + v + w); | es linealmente independiente.

Demostracion alternativa:

Puesto que [u; v; fw;] es un sistema de vectores de R™ linealmente independiente, la matriz

A= [u; v; 'w;}
es de rango completo por columnas (tres pivotes). Asi, operando con la matriz M = [u; (u 4+ v); (u +v +w);]

| | | |
u (utv) (u+v+w) [(_1;2+3 u v w
M) | Coa [ | [A
L] |1 0 0 1 -1 o |E
0 1 0 0o 1 -1
0 0 1 0 1
vemos que también es de rango completo por columnas.
O
(Grupo H curso 15/16) Ejercicio 1.
12 4[=b1 | (oa4g [1 0 0]=b . 1 0 0]-b
0 1 3|—=by | [(H1+3] |O 1 3 |—=bg | [(=32+3] |0 1 0|—bs
1 3 7| —bs 1 1 3|-b3 1 1 0|-b3
2 2 2|—by 2 -2 —6|—by 2 =2 0|—by
. 1 0 0 0 - 1 0 O 0
(b1)1+4] [0 1 0] —bo ((b2)2+4] [0 1 O 0
1 1 0| by — b3 1 1 0| by +by— b3
2 =2 0][2by —by 2 =2 0]2b; —2by — by
Asi pues,
b1+ bo — b3 =0
2b; — 2by —by=0
Solucién alternativa: Necesariamente b € C (A), es decir:
by 1 0 b1 1 0
b2 _ 0 1 . o _ b2 _ 0 1
bs =aly +c E llamando @ = by y ¢ = b, b =l 1 + b2 1
ba 2 -2 by 2 -2
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tenemos
bs = b1 + by R by + by —b3 =0
by = 2b; — 2by 2b — 2by —by =0
O
(Grupo H curso 15/16) Ejercicio 2(a)
1 3 -2 1 0 0 1 0 0 . 1 0 0
0 0 -1 ((2)1+3] 0o 0 -1 [(—=2)2+3] 0o 0 -1 [(=1)8] 0 0 1
1 0 0 1 -3 2 1 -3 8 1 -3/2 -8
01 0 0 1 0 0 1 =2 0 1/2 2
00 1 0 0 1 0 O 1 0 0 -1
O
(Grupo H curso 15/16) Ejercicio 2(b)
1 1 1 1 0 0 1 0 0
T
0 1 2 (—1)1+2] 0 1 2 - 0 1 0
5 x 6| [(-D1+3] |5 xz—5 1| [(-2)2438] |5 z—5 11—-2z
1 0 0 1 —1 -1 1 -1 1
0 1 0 0 1 0 0 1 -2
0 0 1 0 0 1 0 0 1
Esta matriz es singular (no invertible) si y sélo si 11 — 2z = 0, es decir, © = % Asi, la matriz es invertible

cuando = # 12—1

(]
(Grupo H curso 15/16) Ejercicio 3(a)
1 0 0
0 1 0
-1 ) 2 ) 0 )
4 3 0
0 0 1
dimC (A)) =3
(]
(Grupo H curso 15/16) Ejercicio 3(b)
-1 4
1 -1
2 ) -2 ;
1 0
0 1
dim N (A) = 2.
(]

(Grupo H curso 15/16) Ejercicio 3(c)

dimC (AT) = 3.

Cuando escribi el examen no cai en la cuenta de que era posible obtener A. A cada alumno que ha
calculado correctamente A le he otorgado un punto y medio adicional a su calificacion:
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rT -1 2 -1 4 7 rT 0 0 0 0 7
0 1 0 1 -1 - 01 0 1 -1
0 0 1 2 -2 | [Wi+2 00 1 2 -2
o0 o 1 o |G oo 0o 1 o0
E] |0 0 0 0 1 |45 |0 0 0 0 1
I~ |T 0 0 0 o I 1 -2 1 -4
0 1 0 0 0 01 0 0 ©
00 1 0 0 00 1 0 0
00 0 1 0 00 0 1 0
Lo o o o 1 | Lo o 0o 0o 1 |
r1T 0 0 0 0 7 r1 0 0 0 0 7
01 0 0 0 01 0 0 0
00 1 2 -2 00 1 0 0
(=244 [ 0O 0 0 1 0 (=2)3+4) | O 0 0 1 0
[(W2+5] | 0 0 0 0 1 (@845 | 0 0 0 0 1 | [
I 1 2 0 -3 I 1 -2 4 -7 | [T
01 0 -1 1 01 0 -1 1
00 1 0 0 00 1 -2 2
00 0 1 0 00 0 1 0
Lo o 0o o0 1 | Lo o 0o o0 1 |
Asf pues, A=R-E™!
1 00 0O |1 1 -2 4 =7 1 1 -2 4 -7
0 100 0[]0 1 0 -1 1 01 0 -1 1
A=|-1 2 090 0f{f|jOO0 1 -2 2|=|-11 2 -6 9
4 3000|000 0 1 0 4 7 -8 13 —=25
0 01 0000 0 O 1 0o 0 1 -2 2

Base de C(AT):[(l, 1, =2, 4, =7);(0, 1, 0, -1, 1); (0, 0, 1, -2, 2,);}.

|
(Grupo H curso 15/16) Ejercicio 3(d)
|:(17 _27 ]-7 07 07) ; (_47 _37 07 ]-7 07) 7:| .
dim N (AT) =2.
|
(Grupo H curso 15/16) Ejercicio 3(e)
1
1
0
0
0
a
(Grupo H curso 15/16) Ejercicio 3(f)
No hay informacién suficiente ... salvo que haya calculado A. En tal caso, sabemos que la segunda
y tltima fila son independientes (son filas pivote). Su suma es (0, 1, 1, -3, 3,). Basta cambiar el
ultimo nimero para obtener un vector fuera del espacio fila. Por ejemplo (0, 1, 1, -3, O,).
|
(Grupo H curso 15/16) Ejercicio 3(g)
No. La matriz no es de rango completo por columnas (hay columnas libres).
|

(Grupo H curso 15/16) Ejercicio 4(a)

No existe tal matriz. El orden de la matriz debe ser 3 por 4 (m =3 y n = 4). Asi, como la dimensién
del espacio columna es 2, la dimensién del espacio nulo, también deberia ser 4 —2 = 2. Por tanto, el espacio
nulo no puede estar generado por un soélo vector.

O
(Grupo H curso 15/16) Ejercicio 4(b)

Considere las matrices

1 0 1
A= 1 0 and B = |1
1 0 1

O O =
_ o O
o OO
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Para ambas matrices, sus respectivos espacios columna contienen el vector (1,1,1,), pero esto no ocurre
para la matriz suma:

2 10
A+B=1|1 1 0
1 2 0

|
(Grupo H curso 15/16) Ejercicio 4(c)
Mz no es el vector cero de R?.
O
(Grupo H curso 15/16) Ejercicio 5.
A (A) = {0} | N (A) £ {0)
becC(A) 1 | o0
b¢C(A) 0 \ 0
a
(Grupo H curso 15/16) Ejercicio 6(a)
Falso. Seria cierto si supiéramos que la matriz A es cuadrada, pero podria ser rectangular.
a

(Grupo A curso 14/15) Ejercicio 1(a)

Verdadero. Las columnas pertenecen al espacio R* de dimensién 4 (sélo hay 4 filas); y el ntimero
méximo de vectores linealmente independientes que se pueden tomar en R* es 4.

Otra forma de verlo es observar que el maximo nimero de pivotes tras la eliminacion agussiana es 4
(un pivote en cada fila), asi que al menos una columna no es pivote (y por tanto el conjunto de todas las
columnas es dependiente).

O
(Grupo A curso 14/15) Ejercicio 1(b)
Falso. Ejemplo:
0 0 1
0 0 0
0 0 O
(Il
(Grupo A curso 14/15) Ejercicio 1(c)
Falso.
1 -1 —-1]1]1 1 1 1 11
EA=|0 1 O] (1 1 1|=1]0 0 0[=B
0 O 1 1 11 0 0 O
U

(Grupo A curso 14/15) Ejercicio 1(d)

Verdadero. Si 5A* — A2 + 2A + 61 = 0, entonces despejando | y sacando factor comin A tenemos:
I = (—1/6)[5A% — A% + 2A] = (—1/6)[5A® — A + 21]A, asi que si llamamos B = (—1/6)[5A% — A + 2l]
tenemos BA =1 y por tanto B = A™.

O
(Grupo A curso 14/15) Ejercicio 2(a)
La primera es una matriz elemental cuya inversa es
1 0 0
01 —c
0 0 1
La segunda es una matriz permutacién, cuya inversa es su traspuesta.
O

(Grupo A curso 14/15) Ejercicio 2(b)
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10 0 O 1 0 0 O 1 0 0 0
01 0 O 01 0 O T 0 1 0 0
0010 L, oo 1o [(ZEE Lo 0o 10
Al ja b c d| (/D4 |a b c 1| [(-a)a+1] 0 0 0o 1| [
1| (1 0 0 O 1 0 0 O 1 0 0 0| |A”
01 0 O 01 0 O 0 1 0 O
0 01 0 0 01 0 0 0 1 0
oot oo -5 -4 -5 3
Entonces, la matriz inversa es
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
_a _b _c 1
d d d d
a
(Grupo A curso 14/15) Ejercicio 3(b)
(1 -1 2 0| —11 1.0 0 0] 0 ] 1.0 0 0] 0 ]
2 -2 4 0| -2 [(1)12]20000 2 0 0 00
+
3 -3 7 04| A 30 1 0]-1 ] 30 1 0]0
1 0 0 0] O [(1)1+5] 11 -2 0] 1 [(1)8+5] 11 -2 0]-1]_ |[K|O
0 1 0 0O 01 0 0O 01 0 0[O0 | |[El=,
0 0 1 0] O 00 1 0] 0 00 1 0] 1
0 0 0 1] 0 00 0 1] 0 00 0 1|0
L0 0 0 0| 1 | L0 0 0 0| 1 | L0 0 0 0| 1 |
O
(Grupo A curso 14/15) Ejercicio 3(a)
1 0 1 0
Una base = 20151051 C(A): veR? | IpeR?’talquev= |2 0|p
3 1 3 1
1 2
Otrabase= | [2]; [4];
3 7
U
(Grupo A curso 14/15) Ejercicio 3(b)
1 0 1 0
Base = L0 N(A): Z €R*| Ja,b € R tales que x = a L +b 0
o (o)’ ’ 0 0
0 1 0 1
Las soluciones especiales provienen de las columnas 2 y 4 de E.
U
(Grupo A curso 14/15) Ejercicio 3(c)
Las filas pivote de A:
1 3
-1 -3
Base = E 7 |
0 0
U

(Grupo A curso 14/15) Ejercicio 3(d)
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Conjunto de soluciones para Axz = b

1

xcR* | Ip € R? tal que = = +

OO ==
=]

0
1
0
donde la solucién particular empleada es el vector x,,.

(Grupo A curso 14/15) Ejercicio 4(a)
Es subespacio vectorial, ya que el conjunto es cerrado para la suma

(a, b, a,) + (c7 d, c,) = (aJr c, b+d, a+ c,)
y también es cerrado para el producto por un escalar
A (b, c, d,) = (/\b, Ac, )\b,) .

En concreto S; es una recta en R? que pasa por el origen, y constituye el conjunto de soluciones del sistema
homogéneo

T
1 0 -1
Az = 0; {0 1 0} z9 | = 0;
T3

es decir, que S; =N (A), con A = {

1 0 -1
01 0

]

(Grupo A curso 14/15) Ejercicio 4(b)
No es un subespacio. Por ejemplo el vector = (2, 0, 07) pertenece a S, pero 2¢ = x + x no. Asi
pues, el conjunto S2 no es cerrado para el producto por un escalar ni tampoco para la la suma.

O
(Grupo E curso 14/15) Ejercicio 1(a)
Verdadero. Puesto que v;, v,, v5 son dependientes, existe un vector & # 0 tal que
1 (vl) + :172(1;2) + Ig('l)g) = [vl Uy 1)3] z=Vz =0,
donde V = [’Ul Uy v3} . Asi, puesto que x # 0, tenemos
[Afv1 Av, A'u3] z =AVzx =A0 =0.
O
(Grupo E curso 14/15) Ejercicio 1(b)
Falso. Tome por ejemplo A = 0 (la matriz nula de orden 4 por 3).
4x3
O

(Grupo E curso 14/15) Ejercicio 1(c)
Verdadero. Puesto que N/ (A) s6lo tiene dimensién 2, el rango de A es 3. Asi pues, A tiene rango
completo por filas (i.e., C (A) =R3) y el sistema es resoluble para cualquier vector b € R*. Por tanto,

debe tener infinitas soluciones, pues ademds las columnas de A son dependientes (ya que hay columnas
sin pivote, dim N (A) = 2).

([
(Grupo E curso 14/15) Ejercicio 2.
El ejemplo mas sencillo es
1 0 0 0
01 00
0 010
0 0 0 0
0 0 0 O
(I

(Grupo E curso 14/15) Ejercicio 3(a)
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1 0 1 0
- 4 0]. _ 4 _ 4 0
Base = oli 1] C(A)— x € R*|da,b € R tales quex = a 0 +b 1
2 2 2 2
a
(Grupo E curso 14/15) Ejercicio 3(b)
3 3
Base= || —2]:|. N(A)=SzeR®|FacRtalquex =a | -2
1 1
La base viene de la tltima columna de E.
|
(Grupo E curso 14/15) Ejercicio 3(c)
La solucién particular de unos cumple con Ax = suma de las columnas de A.
Asi, el conjunto de soluciones es
1 3
zeR}|FJaeRtalquex = [1 ]| +a | -2
1 1
a
(Grupo E curso 14/15) Ejercicio 3(d)
La estructura de R es
100
4 0 0 1 0 4 0
0 1 of donde 1= {0 1}’ y M= [2 2]
2 20

Asi, escribiendo las columnas de M en las posiciones correspondientes a los indices de las filas pivotes, y
las columnas de la matrix identidad en las posiciones correspondientes a los indices de las filas sin pivote,
tenemos:

1 00
-4 1 0 04 0 0] |0 0 O
-2 0 -2 1|0 1 0] [0 0 O
2 20
Por tanto, una base de N/ (AT) estd formada por las dos filas de la matriz de la izquierda:
—4 -2
1 0
Base = N EYE
0 1
|
(Grupo E curso 14/15) Ejercicio 3(e)
1 -1 3 [([(1;’)11+f:]3] 1 0 O ( [(12))21-3-1] 2 0 0 T 1 0 0
1 1 -2 (23] 12 0 | (Cisia 0 2 0 [(%)1} 0 1 0
1 0 1 (2+3 |1 1 1 [[=v3+2 | 0 0 1 [ [ | 0o o 1 [ I
1 0 0 1 1 -1 2 2 -1 1 1 -1 |FE
0 1 0 01 5 -6 —4 5 -3 -2 5
0 0 1 0 0 2 -2 -2 2 -1 -1 2
Por tanto
1 1 -1
E'=|-3 -2 5
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a
(Grupo E curso 14/15) Ejercicio 3(f)
Puesto que AE = R, entonces A = RE™* :
1 0 0 1 1 -1
1 1 -1
_ppEl_ (40 0|, 14 4 -4
AiREiolo_?_igf_g_Q()
2 20 -4 -2 8
O
(Grupo E curso 14/15) Ejercicio 3(g)
Las filas pivote (filas 1 y 3) de A son una base de C (AT).
1 -3
Base = 11 1-2];
—1 )
(Il
(Grupo E curso 14/15) Ejercicio 3(h)
1 1 —17 [ 1 0 07 [ 1 0 0 ]
4 4 —4 T 4 0 0 4 0 0
-3 —2 5 | 42 3 1 2 T -3 1 0
{%:_4_28 B B B R I RS :JfgjJ
1 0 0 1 -1 1 1 -1 3
0 1 0 0 1 0 0o 1 =2
0 0 1 | 0 0 1 0 0 1 |
Asi, puesto que U = E_lz
I
A= 01 2|=LU
-3 1 0 0 1
-4 2 0
O

(Grupo H curso 14/15) Ejercicio 1(a) Si. Como A es invertible, su espacio columna el todo el
espacio R™; y lo mismo es cierto para Al
u

0 0
los multiplos del vector (1,0, ), pero A? es la matriz nula, asi que C (Az) solo contiene el vector 0.

(Grupo H curso 14/15) Ejercicio 1(b) No. Considere A = {0 1} . El espacio C (A) contiene todos

O

(Grupo H curso 14/15) Ejercicio 2(a)
Puesto que el espacio nulo esta generado por los siguientes tres vectores, sencillamente podemos tomar
la matriz B cuyas columnas son los vectores dados, i.e.,

-1
-1
3
1

[\
=~ = = O

B no tiene por qué ser cuadrada.

(Grupo H curso 14/15) Ejercicio 2(b)
Por ejemplo, podemos sencilamente anadir una columna de ceros a B:

0 1 0 -1
0 2 1 -1
B = 0 -1 1 3
0 3 4 1
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O simplemente podemos intercambiar dos columnas. O multiplicar una columna por —1. Por ejemplo:

1
1
-3
-1

[N}
N =]

O podemos remplazar una de las columnas por una combinacién lineal de esa columna junto con otras
columnas (cualquier operacién por columnas que sea invertible). O podemos remplazar B por —B 6 2B.
Hay muchas soluciones posibles. En cualquier caso, jla respuesta no requiere muchos cédlculos!

a

(Grupo H curso 14/15) Ejercicio 2(c)
Puesto que cualquier solucién  de la ecuaciéon Az = b es de la forma x, + ,, para algtin vector x,,

en el espacio nulo, el vector & — x,, debe pertencer al espacio nulo N (A) Asi pues, tenemos que fijarnos
en

0 0
-1 -1
Ty — T, = HE Ty — T, 0
—4 -3

Para determinar si un vector y pertenece al espacio nulo N (A)7 podemos verificar si Bz = y tiene
solucién. Como hemos visto en clase, podemos hacerlo mediante la eliminacion: si la eliminacién produce
un vector de ceros en la tltima columna de la matriz ampliada [B| — y], entonces ¢y es una combinacién
lineal de las columnas de B:

1 0 -1/0 1 0 0]0 1 0 0O 1 0 0O

2 1 -1|1 2 1 1|1 2 1 0] 0 2 1 0|0

-1 1 3|0 - -1 1 20 [(_1;’2+3] -1 1 1) -1 - -1 1 1] 0

3 4 1l-a | MW143] |3 4 4|-a | [(-D)2+4] |3 4 O0|-a4 | [(1)3+4 [3 4 O0|-a4

1 0 00 1 0 10 1 0 110 1 0 1|1

0 1 0|0 0 1 00 0 1 -1} -1 0 1 -1} -2

0 0 1|0 0 0 110 0 0 1] 0 0 0 1] 1
|0 0 01 | L0 0 0]1 | 10 0 0 1 | |10 0 0 1 |

El sistema tiene solucién sélo si a = —4. Asi que Z tiene razon.

O

(Grupo H curso 14/15) Ejercicio 3.

Si Az = b no tiene solucién, el espacio columna de A tiene dimensién menor que m (tiene filas libres).
Asi que el rango 7 es r < m. Pero puesto que ATy = ¢ tiene s6lo una solucién, las columnas de AT son
independientes. Esto quiere decir que el tango de AT es r = m. Esta contradiccién demuestra que no
podemos encontrar tales A, by c.

u
(Grupo H curso 14/15) Ejercicio 4(a)
-1 -1 1 -1 0 0 -1 0 0
-6 -7 3 (—1)14+2 | —6 -1 =3 - -6 -1 0
[A] | 1 1 S| W13 10 & |38 | 1 0 5 | _JL
]| 1 0 0 I -1 1 1 -1 4 | [E
0 1 0 0 1 0 0 1 =3
0 0 1 0 0 1 0 0 1
|
(Grupo H curso 14/15) Ejercicio 4(b)
Puesto que U= E_lz
. -1 0 0 1 1 -1
A=LU=|-6 -1 0 01 3
1 0 1/2| |0 0 1
(]

(Grupo H curso 14/15) Ejercicio 4(c)
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Si se cambia agg de -1/2 a -1, el tercer pivote se reduce en 1/2 y A,,,,.., resulta singular. Su espacio
columna es el plano in R? que contiene todas las combinanciones lineales de las dos primeras columnas:
(-1,-6, 1) y (0, -1, 0).

|

(Grupo H curso 14/15) Ejercicio 4(d)

. (-1 0 0]-b . 1 0 0]-b ] 1 0 0] 0
i ((1)1+2] [-6 -1 O|-ba | [-6)2411 |0 1 0]-bo T 0 1 0 O
Al-b ] (s 11 0 0f-bg | ICD 1 0 0]-bg | G014 |1 0 0] -bioby
o | —= |1 1 4|0 | —=5 |7 1 4|0 | /5 [7 1 4[byThy
0|1 0 1 -3/0 6 -1 -3/0 6 -1 -3|6b1-by
) 0 0 10 0 0 1|0 0 0 1| 0
[0 0 0] 1 | [0 0 01 | [0 0 o] 1 |

Por tanto, es necesario que by + bz = 0 (puesto que asi la dltima columna de la matriz aumentada no tiene
) 3
pivote, es decir, que entonces b es combinacion lineal de las columnas de la matriz de coeficientes).

(]
(Grupo H curso 14/15) Ejercicio 4(e)
1 4
zeR3 [JaeRtalquex= 0] +a| -3
0 1
(]

(Grupo E curso 13/14) Ejercicio 1(a)

Si conocemos las soluciones de Ax = b, quiere decir que conocemos qué combinaciones lineales de las
columnas de A son iguales a b, y por lo tanto sabemos si b es combinacién lineal de las columnas de A,
que es lo mismo que decir que sabemos si b pertence a C (A), puesto que C (A) es el conjunto de todas
las combinaciones lineales de las columnas de A. Asi,

‘Aw = b tiene solucién si y sélo si b pertenece al espacio columna de A ‘

(Grupo E curso 13/14) Ejercicio 1(b)
. Basta con comprobar que podemos eliminar la tltima columna de la matriz ampliada [A| - b]

2 1| -8 2 010 2 0 10
"AlLb 6 5/ =28 | [_imapg |6 2 |4 - 6 2 |0
| |2 4 -1 (@i+3] |2 3 |—6 | @248 |2 3 |0
o1 1 o[ o 1 —1/2[ 4 1 —1/2[3
L 0 1/ 0 0 1|0 0 1 |2
0 0] 1 0 0 |1 0 0 [1]

Asi, x = (g) es solucion de Ax = b, y b es por lo tanto un vector del espacio columna de A.

(Grupo E curso 13/14) Ejercicio 2(a)
Las cuatro operaciones elementales por columnas en el proceso de eliminaciéon Gauss-Jordan son

Al . ) =AE=I
[(=2)1+2][(=3)1+3][(—1)3+2][(—3)2+1]
1 -2 1 =3[ 1 2 1 -3
Al 1 1 1 31 |=A|-3 1 0]=I
1 1 11 1 3 -1 1
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-2 1 -3
As, A'=]|-3 1 0
3 -1 1

]

(Grupo E curso 13/14) Ejercicio 2(b)
Podemos calcular la inversa de la matriz A™' para obtener A, realizando la operaciones elementales
inversas sobre | (pero en orden inverso).

T

-2 -1 =3 [®2+1] (1

1)3+2
-3 1 0 {g331+3} 1
[A'] |3 -1 1] (@142 1 1
[ 1] |1 1 2 3| |A|’
1 3 79
1 0 1 1
calculando el siguiente producto: (I - )(I - ) I I =A.
(241" " [(W3+21"  [(H1+3]  [()1+2]

(Grupo E curso 13/14) Ejercicio 3(a)
La tercera columna de A es el doble de la primera.

>

Il
— N = N
W = oo
DN = NN

Puesto que L tiene su primer pivote en la primera fila, primera columna; y el segundo pivote en la tercera
fila, segunda columna; entonces

1 0
2 0
UnabasedeC (A): [ [1]; [1]:).  Unabasedec(A): [(1, 0, 2)5 (1 1, 2);].
2 2
1 3
O
(Grupo E curso 13/14) Ejercicio 3(b)
Puesto que la tercera columna de L es cero, la tercera columna de E =U™! es una base de N/ (A)
1 0 -2
E=U"=1{0 1 0
0 0 1
Asi pues el conjunto de soluciones del sistema Ax = 0 es
-2
N(A): xeR}|FaeR talque . =a | O
1
a

(Grupo E curso 13/14) Ejercicio 3(c)
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[1 0 2[—-1] [1 0 0| 0
2 0 4/-2 - 20 0] O
1 1 2|-2 [(—2)1+3] 1 1 0 0
[A|-b 2 2 4[—4 | Wi+ 42 2 0| 0
[(1)2+4]
| =1 3 2|—c 1 3 04—-c
01 1 1 -2 1
i 1 1 1
1 1 0
L 1 - L 1 -
Si ¢ # 4 el sistema no tiene solucién. Cuando ¢ = 4 la solucién completa es:
1 -2
zelR3 [JaceRtalquex=|1]+al O
0 1

O

(Grupo E curso 13/14) Ejercicio 4(a)

El ntmero de filas m es tres. Puesto que el primer sistema no tiene solucién, el rango es menor que
tres, y puesto que el segundo tiene sélo una solucién, no hay columnas libres (todas son pivote). Por tanto
el niimero de columnas n es uno o dos; y el rango también.

U
(Grupo E curso 13/14) Ejercicio 4(b)
Puesto que la matrix es de rango completo por columnas, el tnico vector en el espacio nulo es el cero

0. Asi pues, necesariamente ese vector es el vector nulo: & = 0.

O
(Grupo E curso 13/14) Ejercicio 4(c)
0

a
0

o cualquier matriz que sea pueda obtener mediante transformaciones elementales por columnas de ambos
ejemplos.

; ;o ya,c#0;

0
o a
0

o OO0

O

(Grupo E curso 13/14) Ejercicio 4(d)
El rango es el maximo nimero de vectores columna de la matriz que podemos tomar manteniendo un
conjunto linealmente independiente. Es decir, tal que la tinica combinacién de dichos vectores

a A +b-AL+tme A

que dé un vector de ceros es que todos los coeficientes sean nulos. Pero en esta definicién el orden en que
sumemos los vectores columna es irrelevante, por lo que el rango no depende del orden en que se suman
las columnas de la matriz..

|
(Grupo E curso 12/13) Ejercicio 1.
[1 2 1 —2| -5 i (1 0 0 0|07 (1 0 0 0|0
2 41 1| -9 {E—?;HZ% 2 0 -1 5|1 2 0 -1 010
—~1)1+3 ,
3 6 2 —-1|-14 [(2)1+4] 3 0 -1 5|1 (5)34+4] 3 0 -1 0|0
Al-b| |1 00 O 0 [(5)1+5] 1 =2 —1 2|5 [ [(1)3+5] 1 -2 -1 -3|4
1o | [0 10 O 0 0 1 0 010 0 1 0O 010
001 0 0 0 0 1 0|0 0 0 1 5 |1
00 0 1 0 0 0 0 1]0 0 0 0 110
10 0 0 0 1| L0 0 0 01 | L0 0 0 0|1
Por tanto, la solucién completa es el conjunto de vectores de la forma
4 -2 -3
xcR* | Ip e R? tal que ¢ = (1) + (1) g D
0 0 1
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O
(Grupo E curso 12/13) Ejercicio 2(a)
El procedimiento de eliminaciéon “hacia arriba” es
7T 6 2 -1 —-18 0 35 0 0
A=|6 3 0| —— |6 3 0 —— |6 3 0| =L,

4 12 1| w-2s+ 4 12 1| wey |4 12 1
donde el primer pasoes A y el segundo ( - A). Puesto que estas operaciones son com-

[(-2)3+1] r =284

[(6)2+1]
binaciones lineales de las filas, corresponden a productos de matrices elementales por la izquierdas:

35 0 O 1 6 0 (1 0 -2
L=|6 3 o|=( , N , HDA=|0 1 0[ |0 1 O]A
4 12 1 [(6)2+1] [(=2)8+1] 0 0 1 0 0 1

(Una manera de obtener estas matrices eliminacién es realizando la operacién correspondiente sobre la
matriz identidad de orden 3 x 3.)
O

(Grupo E curso 12/13) Ejercicio 2(b)
Como més arriba, L = EA (las matrices eliminacién multiplican por la izquierda para operar con las
filas). Por lo tanto, el espacio columna de A es distinto del espacio columna L, pero los espacios nulos son

idénticos:
0 0 1 —-1] (1 1
L A

cw-c(()) + ew-2((()])

Mientras que para toda matriz invertible E

donde

zeN(A)= Az =0 = EAz =0 = Lz =0 = z c N (L)
zeN(L)= Lz=0 = E'Lz =0 = Az =0 = z c N (A)

Asf que N (A) = N (L).
U

(Grupo E curso 12/13) Ejercicio 2(c) Una manera sencilla de verlo es con un contraejemplo: e.g.,
aplicando sobre la matriz A la eliminacién “hacia la derecha” obtendremos una matriz distinta. Por ejemplo,
la eliminacién hacia la derecha nunca cambiara la esquina superior izquierda (7), pero la eliminacién hacia
arriba ha cambiado dicho numero (35).

De manera més abstracta, sabemos por clase que la eliminaciéon hacia la derecha mantiene el espacio
columna, mientras que ya hemos visto que la eliminacién hacia arriba de las filas cambia el espacio columna
C (A) Asi que las matrices obtenidas por ambos procedimientos no pueden ser siempre iguales.

Para contestar adecuadamente no basta con decir que las operaciones empleadas son distintas, ya que
en muchas aplicaciones se obtienen resultados idénticos empleado sucesiones de operaciones distintas (por
ejemplo, podemos usar eliminacién hacia la derecha o eliminacién hacia arriba para encontrar A™*, y por
supuesto, si tal matriz existe, el resultado es el mismo independientemente del procediminto empleado).

|

(Grupo E curso 12/13) Ejercicio 3(a) SI
Es el conjunto de soluciones de un sistema homogeneo. En particular, es el espacio nulo de la matriz
(2, -2, 1,).

O

(Grupo E curso 12/13) Ejercicio 3(b) NO
1 -1
El vector | 0 | pertenece al conjunto, pero el multiplo (multiplicando por —1), | 0 | no pertenece.
-1 1
|
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(Grupo E curso 12/13) Ejercicio 3(c) NO
Es el conjunto de soluciones de un sistema no homogeneo. En particular, el conjunto no contiene al vector
0.

|

(Grupo E curso 12/13) Ejercicio 3(d) SI
Es la interseccién de dos subespacios (dos planos que pasan por el origen). En particular es el espacio nulo

.11 -1 0
de la matriz L 0 _2].

O
(Grupo E curso 12/13) Ejercicio 3(e¢) NO
1
Es la unién de dos planos, es decir, un conjunto no cerrado para la suma. Tomemos por ejemplo | 1 | +

2 3
0] = |1]; queno pertenece al conjunto.
1 1
O

(Grupo E curso 12/13) Ejercicio 4(a) Las columnas son linealmente independientes, asi que el rango
de la matriz es 3. Entonces dim C (A) =3, dimC (AT) =3, dim N (A) =0, dim N (AT) =1.

(Grupo E curso 12/13) Ejercicio 4(b) Puesto que C (AT) es un subespacio tridimensional de R?,
resulta ser todo el espacio R3. Puesto que A/ (A) es un subespacio de R de dimensién cero, entonces es
0

0
0
O
(Grupo E curso 12/13) Ejercicio 4(c) A y B pueden ser distintas. Por ejemplo:
1 00 2 00
010 0 20
o0 1 Y |oo 2
0 0 O 0 0 O
0
(Grupo E curso 12/13) Ejercicio 5(a)
No hay solucién. La dltima fila de A esta llena de ceros. Si s = 1, entonces tenemos 0 = 1.
O
(Grupo E curso 12/13) Ejercicio 5(b)
p —a —d —g
0 1 0 0
zeR* [ IpeRtalquex= ||+ b e —h
P meF= 1o o 1 olP?
r —c —f —i
0 0o 0 1
([
(Grupo H curso 12/13) Ejercicio 1(b)
(11 1 1| =b ] (10 0 0|=bi] (tiyaeyy [T O 0O O 0 1
1 2 3 5|—=b T 1 1 2 4| —by [(*i)2+3] 0 1 0 0 0
1 3 5 9/ -bs | [Tihta [t o2 4 8|-by | AR -1 2 0 0|bs—2p+by
10 0 0] 0 (-Di+4] (1 -1 -1 -1/ 0O [(b2)2+5] 2 -1 1 3 2b; — bs
01 0 0] O 0 1 0 01 0 -1 1 -2 —4| —=b1+be
0 01 00 00 1 0|0 0 0 1 o0 0
000 1 0 0 0 0 1|0 0o 0 0 1 0
000 0 1 | 0 0 0 o1 | [0 0 0 0 i |
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(Grupo H curso 12/13) Ejercicio 1(a) Rango 2 (dos pivotes).
(]

(Grupo H curso 12/13) Ejercicio 1(b) De la ultima fila tras la reduccién de —b, podemos ver que
la condicién para que un vector pertenezca al espacio columna de A es by —2bs +b3 =0. AsiC (A)
es N (B) para

B = [1 -2 1] .
a
(Grupo H curso 12/13) Ejercicio 1(c) los dos tltimos no pueden pertenecer al espacio columna puesto
que pertenecen a R*. De la condicién obtenida en la parte (b), tenemos que (2, 0, —2,) pertenece al
espacio columna C (A)7 pero (1, -2, 1,) no pertence.
|

(Grupo H curso 12/13) Ejercicio 2(c)

1 1 1|-2T7 . 1 0 0 0 1 0 0 |0

1 2 3| -3 =1+ | 1 1 2 | -1 - 1 1 0 |0

A|l-b 3 4 k| -7 [([( ﬂli;?] 3 1 k-3|-1 [([(3)22&?] 3 1 k=510
] =10 0[]0 | —/—> |1 -1 -1 ]2 1 -1 1 |1
1 01 0|0 0 1 0 0 0 1 -2 |1

) 00 1|0 0 0 1 0 0 0 1 |0
|00 0 T | |0 0 0 1| |0 0 1|

]

(Grupo H curso 12/13) Ejercicio 2(a) Del proceso de eliminacién vemos que no importa el valor de
k, el sistema siempre tiene solucién (hemos eliminado —b sin tener en cuenta el valor de k). Por inspeccién,
esto se puede observar directamente en A, ya que la suma sus dos primeras columnas es igual al vector
del lado derecho

1 1 2
11+12] =13
3 4 7

Para k # 5 la matriz tiene rango 3, y por tanto solucién tnica.
O

(Grupo H curso 12/13) Ejercicio 2(b) Para k = 5 la matriz tiene rango 2, y por tanto el sistema
tiene infinitas soluciones.
(]

(Grupo H curso 12/13) Ejercicio 2(c) Del proceso de eliminacién gaussiana por columnas sabemos
que AE = L, y puesto que E es invertible, entonces A = LE™; vamos a calcular E™':

1 -1 1 1 0 0 1 00
0 1 =2 (14g |0 1 =2 - 010
E]l |0 0 1 (-D1+3] | 0 0 1 [(@2+8 | 0 0 1 | [1] 1]
1= |7T 0 o0 1 1 -1 11 1| [T u]
0 1 0 01 0 01 2
0o 0 1 00 1 0 0 1
por tanto
10 0]7f1 11 11 1
LU=LE'=1{1 1 0|0 1 2|=]|1 2 =A
3 1 —1[|0 0 1 3 4 4

]

(Grupo H curso 12/13) Ejercicio 2(d) Como se ha hecho notar més ariba, para k # 5 sélo hay
una solucién, dada por x,, = (1, 1, 0,) . Esta solucién la podemos obtener del proceso de eliminacién, o
como hemos mencionado antes, sencillamente por inspeccion.

Para k =5, x, = (17 1, O,) es una solucién particular; la solucién general se obtiene anadiendo los
vectores del espacio nulo:

zeR3 [JaceRtalquex= 1] +a| -2
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O
(Grupo H curso 12/13) Ejercicio 3(d)
12 —1 0 0/ —by T 10 0 0 0 —by T 10 0 0 0|—by 7
1 2 0 2 2| —bg 1 0 1 2 2/—b2 0 0 1 0 0| —b2
1 2 -1 0 0]|-bs - 1 0 0 0 0]|-b3 [(_1;'3+1] 1 o 0 O 0 |—b3
2 4 0 4 4 7b4 [(,2)14',2] 2 0 2 4 4 7b4 [(,2)3+4] 0 0 2 0 0 7b4
1 0 0 0 0] 0 [(1)1+3] 1 -2 1 0 0] O [(3)3+5] 0 -2 1 -2 =210
0O 1 0 O0 0O 0 1 0 0 0] O 0 1 0o 0 0| O
00 1 0 00 0 0 1 0 00 -1 0 1 -2 -2 0
0o 0 O 1 0/ 0 0O 0 0 1 00 0 0o 0 1 0| O
0 O 0 0 1] O 0 0 0 0 1] 0 0 0 0 0 110
LO 0 0 O of 1 LO 0 0 O of 1 Lo O O o0 o 1 .
ri o 0 O 0 0 7
0 0 1 0 0 0
- 1 0 0 0 0] b1 —03
[(b1)146] 0 o 2 0 0 |2by — by
[(b2)3+6] 0 -2 1 -2 =2 ba
0 1 0 0 0 0
-1 0 1 -2 =2/by—0
0 0 0 1 0 0
0 o 0 O 1 0
L O o 0 O 0 1 J
U
(Grupo H curso 12/13) Ejercicio 3(a)
1 0 1 -1
Por ejemplo: base C (A) = O1.]1% ;6 también: base C (A) = 1 0
11 0 ) 1] -1
0 2; 2 0
O
—2 -2 —2
1 0 0
(Grupo H curso 12/13) Ejercicio 3(b) Por ejemplo: base J\/(A) = 0o l;|1-21;1-2]1;
0 1 0
0 0 1
(I
S by —b3=0
(Grupo H curso 12/13) Ejercicio 3(c)
2by — by =0
O
b 1
0 0
(Grupo H curso 12/13) Ejercicio 3(d) Puesto que ¢, = | by —b1 | = | 1|, entonces
0 0
0 0
1 -2 -2 2]
0 1 0 0
zeR® |[IpeR3talquex=|1]|+]|0 -2 —2|p
0 0 1 0
0 0 0 0]
([

(Grupo H curso 12/13) Ejercicio 4(a) Falso. Contraejemplo: si A = {(1) 8} , entonces A% = A pero

A£lyA#£0.
Note que si asumimos que A es invertible, entonces la tnica solucién es A = | (multiplicando ambos
lados de A% = A por A_l), pero el enunciado no indica que este supuesto se cumpla.
|

(Grupo H curso 12/13) Ejercicio 4(b) Verdadero. Basta comprobar que las combinaciones lineales
de vectores se mantienen dentro del espacio. Si B es una matriz tal que AB = BA, entonces A(Bc) = (¢cB)A
para cualquier c. Si B’ es otra matriz tal que AB’ = B’A, entonces A(B + B’) = AB + AB’ = BA +
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B’A = (B + B’)A. (El resto de propiedades de un espacio vectorial, asociatividad, etc., no es necesario

demostrarlas, ya que con lo anterior quedan aseguradas).
|

(Grupo H curso 12/13) Ejercicio 4(c) Verdadero. Suponga que el rango de A es r, entonces la
dimension de su espacio columna es r, y la dimension del espacio nulo es 3 — r. Obviamente no importa si
r=0,1,2, 3, siempre tenemos que r # 3—r. (De manera equivalente, r = 3—r implicarfa un rango fraccional
r = 3/2). Esto muestra que los dos espacios son distintos, ya que sus dimensiones son necesariamente
diferentes.

(I
(Grupo H curso 12/13) Ejercicio 4(d) Verdadero.
(a%)" = (an)" =aTAT —AA = A?
U
(Grupo H curso 12/13) Ejercicio 4(e) Falso. Seria cierto si la matriz fuera cuadrada.
]

(Grupo H curso 12/13) Ejercicio 5(a) Ninguna. Puesto que el rango en cuatro, no hay columnas

libres.
O

(Grupo H curso 12/13) Ejercicio 5(b) El espacio fila de A es todo el subespacio R* (puesto que
el rango es 4). Entonces cada vector b en R* es una combinacién de las filas de A, lo que significa que
ATy = b es resoluble para cualquier vector del lado derecho b.

u
(Grupo E curso 11/12) Ejercicio 1(a)
2 20 2 0 0 2 0 0
1 4 9 . 1 3 9 - 1 3 0
1 3 9 [(-1)1+2] 1 2 9 [(=3)2+3] 1 2 3
1 00 1 -1 0 1 -1 3
0 1 0 0 1 0 0o 1 -3
0 01 0O 0 1 0 0 1
Por tanto
-1 0| {1 0 O 1 -1 3
E-( , )0 . )=1Jo 1 offo1 =3/ =|0 1 -3
[(=1)1+2] [(=3)2+3] 0 0 1 0 0 1 0 0 1
O

(Grupo E curso 11/12) Ejercicio 1(b) Puesto que AE = L, entonces A = LE™; y por tanto U = E™*.

1 1 0 0|1 1 0 1 1 0
U=e'=(1 . ) =0 )0, )=]o 1t 3]]o1o=]0o13
[(—1)1+2)[(~83)2+8] (@2+8)/ \ [(1)1+2] o0 1llo o 1 00 1
(Il
(Grupo E curso 11/12) Ejercicio 2(a)
(1 1 2 1]-3] . (1 0 0 O 0 (1 0 0 O 0 i
1 1 5 4]—6 K-;gitﬂ 1 0 3 3 -3 1 0 3 O 0
-2)14 -
10 0 0] O [(3)1+5] 1 -1 -2 -1 3 [(1)3+5] 1 -1 -2 1 1
01 0 0] O0 0 1 0 O 0 01 0 O 0
0 01 0] O 0O 0 1 O 0 0 0 1 -1 1
0 00 1] O0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0
000 0|1 | 00 0 o] 1 00 0 o] 1 |
Por tanto
—1 1

Una base de N (A) =



Soluciones a los Ejercicios 100

(]
(Grupo E curso 11/12) Ejercicio 2(b) Soélo para ¢ = 12.
]
(Grupo E curso 11/12) Ejercicio 2(c) La solucién completa es
1 -1 1
xcR* | 3Ip e R? tal que ¢ = (1) + (1) _01 p
0 0 1
u

(Grupo E curso 11/12) Ejercicio 3(a) El espacio de todos los vectores in R* que son ortogonales
(perpendiculares) a ambos vectores es el conjunto de soluciones al sistema:

1 2 3 1
{0 0 1 2]””_0
Asi,
1 2 3 1 ( 2)71+2] 1 0 0 0 1 0 0 0
0 0 1 2| (373 o 0o 1 2 . 00 1 0
1 0 0 0| [(=1)1+4] 1 -2 -3 -1 [(—2)3+4] 1 -2 -3 5
01 00 0 1 0 0 0 1 0 0
0 01 0 0 0 1 0 0 O 1 -2
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1
Por tanto, una base es
-2 5
1 0
017 1-2|"
0 1

O

(Grupo E curso 11/12) Ejercicio 3(b) Depende del rango (del ntimero de pivotes) de la matriz
[u; v; w;} . Puesto que los vectores no son nulos, entonces la matriz es no nula, y por tanto la dimensién

de su espacio columna puede ser 1, 2 6 3.
O

(Grupo E curso 11/12) Ejercicio 4(a) Comprobando que el sistema Az = ¢ es resoluble, por
ejemplo:

= Comprobando si A tiene el mismo nimero de pivotes que la matriz aumentada [A|c] (es decir,
comprobando que rg (A) =rg ([A\c}))

= En otras palabras, comprobando si la dltima columna de la matriz aumentada [A|c] es una columna
libre tras el proceso de eliminacién gaussiana por filas.

» o realizando la eliminacién por columnas en la matriz aumentada [A|c] y comprobando que la tltima

columna se convierte en una columna de ceros: [A]c] "= [L|0].
u

(Grupo E curso 11/12) Ejercicio 4(b) Comprobando si 7 se transforma en una fila de ceros tras la

eliminacién gaussiana por filas:
M=l
PR— % JR—
r Ty Ty 0

(Grupo E curso 11/12) Ejercicio 4(c) Puesto que ¢ € C (A) (o, puesto que r € C (AT);) el rango

de A es como minimo uno.

O

O
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(Grupo E curso 11/12) Ejercicio 4(d) Como mucho el rango es dos, ya que no todos los vectores de
R3 pertencen al espacio fila C (AT), puesto que 7 ¢ C (AT). Esto significa que la dimensién de C (AT) es
menor que tres (la dimensiéon de R?), es decir, que hay menos de tres pivotes.

|
(Grupo H curso 11/12) Ejercicio 1(a)
Las cuatro operaciones elementales por columnas en el proceso de eliminacién Gauss-Jordan son
Al . ) =AE=I
[(—2)1+2][(—3)1+8][(—1)8+2][(~3)2+1]
1 -2 1 =-3| (1 1 -2 1 -3
A 1 1 1 -3 1 =A (-3 1 0| =I
1 1 -1 1 1 3 -1 1
1 -2 -3 M1
1 -3 1
1 13 -1 1
(—=2)1+2] 1
(—3)1+3] 1
{A (o2t [A]. [ 1] 1
» . —3)2+1 B B

También podemos expresar lo mismo asi: I |_|J E = |_A_1J S P R E—

-3 1 0

3 -1 1
-2 1 -3
Asi, Al=1[-3 1 0
3 -1 1

O

(Grupo H curso 11/12) Ejercicio 1(b)
Podemos calcular la inversa de la matriz A™' para obtener A, realizando la operaciones elementales
inversas sobre | (pero en orden inverso).

-
-2 -1 -3 {g;?&% 1
+
=3 1 0] 13143 1
[A'] |3 -1 1] (@142 1 ]I
EREE 1 2 3] [A]
1 379
1 0 1 1
calculando el siguiente producto: (I . )(I . (I . I . )=A.
(®2+1) (3421 (@143 [(2)1+2]

(Grupo H curso 11/12) Ejercicio 2(a) La tercera columna de A es el doble de la primera.

>

Il
— N = N
W = OO
DN = DN DN

Puesto que L tiene su primer pivote en la primera fila, primera columna; y el segundo pivote en la tercera
fila, segunda columna; entonces

Una base de C (A) : 0. Una base de C (AT) : {(1, 0, 2,) ; (1, 1, 2,) ;] .

[ R T O
W R OO
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(Grupo H curso 11/12) Ejercicio 2(b) Puesto que la tercera columna de L es cero, la tercera columna
de E =U"" es una base de NV (A).

1 0 -2
E=U"'=[0 1 0
0 0 1
Asi pues el conjunto de soluciones del sistema Az = 0 es
-2
N(A): xeR} |[JacRtalquex=a| 0
1
O
(Grupo H curso 11/12) Ejercicio 2(c)
[1 0 2[—1] (1 0 0| 0 ]
2 0 4/-2 - 20 0] O
1 1 2|/-2 [(—2)1+3] 1 1 0 0
[A|-b 2 2 4]-4 [(1)1+4] 2 2 0] O
[(1)2+4]
| =13 2/—¢c | —=|1 3 0|4-c
L |1 1 1 -2 1
1 1 1
1 1 0
L 1 - L 1 -
Si ¢ # 4 el sistema no tiene solucién. Cuando ¢ = 4 la solucién completa es:
1 -2
zecR® |JaceRtalquex=[1]+a| 0
0 1
O

(Grupo H curso 11/12) Ejercicio 3(a) El nimero de filas m es tres. Puesto que el primer sistema
no tiene solucion, el rango es menor que tres, y puesto que el segundo tiene sélo una soluciéon, no hay
columnas libres (todas son pivote). Por tanto el nimero de columnas n es uno o dos; y el rango también.

O

(Grupo H curso 11/12) Ejercicio 3(b) Puesto que la matrix es de rango completo por columnas, el
tinico vector en el espacio nulo es el cero 0. Asi pues, necesariamente ese vector es el vector nulo: = 0.
([l

(Grupo H curso 11/12) Ejercicio 3(c)
0 0
al, o a
0 0

i ya,c#O0;

o OO0

o cualquier matriz que sea pueda obtener mediante transformaciones elementales por columnas de ambos
ejemplos.
a

(Grupo H curso 11/12) Ejercicio 3(d) El rango es el maximo ndimero de vectores columna de la
matriz que podemos tomar manteniendo un conjunto linealmente independiente. Es decir, tal que la tnica
combinacion de dichos vectores

a-ai+b-aj+---+m-ap

que dé un vector de ceros es que todos los coeficientes sean nulos. Pero en esta definicién el orden en que
sumemos los vectores columna es irrelevante, por lo que el rango no depende del orden en que aparecen
las columnas de la matriz..

]

(Grupo H curso 11/12) Ejercicio 4(a) Puesto que el rango es 4, habrd 7 - 4 = 3 columnas de ceros
enL y R.
(]
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(Grupo H curso 11/12) Ejercicio 4(b) El espacio columna de A contine todos los vectores de R*
(puesto que el rango es 4). Por tanto, cualquier vector de R* se puede expresar como una combinacién

lineal de las columnas de A, esto significa que Ay = ¢ siempre tiene solucién.
|

(Grupo A curso 10/11) Ejercicio 1(a)

[0 1 2 27 [0 1 0 0 ] [0 1 0 0 ]
038 7 . 03 2 1 . 03 2 0
[(—2)2+3] [(2)4]

00 4 2|22 100 4 2 | @4 100 4 0

1 0 00f——— |1 0 O 0 —F— | 1 0 O 0

01 0 0 01 -2 =2 01 -2 =2

0 0 1 0 0 0 1 0 0o 0 1 -1

(00 0 1| 00 0 1 | 00 0 2
1 0

asi que las soluciones especiales son | 8, = 8 ;o 8y = :? Por tanto, el espacio nulo A/ (A) es un

0 2

plano en R* generado por las combinaciones lineales de las soluciones dos especiales.

1 0 1 0

1 2 _ |0 =2 _ Of. [-2].

v eR* | dp € R” tal que v = 0 —1|P =L ol 1211
0 2 0 2

O

(Grupo A curso 10/11) Ejercicio 1(b) C (A) es un plano en R?® generado por las combinaciones
lineales de las columnas pivote de A

1 2 1 2
veR? [IpeRitalquev= |3 8|pp=L 31;18];
0 4 0 4

O también C (A) es un plano en R? generado por las combinaciones lineales de las columnas pivote de L

1 0 1 0
veR? |[IpeRitalquev= |3 2|pp=L 31;12];
0 4 0 4

]

(Grupo A curso 10/11) Ejercicio 1(c) Notese que B se puede reducir por eliminacién gaussiana a
A 0
el

Puesto que conocemos las forma escalonada reducida de A: la forma escalonada reducida de B es por tanto

0 1 0 0
Bz{gg}; donde R=| 0 01 0
0 -6 2 0

([l
(Grupo A curso 10/11) Ejercicio 2(a) En primer lugar, m = 3 ya que Az € R3. Ademéas, Az = | 1

tiene una solucion = N (A) = {0}, y entonces r = n (donde r es el rango de la matriz).
1
Pero Ax = [ 1 | no tiene solucion = C (A) £ R3, y entonces r < m = 3.
1

Hay dos posibilidades : ;= o)
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O

0
(Grupo A curso 10/11) Ejercicio 2(b) Puesto que N/ (A) = {0} (porque Az = [ 1] tiene 1
0

solucién), hay una tdnica solucién a Az = 0, que necesariamente es & = 0. (Puede ser bien = (0,) o

bien x = (8) dependiendo de sin=10n=2.)

(Il
0 0 c c 0
(Grupo A curso 10/11) Ejercicio 2(c) A puede ser |a|, paraa # 0; 0o bien [0 0,6 |0 a| y
0 0 c c 0
ambas columnas linealmente independientes (por tanto ninguna columna puede ser nula).
([l
(Grupo A curso 10/11) Ejercicio 3(a) la ecuacién Ax = b|siempre | tiene ‘ muchas soluciones ‘
([l

(Grupo A curso 10/11) Ejercicio 3(b) ‘ El espacio columna es un espacio tridimensional dentro de R3 ‘,

es decir, es todo R3, y

‘el espacio nulo tiene dimensién 5 — 3 = 2 > 0 dentro de R® |, un plano dentro de R® que pasa por el ori-

gen.

O

(Grupo A curso 10/11) Ejercicio 4(a) Encontremos primero un vector en la misma direccién que la

era=(3)- ()= (%)

Asi que una representacién paramétrica es
T 2 3 r1 =24 3a
r=ptav = = +a 0
T2 2 -2 To = 2 —2a
(Grupo A curso 10/11) Ejercicio 4(b) Necesitamos “eliminar” la parte de los pardmetros (av),

puesto que
2 3= 3)- (%) -0

entonces es facil eliminar dicha parte:

O

(2, 3)xz=(2 3)-p+a(2, 3)-v—(2 3)-xz=(2 3)-p+a-0

En este caso particular
x 2 3
(2, 3)- (I;) — (2 3)- (2> fa(2 3). (_2> 24 3y=10+a-0

y por tanto una ecuacién para la recta es {2ac + 3y =10.
Una forma rapida de hacer todos estos calculos es mediante...jeliminacién gaussiana!

-
(z  y ] {g}gg 22 3y] [(1)’1'+2] 22 2z 4 3y]

o | Y% T4 6 | B2 T4 10 = {22+3y=10.
13 —2] L6 —6] | 6 0

O

(Grupo E curso 10/11) Ejercicio 1(a) Primero, puesto que R es la forma escalonada reducida por
filas, tenemos que d = (47 0, O,) . Los otros dos vectores nos dan las soluciones especiales para R, y
muestran, por tanto, que R tiene rango 1: de nuevo, puesto que es la matriz escalonada reducida, las dos
ultimas filas son ceros, y la fila de arriba es (1, -2, 75,) , L.e.
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O
(Grupo E curso 10/11) Ejercicio 1(b) La matriz que conecta R y d con los originales A y b es
1 0 0 1 0 0 1 0 0
E=I . =| 010 -3 1 0|=||-310
[(=5)8+2] 5 0 1 0 01 -5 0 1
Es decir, R=EA y Eb=d. Asi, A=E 'Ry b =E'd, dando
1 oo0][1 -2 -5 (1 -2 -5
A=(3 10 0 0 o0|=||3 -6 -15
5010 0 0] | 5 —10 -25
[1 0 0] /4 4
b=]13 10 0] =112
5 0 1] \o 20
([l
(Grupo E curso 10/11) Ejercicio 2(a)
g (A) = ntumero de pivotes = 3.
» dim(C (A)) = dim(C (AT)) =rg (A) = 3.
» dim(N (A) = numero de columnas libres = 0
= dim(N (AT)) = ntimero de filas sin pivote =5 — 3 = 2.
O

(Grupo E curso 10/11) Ejercicio 2(b) Las tres coumnas no nulas de R constituyen una base del

espacio columna de A. También A|1 A|2 y A|4.
O

(Grupo E curso 10/11) Ejercicio 2(c) Las filas primera, segunda y cuarta de A
u

(Grupo E curso 10/11) Ejercicio 2(d) Puesto que hay dos filas sin pivote, necesitamos encontrar
dos soluciones del sistema & A = 0 que sean linealmente independientes. Puesto que

1 0 00
0 1 00

NR::?(2)(1)2837200:0
1 0 0 of =
0 0 01

El sistema formado por las filas o, = (—3, 2, 1, 0, O,) y T, = (—1, 0, 0, 1, O,) de N es una
base de N (AT).

Y puesto que cualquier combinacién lineal de ambas soluciones especiales es también solucién del
sistema homogéneo; el espacio nulo por la izquierda N (AT) es

N (AT) = {w € R?| 3o, B € R tales que w = ax, + Bz, } .

]

(Grupo E curso 10/11) Ejercicio 2(e) 3A;; —2A, +0A, +0A; = A ;. Nétese que la tercera fila
de R nos indica una posible combinacién (no es la tnica).
O

(Grupo E curso 10/11) Ejercicio 3(a) la ecuacién Az = b |siempre | tiene ‘ muchas soluciones ‘

O

(Grupo E curso 10/11) Ejercicio 3(b) ’ El espacio columna es un espacio tridimensional dentro de R? ‘,

es decir, es todo R3, y
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‘el espacio nulo tiene dimensién 5 — 3 = 2 > 0 dentro de R® |, un plano dentro de R® que pasa por el ori-
gen.

O

(Grupo E curso 10/11) Ejercicio 4(a) Encontremos primero un vector en la misma dirrecién que la

vmn-a=(2)-(3) - (2)

Asi que una representacién paramétrica es
T 2 1 r1=14a
r=p+av = = +a 0
b (332) <4> <1> {xz =4+a

(Grupo E curso 10/11) Ejercicio 4(b) Necesitamos “eliminar” la parte de los pardmetros (av),
puesto que

O

entonces es facil eliminar dicha parte:
(-1, Laz=(-1, 1)p+a(-1, 1,)v— (-1, 1)xz=(-1, 1,)p+a-0

En este caso particular

y por tanto la recta es
{—x +y=2.

Una forma réapida de hacer todos estos calculos es mediante...jeliminaciéon gaussiana!

T Yl g 2V 7]
2 4l —— |2 2 |={-=z+y=2.
T 1] T 0o
O
(Grupo G curso 10/11) Ejercicio 1(a)
(1 2 1 47 [1 0 0 0 ]
36 3 9| ((—2142 |3 0 0 -3
[(~1)1+3]
A 2.4 2 9| [tmsl 2 0 0 1 K
|:1000—>1—2—1—4:E
01 00 0 1 0 0
0 01 0 0 0 1 o0
L0 0 0 1] L0 0 0 1 |
1 4
r =rg (A) =2, las columnas pivote son 3] y |9
2 9
El espacio columna C (A) es un plano en R? generado por las dos columnas pivote de A (o L).
O
2 1
(Grupo G curso 10/11) Ejercicio 1(b) Soluciones especiales: (1) .y (1)
0 0
-2 0
1 -1
_ 4 2 _
N (A)=qveR* | IpeR?tal que v = 0 92 |P
0 O
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(Grupo G curso 10/11) Ejercicio 1(c)

1 21 4| =3 . 1 0 0 o0 o0
36 3 9| —by | -2142 |3 0 0 -3| 0
2 4 2 9/-100 | (Z00F 2 0 0 1 |6-b
100 0] 0 (1+s] |1 —2 —1 —4| 3
0100| 0 "lo 1 0 0o o
0010/ 0 00 1 0] 0
000 1| 0 00 0 1] 0
000 0] 1 | 0 0 o o] 1 |

Por tanto, para tener solucién necesitamos

Para dicho valor de b3, una solucién (particular) es x,, = (3, 0, 0, 07)

Solucién completa o general: { € R* | Ip € R? tal que « =

(Grupo G curso 10/11) Ejercicio 2(a) Puesto que Az = b tiene solucién para cualquier b € R?,
entonces cualquier vector b de R? es una combinacién lineal de las columnas de A: b = :z:lAl1 4+ 4

x”AIn' Entonces cada b en R3 estd en C (A); y por tanto el espacio columna C (A) es todo el

espacio tridimensional R3.
|

(Grupo G curso 10/11) Ejercicio 2(b) Puesto que C (A) = R3, tenemos r =1g (A) = 3 y por tanto
num. variables libres = num. soluciones especiales=n —r=5—-3 = 2.
Asi pues N/ (A) es un plano en R>.

([
(Grupo G curso 10/11) Ejercicio 2(c) Por (a) sabemos que C (A) = R? y por tanto r = rg (A) = 3.
(]

(Grupo G curso 10/11) Ejercicio 2(d) Mediante eliminacién gaussiana obtenemos

A E_ AE| [R
A| -~ |AE| |R|’
Pero R tiene rango 3. Por tanto rg (B) =3.

O

(Grupo G curso 10/11) Ejercicio 3(a) la ecuacién Az = b |siempre | tiene ‘ muchas soluciones ‘
(]

(Grupo G curso 10/11) Ejercicio 3(b) ‘ El espacio columna es un espacio tridimensional dentro de R? ‘,

es decir, es todo R3, y

‘el espacio nulo tiene dimensién 5 — 3 = 2 > 0 dentro de R® |, un plano dentro de R® que pasa por el ori-

gen.

O

(Grupo G curso 10/11) Ejercicio 4(a) Encontremos primero un vector en la misma dirrecién que la

vpa= (1) ()= (1)

Asi que una representacién paramétrica es

i N z\ (0 n 1 r=a
xr=p+av y) ~ al_q o) y=1—2
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(Grupo G curso 10/11) Ejercicio 4(b) Necesitamos “eliminar” la parte de los pardmetros (av), y
realizar las mismas operaciones sobre x y

[z y ] [(2)71'+2] 2z 2z + y]
0 1| =251 I | ={2z+y=1.
11 —2] ! 0
(I
(Grupo F curso 09/10) Ejercicio 1(a) La primera es una matriz elemental cuya inversa es
10 0
01 —c
0 0 1
La segunda es una matriz permutacién, cuya inversa es su traspuesta.
([
(Grupo F curso 09/10) Ejercicio 1(b)
[1 0 0 0] [1 0 0 O] [ 1 0 0 0]
01 0 0 01 0 O T 0 1 0 0
0010 , o010 (5o 0o 10
Al |la b c d| [0/d4 |a b c 1| [(—a)a+1] 0 0 0 1| [
Il |1 0 0 0 1 0 0 O 1 0 0 0] |A”
01 0 0 01 0 O 0 1 0 O
0 010 001 0 0 0 1 0
0 0 0 1] 00 0 %] -2 b ¢ 1]
1 0 0 0
. 0 1 0 0
Entonces, la matriz inversa es 0 0 10
—a _b _c¢ 1
d d d d
0
(Grupo F curso 09/10) Ejercicio 2(b)
rr 2 -1 0 O0—=b1 7 rt 0 0 0 O0—=b1 7 ri o 0 O 0 |—=b1 T
1 2 0 2 2|-b 1 0 1 2 2|-b 0 0 1 0 0 |—b2
1 2 —-1 0 0|-b3 - 1 0 0 0 O0]-—bs [(_1‘)"3+1] 1 0 0 0 0| —b3
2 4 0 4 4|-by [(—2)1+2] |2 0 2 4 4|—-by [(—2)3+4] 0 0o 2 0 0| —bsg
1 0 0 0 0] O [(1)1+3] 1 -2 1 0 0] 0 [(3)3+5] 0 -2 1 -2 =2/ 0
0 1 0 0 0] O 0 1 0 0 0] O 0 1 0 0 0| O
0 0 1 0 00 0O 0 1 0 0] O0 -1 0 1 -2 =210
0 0 0 1 o0 0 0 0 1 ofoO0 0 0 0 1 0] 0
0 0 0 0 1/ 0 0 0 0 0 1/ 0 0 0 0 O 1] 0
LO 0 0 O o 1 LO 0 0 0 O 1 L O 0 0 O o 1 J
ri 0O 0 O 0 0 T
0 0o 1 0 0 0
- 1 o 0 O 0| b —b3
[(b1)1+6] 0 0 2 0 0 |2by — by
[(b2)3+6] o -2 1 -2 =2 ba
0 1 0 O 0 0
-1 0 1 -2 =2|by—b;
0 0 0 1 0 0
0 0O 0 O 1 0
L O 0o 0 O 0 1 J
(]
(Grupo F curso 09/10) Ejercicio 2(a)
1 0 1 -1
Por ejemplo:  base C (A) = 0 LI, 6 también: base C(A)= ! 0
* 1 ) 0 ) ) N 1 3 _1 )
0 2 2 0
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(Grupo F curso 09/10) Ejercicio 2(b)

-2 -2 -2
1 0 0
Por ejemplo: base N (A) = 01;1-21;:1-21;
0 1 0
0 0 1
(I
C b1 —b3=0
(Grupo F curso 09/10) Ejercicio 2(c)
2by —by =0
([
by 1
0 0
(Grupo F curso 09/10) Ejercicio 2(d) Puesto que x, = | ba — b1 [ = | 1| ; entonces
0 0
0 0
1 -2 -2 =2
0 1 0 0
zecR® |[IpeRPtalquex=|1]+]|0 -2 —2|p
0 0 1 0
0 0 0 0
(Il

(Grupo F curso 09/10) Ejercicio 3(a) Falso. El conjunto no es cerrado para la suma. Por ejemplo

1 00 0 00 1 00
01 0|+1]0 0 Ol=1]0 1 0
0 0 0 0 01 0 01

Aunque las dos matrices de la izquierda no son invertibles, la suma de ellas si es de rango completo.
Tampoco es cerrado para el producto por escalares, basta multiplicar una matriz invertible por 0 para
obtener una matriz singular.

|

(Grupo F curso 09/10) Ejercicio 3(b) Verdadero. Si el sistema Az = b no tiene solucién, el vector
b no puede ser una combinacién lineal de las columnas, por tanto, en la matriz aumentada [A| — b], la
iltima columna no puede ser libre, es decir, tiene que ser una columna pivote. Pero como cada pivote ocupa
una fila distinta, la fila correspondiente al pivote de la tltima columna no puede tener un segundo pivote
en la region correspondiente a la matriz de coeficientes. Asi que la citada fila de la matriz de coeficientes
A es una fila libre.

O

(Grupo F curso 09/10) Ejercicio 3(c) Falso. Suponga que AB es invertible, y considere también la
matriz M = (AB)™' A. Entonces MB = (AB)'AB = I, asi que M serfa la matriz inversa de B.
Otra manera; si B no es invertible quiere decir que tiene columnas libres, es decir:

BE =L = |C[0]
As{ que aplicando las mismas operaciones de eliminacién gausiana sobre (AB) tenemos
(AB)E = AL = A[C|0} = [Acm]

que tiene columnas libres y por tanto (AB) no es invertible.

(Grupo F curso 09/10) Ejercicio 3(d) Falso. Considere la matriz intercambio

P =

o = o

0
0
1

S O =
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Entonces
0 0 1]]/0 0 1 01 0
P2=1|1 0 0[ |1 0 0o|=1[0 0 1| #1L.
0 1 0]]|0 1 O 1 0 0
O

(Grupo F curso 09/10) Ejercicio 4(a) Puesto que el espacio nulo estd generado por los siguientes
tres vectores, sencillamente podemos tomar la matriz B cuyas columnas son los vectores dados, i.e.,

1 0 —1
2 1 -1
B=171 3
3 4 1

B no tiene por qué ser cuadrada.
|

(Grupo F curso 09/10) Ejercicio 4(b) Por ejemplo, podemos sencilamente afiadir una columna de
ceros a B:

0 1 0 -1
0 1 -1
B = 0o -1 1 3
0 3 4 1
O simplemente podemos intercambiar dos columnas. O multiplicar una columna por —1. Por ejemplo:
1 0 1
2 1 1
B = -1 1 -3
3 4 -1

O podemos remplazar una de las columnas por una combinacién lineal de esa columna junto con otras
columnas (cualquier operacién por columnas que sea invertible). O podemos remplazar B por —B 6 2B.
Hay muchas soluciones posibles. En cualquier caso, jla respuesta no requiere muchos célculos!

|

(Grupo F curso 09/10) Ejercicio 4(c) Puesto que cualquier solucién @ de la ecuacién Az = b es de
la forma x, + @,, para algun vector ,, en el espacio nulo, el vector  — x,, debe pertencer al espacio nulo
N (A) Asi pues, tenemos que fijarnos en

0 0
-1 -1
Tyz—x,=| g | Tu—T|
—4 -3

Para determinar si un vector y pertenece al espacio nulo N (A)7 podemos verificar si Bz = y tiene
solucién. Como hemos visto en clase, podemos hacerlo mediante la eliminacion: si la eliminacién produce
un vector de ceros en la dltima columna de la matriz ampliada [B| — y], entonces y es una combinacién
lineal de las columnas de B:

(1 0 -1/0 ] 1 0 0|0 7 (1 0 0| 0 ] (1 0 0] 0 ]
2 1 -1|1 2 1 1|1 2 1 0] 0 2 1 0] 0
11 3|0 . 101 200 | (ylay |11 1] . 11 1] 0
3 4 1|-a | I(W1+3] |3 4 4|-a | [(-D2+4] |3 4 Of|-a4 | (1V)3+4] |3 4 O0]-a4
1 0 0|0 1 0 10 1 0 110 1 0 1|1
0 1 0]0 0 1 0/0 0 1 -1] -1 0 1 -1/ -2
0 0 1|0 0 0 10 0 0 1] 0 0 0 1|1
[0 0 of1 | [0 0 o] 1 | 0 0 o] 1 | 0 0 0] 1 |
El sistema tiene solucién sélo si a = —4. Asi que Z tiene razén.
|
(Grupo H curso 09/10) Ejercicio 1(a) Sabemos que ( - . - I)A =1, por tanto
((—D8+2][(~3)1+3][(—4)1+2]
1 00 1 00 1 0 0
. . R = -4 1 0| = -4 1 0| =]-1 1 -1 =A"
[(=1)3+2][(—3)1+3][(-4)1+2] 0 0 1 -3 0 1 -3 0 1

T T T
[((=1)8+2][(—3)1+8] [(=1)3+2]
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O

(Grupo H curso 09/10) Ejercicio 1(b) Aplicando las inversas de las operaciones elementales sobre

I pero en orden inverso A = _ - S
[(~4)1+2][(3)1+8][(1)3+2]

1 0 0 1 0 0 1 0 0
- - L = 01 1| = 01 1] =14 1 1| =A
[(=4)1+2][(3)1+3][(1)3+2] 0 3 0 1 3 0 1
[(~0)1+2]((3)1+8] ((~a)1+2]
1 0 0 1 0 0 1 0 0
comprobacién: 4 1 11 |-1 1 —-1{=1(0 1 0
3 0 1]|-3 0 1 0 0 1

O

(Grupo H curso 09/10) Ejercicio 2(a) No. El conjunto de soluciones no puede ser un subespacio
puesto que no contiene el vector nulo (0 no es solucién a dicho sistema).

O

(Grupo H curso 09/10) Ejercicio 2(b) Si. Este conjunto es el espacio nulo por la izquierda de la
matriz cuyas columnas son los vectores z e y.

z [z; y;] =0.
O

(Grupo H curso 09/10) Ejercicio 2(c) No. Este conjunto no contiene la matrix nula 0; asi que no
puede ser sub-espacio vectorial.
]

(Grupo H curso 09/10) Ejercicio 2(d) Si, puesto que si los espacios nulos de A; y A, contienen
1
2 | entonces el espacio nulo de cualquier combinacién lineal de ambas matrices, (aA; + bA,), también
3

contiene a dicho vector:

1 1 1
(aA, +bA) (2] =aA, [2] +bA, 2] =a0 +b0 = 0.
3 3 3
0
Grupo H curso 09/10) Ejercicio 3.
(Grup J
(13 1 2[-17 10 0 o0]o07] (1 0 0 0] 0 ]
2 6 4 83| (342 |2 0 2 4 |1 |24 2 0 2 0]o0
00 2 4|-1 | (8 o 0o 2 4 |-1] (@ss [0 0 2 0]0
1 0000 (mi+s] |1 —3 —1 -2 1 [(3)8] 1 —3 -1 0 [1/2
01 00]|0 01 0 010 "lo 1 0 oo
001 0]|0 0 0 1 010 0 0 1 —2|1/2
000 1|0 0 0 0 1]0 0 0 0 10
|00 0 0 1 | 0 0 0 0|1 | 00 0 o0 1 |
1/2 -3 0
4 2 10 1 0
zcR" | dp € R* tal que = 1/2 Tlog _2|P
0 0 1
0

(Grupo H curso 09/10) Ejercicio 4(a) 4. Hay cuatro pivotes en la forma escalonada reducida de A.
(I

(Grupo H curso 09/10) Ejercicio 4(b)
» dim(C (A)) =dim(C (AT)) =1g (A) =4
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» dim(N (A))=n—-rg(A)=4—-4=0
» dim(N (AT))=m—rg(A)=8—-4=4
0

(Grupo H curso 09/10) Ejercicio 4(c) Puesto que A no es de rango completo por filas, el sistema
Ax = b no tiene soluciones si b ¢ C (A), y tan sélo una solucién en caso contrario, ya que no hay columnas
libres (A es de rango completo por columnas).

|

(Grupo H curso 09/10) Ejercicio 4(d) Si, la matriz B (la forma escalonada reducida de A) tiene
pivotes en todas sus columnas; por tanto, éstas son linealmente independientes. Las transformaciones
elementales de las columnas preservan el espacio columna, por lo que también las columnas de A son
independientes.

O

(Grupo H curso 09/10) Ejercicio 4(e) No. Las filas 4, 5, 6 y 7 de B (la forma reducida de A)
son dependientes; y las operaciones elementales entre columnas conservan la dependencia o independencia
lineal entre las filas. Asi pues, también las filas 4, 5, 6 y 7 de A son dependientes.

|

(Grupo H curso 09/10) Ejercicio 4(f) Hemos visto que dim(A (A)) = 0. Por tanto, el tnico vector
del espacio nulo es el vector nulo; por tanto no es posible encontrar ningtin vector linealmente independiente
y no se puede encontrar ninguna base del espacio nulo A/ (A)

O
(Grupo H curso 09/10) Ejercicio 4(g) ya que
1 0 0 0]
2 0 0 0
-2 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0O
-3 -1 1 0 0 31 0 0/ [0 0 0O
1 -2 10 of |-1 2 0 0/ [0 0 0O
-2 0 110 0 0 10 0 00O
2 0 -1 0
| 0 0 0 1]
Las cuatro soluciones especiales correspondientes a las cuatro variables libres zs, x4, x5 y x7 son:
[ /-2 -3 1 -2\ ]
1 0 0 0
0 -1 -2 0
0 1 0 0
TY . .
Una base de N (AT) : olilolililiol
0 0 0 1
0 0 0 1
[\ 0 0 0 0 ]
O

(Grupo H curso 09/10) Ejercicio 4(h) Si, E es invertible, puesto que es el producto de las matrices
elementales que se aplican a A para obtener B. Considere las filas pivote 1, 3, 6 y 8 de A . La matriz E
realiza los cambios en dichas columnas de manera que

1 -1 10 10 00
2 —2 2 0 2 0 00
2 1 -2 2 01 00
1 =2 12/ |31 00
-5 3 -5 4 -12 00
0 0 10 00 10
2 -2 10 2 0 -1 0
3 0 1 2 00 0 1]
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lo que significa que esta matriz (formada por las filas pivote de A) es E:

1 -1 10 1000
-2 1 -2 2/ 0100
0 0 1 o0/-"1]0010
-3 0 1 2 000 1
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