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LECCION 4: Eliminacién

Leccion 4

(Leccién 4) T-1| Esquema de la Leccién 4
Esquema de la Leccion 4
e Transformaciones elementales
e Identificacién de matrices singulares por eliminacién

e Producto de matrices elementales

Resumen de la leccién En esta leccién se cuenta la mecénica del método de eliminacién'. Ahora se presenta sin

ningdn propdsito concreto (en la préxima leccién se empleard para invertir una matriz, dos lecciones mas tarde para

resolver sistemas de ecuaciones, y en la segunda parte del curso para calcular determinantes y diagonalizar matrices).
La eliminacién solo emplea dos tipos de operaciones, denominadas transformaciones elementales:

Transformaciones Elementales Tipo I. Suman a un vector un multiplo de otro vector

Transformaciones Elementales Tipo II. Multiplican un vector por un nimero distinto de cero

Una vez introducidos los dos tipos de transformaciones elementales, se propone pre-escalonar una matriz tres por
tres. Con este ejercicio se indica en qué consiste una matriz (pre)escalonada y a qué se denomina pivote. El pivote
de una columna no nula es su primer componente no nulo. Una matriz esta pre-escalonada si las componentes a la
derecha de cada pivote son nulas, y estd escalonada si ademads los pivotes de sus columnas describen una escalera
descendente, dejando todas las columnas nulas (si hay) a la derecha de las columnas no nulas.

A continuacién se propone a los estudiantes que intenten pre-escalonar varias matrices y comprobar si la forma
escalonada tiene tres pivotes (o si falta alguno). La idea es darles unos minutos para que lo intenten y comprendan la
mecdanica (a lo largo del curso casi todo se resolvera mediante eliminacién... asi que es fundamental comprender la
mecanica cuanto antes).

Después se muestra como realizar una transformaciéon elemental 7 de las columnas de A mediante un producto
de matrices A(1..); donde (1) es la matriz elemental resultante de aplicar una sola transformacién elemental T a
las columnas de la matriz identidad. Es importante explicar la notacién usada para denotar las transformaciones

elementales de la columna j-ésima (que también describen las correspondientes matrices elementales): Iy 1 _
()k+3]  [(a)d]
A continuacion veremos una de las ideas que més usaremos durante el curso: que una sucesién de transformaciones

elementales de las columnas de ATl"'T se puede expresar como el producto de A por una matriz que es el producto
|

e L

7'1'"77‘7 = A (ITlTk>

de todas las matrices elementales empleadas en la sucesién: |

Esta idea es el pilar del método de eliminiacion.

Después destacaremos que las transformaciones elementales se pueden deshacer, es decir, que son invertibles (esta
es una propiedad fundamental, y que serd central en la leccién sobre matrices invertibles).

También veremos que el intercambio de posicién de dos vectores resulta ser equivalente a una sucesién de transfor-
maciones Tipo I y II —se debe mostrar en la pizarra con la matriz identidad de orden 2, animando a los estudiantes
a que vayan indicando los pasos necesarios. .. es interesante que vean que hay varias formas de llegar al mismo resul-

tado. Llamaremos permutacion, T, a cualquier sucesién arbitraria de intercambios; asi | _ es una reordenacién de las
(6] ()

columnas de . Veremos que puesto que [‘r] es una sucesién de intercambios, A(I - ) reordena las columnas de A.
& e
La demostracion de que toda matriz se puede escalonar mediante transformaciones elementales no se cuenta en clase,
pero dicha demostracién es basicamente una descripcién del método de eliminacién (véase el libro y la documentacién

de la librerfa de Python que lo acompaia).

Len esta leccién solo aplicaremos la eliminacién “de izquierda a derecha”.
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(Leccién 4) T-2 | Transformaciones elementales de una matriz
Tipo I: A | (con i #j)
[(\)i+d)
suma A veces la columna i-ésima a la columna j-ésima
1 -3 0 |1 =3 =2
1 -6 3 , 1 -6 1
[(—2)1+3]
Tipo II: A _ (con o #£0)
()]
multiplica por « la i-ésima columna
1 -3 0 |1 =30 0
1 -6 3 , 1 —-60 3
((10)2]
Transformacion Tipo I de la matriz identidad de orden 4:
10 0 O
I 101 0 =3
(-32a) | 0 010
0 0 0 1
Transformacién Tipo IT de la matriz identidad de orden 4:
10 0 0
I |01 0 0
s |00 50
0 0 01

Pivotes y forma escalonada de una matriz A: llamamos pivote de una columna no nula al primer componente
no nulo de dicha columna; y llamaremos posicidn de pivote al indice de la fila en la que se encuentra dicho coeficiente
no nulo.

Diremos que una matriz K estd pre-escalonada, si los componentes que quedan a la derecha de cada pivote son
nulos. Y diremos que una matriz L es escalonada, si estd pre-escalonada, y toda columna que precede a una columna
A|k no nula es no nula y tiene una posiciéon de pivote anterior a la posiciéon de pivote de A| - Por tanto, en una matriz
escalonada no puede haber columnas nulas a la izquierda de columnas no nulas (es decir, o no hay columnas nulas, o
todas ellas estén en el lado derecho de la matriz). Ademds, conforme nos movemos de izquierda a derecha, los pivotes
cada vez aparecen mds abajo (i.e., en filas con indices cada vez mayores). Asi, recorriendo la matriz de izquierda a
derecha, los pivotes describen una escalera descendente (de ahi el nombre de matriz “escalonada’).

(Leccién 4) T-3| Eliminacion y forma pre-escalonada de una matriz

e Pivote: es el primer componente no nulo de cada columna.
e FEliminacion: modifica una matriz hasta que los componentes a la derecha de cada pivote son cero

}L

300 (T |10 Oy (100
8 4| —2TF, o o 4| 222 1 o g
11 1 1 1 -2 5
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(Leccién 4) T-4 | Eliminacién

Algoritmo de Eliminacién sobre A
modifica A con una secuencia de transformaciones elementales

Objetivo
obtener una forma (pre)escalonada de la matriz

e pre-escalonada: a la derecha de cada pivote solo hay ceros.

e escalonada: ademés sus pivotes en disposicién descendente y columnas nulas a la derecha.

Toda matriz se puede (pre)escalonar por eliminacién
Rango (rg): n° de pivotes de sus formas pre-escalonadas
A singular: sus formas pre-escalonadas tienen columnas nulas (rg < n)

nxn

(Leccién 4) T-5| Eliminaciéon: ;Cuando no hay suficientes pivotes?
matrices n X n : singulares si no logramos n pivotes tras la eliminacién
01 3
4 2 8
1 11
1 3 0]
JY sila matriz fuera? |2 6 4
|11 1]
1 3 0]
LY sila matriz fuera? |2 6 0
|11 1]
1 2 1
.Y sila matriz fuera? |3 8 1
0 4 —4
(Leccién 4) T-6 | Producto de matrices: matrices elementales
1 3 0 1 0 0
2 8 4 2 2
1 1 1 1 -2 1
A I, A_
La matriz | _ se denomina matriz elemental:
A(L) - A,
Esta matriz elemental |__ en particular se denota como I
[(-3)1+2]
Al . )=n .
(-3)1+2] [(-3)1+2]
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(Leccién 4) T-7| Producto de matrices: matrices elementales

1 0 0 1 0 0
2 2 4 = |2 2 0
1 -2 1 1 -2 5
Esta matriz elemental | en particular se denota como |
[(~2)2+8]

Al . )=na .
[(=2)2+38] [(=2)2+3]

(Leccién 4) T-8| Eliminacién mediante matrices elementales
1 3 0 T 1 0 O T 1 0 0
—3)1+2 —2)2+3
A= 2 8 4 u 2 2 4 u 2 2 0 |=L
1 1 1 1 -2 1 1 -2 5
A . =A . _<A(| . )>(| . )=t

(—3)142]  l(=3)1+2)(=2)2+3] [(-3)1+2] [(-2)2+3]

[(=2)2+3]

hay una matriz que realiza todas las operaciones “de golpe”

AT | = <<I[<3>71+21><I[<2>72+3J>> A Th

[(=3)1+2 [(—3)1+2]
[(=2)2+3] ((=2)2+3]
A7'1 T - A<I7'1 'Tk)
(Leccién 4) T-9| ;Coémo volver de L a A? Inversas
LC(,)IHO deshacer el primer paso? (fue restar 3 veces A de A|2)
1 -3 0 1 0 0
0 1 0 =10 1 O
0 0 1 0 0 1
I “deshace” |
[(=2\)i+4] [(N)3+4]
. Qué deshace I _ 7
[()i]
1 0 0 1 0 0
01 0 =10 1 0
0 0 2 0 0 1
F10
(Leccién 4) T-10| Matrices de intercambio

Al 1=l
I

.Y si queremos intercambiar las filas?

iEl producto de matrices no es conmutativo!



https://mybinder.org/v2/gh/mbujosab/nacal-jupyter-notebooks/master
https://mybinder.org/v2/gh/mbujosab/nacal-jupyter-notebooks/master
https://mybinder.org/v2/gh/mbujosab/nacal-jupyter-notebooks/master
https://mybinder.org/v2/gh/mbujosab/nacal-jupyter-notebooks/master

(Leccién 4) T-11 | Intercambios entre columnas

Intercambio de columnas:
A — intercambia las columnas i y j de A

[i;j]
1 =30 10 -3
1 6 3] |13 -6
[2=3]

Podemos intercambiar dos columnas con una sucesién de transformaciones elementales

La matriz | _ se denomina matriz intercambio

l[i=4]

(Leccién 4) T-12| Permutaciones

]

Producto de matrices intercambio | _  es una matriz permutacién |
(=11 [

@

| _ = Matriz identidad | con columnas reordenadas
(&)
Veamos el caso 3 x 3
01 0
1 , . =1 0 0],
1 (1=2] 0 0 1

({Cuantos posibles reordenamientos o permutaciones hay?

.. Qué obtenemos con el producto de dos matrices permutacién?

Fin de la leccion

Problemas de la Leccion 4

(L-4) PROBLEMA 1.
1 4 =2

que transforman A= | 1 6 2 en una forma escalon-
01 0

(a) {Cudles son las matrices | _  , 1 _ yl _
[(@)1+2] [(»)1+3]  [(2)2+3]
ada?
(b) Multiplique dichas matrices elementales | para obtener una matriz E que realice la eliminacién: AE = K.

Basado en (Strang, 2007, ejercicio 24 del conjunto de problemas 1.4.)

(L-4) PROBLEMA 2. Considere la matriz
1 2 4
-1 -3 -2
0 1 c

(Para que valor(es) de ¢ la matriz es singular (no es posible encontrar tres pivotes)?

(L-4) PROBLEMA 3. Suponga las siguientes matrices de orden 3 por 3.

(a) (I , ) resta la columna 1 de la columna 2, y luego (I , ) intercambia las columnas 2 y 3. ;Qué matriz E
[(-1)1+2] [2=3]
realiza ambos cambios a la vez?
(b) (I , ) intercambia las columnas 2 y 3 y luego |
[2=3] [(—1)1+3]
(I[ - ]) (I[( T ]) realiza ambos cambios a la vez? Explique por qué las matrices E y N son iguales en ambos casos,
2=3 —1)1+3
pero las matrices elementales | son distintas.

resta la columna 1 de la columna 3. ;Qué matriz N =
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Basado en (Strang, 2007, ejercicio 28 del conjunto de problemas 1.4.)

(L-4) PROBLEMA 4. Las matrices elementales | _ y 1 _  reducen la matriz A a su forma escalonada por colum-
(M1+2]  [()2+3]
nas. Encuentre la matriz E tal que AE = L es dicha forma escalonada (triangular inferior), si A es

— =N
W = N
© © O

(L-4) PROBLEMA 5. Aunque aqui sélo contemplamos como transformaciones elementales las de Tipo I y II, en la
mayoria de manuales de Algebra Lineal aparece como tercera operacién elemental el intercambio:

A — intercambia las columnas p y s de A.

-
[p=s]

Demuestre que un intercambio de columnas es en realidad una sucesion transformaciones elementales de Tipo I y II.

. . 1 . .
Hégalo transformando la matriz identidad | en [? O] mediante transformaciones elementales por columnas.
2X2

(L-4) PROBLEMA 6. Escriba las matrices de 3 por 3 que producen los siguientes pasos de eliminacién:

(@)1
[(—=5)1+2]

(b) resta 7 veces la columna 2 de la columna 3.
[(-7)2+3]

(c)

c¢) la matriz permutacién I . que intercambia las columna 1 y 2, y después las columnas 2 y 3.

[S]

| resta 5 veces la columna 1 de la columna 2.
|

(Strang, 2007, ejercicio 22 del conjunto de problemas 1.4.)

(L-4) PROBLEMA 7. En referencia a las matrices del PROBLEMA 6:

a) Al aplicar T luego T alas columnas de lamatrizA = |1 0 0| se obtiene A = HE
@) P [(=5)1+2] yues [(=7)2+38] [ ] [(_5‘)"14.2] [ ]
[(=7)24+3]

(b) Pero aplicando 7 antesde 7  seobtiene A _ =0 ; ]

[(=7)2+3] [(=5)1+2] [(—=7)2+3]

[(=5)1+2]
(¢) Cuando se aplica ' 7*)1'2 5 primero, la columna no se ve afectada por la columna . jEste hecho es central
—7)2+

para que la factorizacién LU funcione como lo hace!

(Strang, 2007, ejercicio 23 del conjunto de problemas 1.4.)

(L-4) PROBLEMA 8. ;Qué matriz M transforma el vector v = (1, O,) en (O, 1,), es decir vM = (O, 1,); y
también el vector w = (0, 1,) en (1, 0,)7 es decir wM = (17 0,)?

(L-4) PROBLEMA 9. Hemos visto que para una matriz de intercambio, I __ , el producto A(I - ) tiene las mismas
[i=j] [i=4]
componentes que A, pero las columnas estan intercambiadas. ;Qué pasaria si alteramos el orden del producto, es

decir, si multiplicamos (I - )A? Verifique su respuesta para el caso 2 por 2.
[i=3]

(L-4) PrROBLEMA 10. Si cada columna de A es un multiplo de (1, 1, 1,) , entonces Ax siempre es un multiplo de
(1, 1, 1,) . Escriba un ejemplo de 3 por 3. ;Cudntos pivotes se producen por eliminacién?
(Strang, 2007, ejercicio 26 del conjunto de problemas 1.4.)

Fin de los Problemas de la Leccion 4



LECCION 5: Matrices inversas

Leccion 5

(Leccién 5) T-1| Esquema de la Leccién 5
Esquema de la Leccion 5
e Inversa de A
e climinacién Gauss-Jordan / encontrando A™

e Inversa de AB, AT

Resumen de la lecciéon: La inversa de una matriz cuadrada A es una matriz B tal que
AB =BA = 1.

Es importante indicar que no toda matriz cuadrada tiene inversa. ..y expondremos dos argumentos: por una parte,
es imposible de combinar las columnas de A para generar las columnas de | si las columnas de A estan alineadas. Por
otra, y de forma maés general, es imposible que se puedan combinar las columnas de A de manera que Ax = 0, con
x # 0, y que al mismo tiempo exista A™L.

Veremos que encontrar la inversa de A de orden n implica resolver n sistemas de ecuaciones con n incégnitas (pues
hemos de encontrar n combinaciones de las columnas de A que generen las n columnas de |, una combinacién por
cada columna de I).

La aparente “magia” del método de Gauss consiste en que es posible resolver simultaneamente los n sistemas de
ecuaciones. Para hacerlo basta alargar las columnas de A con las columnas de la matriz identidad y aplicar después la
eliminacién Gauss-Jordan; para entenderlo hay que recordar que aplicar una secuencia de transformaciones elementales
es equivalente a multiplicar la matriz por la matriz resultante de aplicar dicha sucesién sobre la matriz identidad:

A=A, )

También deduciremos como es la inversa tanto del producto de matrices invertibles, (AB)_l, como de la transpuesta
de una matriz invertible, (AT)™".

Para finalizar, daremos una caracterizacion de las matrices invertibles relacionada con el método de eliminacién y
las matrices elementales (la demo formal aparece en el libro, pero tras haber aplicado Gauss-Jordan con un ejemplo

en la pizarra, se puede explicar la idea que hay debajo de esta caracterizacién).

(Leccién 5) T-2| Inversa de una matriz (matrices cuadradas)

A cuadrada de orden n tiene inversa (es invertible) si existe B tal que
AB =BA =1.

Entonces
B=A' y A=B".

No todas las matrices tienen inversa
Las matrices cuadradas sin inversa se denominan singulares
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(Leccién 5) T-3| Caso singular (no inversa)

2 4
.Es posible encontrar una matriz B tal que AB =I?
...columnas de | deben ser combinaciones lineales de columnas de A...pero las columnas estan alineadas.

3
2 A 2A
12 =2Ap;
A,
14
12 3 4
Asi pues
A
F16
(Leccién 5) T-4| Caso singular (no inversa)

iSe puede encontrar x© # 0 tal que Az =07

2ol [=0)

SiAz =0 paraxz #0 = no puede haber A™

_1 . .,
Suponer A™" nos lleva a una contradiccion

Si Ar=0yxz#0 = A'Az=A"0 = z=0.

. -1
Cuando existe A
la Unica solucibon a Axz =0 es = =0.

(Leccién 5) T-5| Calculando la matriz inversa

AA™) =1

1 3jla ¢ |1 O
2 b d| |0 1
Esto es resolver m sistemas (de m ecuaciones cada uno)

2 16)=6) b6 =0
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(Leccién 5) T-6 | Gauss-Jordan: resolviendo dos sistemas lineales de golpe

Eliminaciéon Gauss-Jordan (obtencién forma escalonada reducida R)
aplicar transformaciones elementales hasta lograr una matriz escalonada con Unicamente ceros a la izda. de cada

pivote (y pivotes iguales a 1)
1 3| (c\y (0
2 71 \d) \1

Vamos a resolver los sistemas lineales

2 716)=0)

aplicando eliminacién Gauss-Jordan sobre A apilada con |

1 3
Al (27 . . -
1| |1 0 o
0 1
Si R = I, hemos encontrado A™ F1o
A = Matrix([[1,3],[2,71])
B = E1imGJ( A.apila(I(2),1) , 1)
(3,4)|B
(Leccién 5) T-7| Gauss-Jordan: ;Por qué funciona?
[A—| _ ’V (—2)2+1)
[ {
es decir, puesto que AT1'“Tk =A (I

squien es |r1-~~ ?

por tanto Al =

Como | —F _3} | —{1 0]‘
[(—8)1+2] o 1) 7 [(—2)2+1] -2 1)

entonces
| B (I )(I ) B [1 —3][1 0]_{7 —3]
[<737)-1+2][(727>—2+1] [<73‘)r1+2] [<72‘>r2+1] 0 1 -2 1 —2 L
Puesto que A(ITI"'Tk) =1, se deduce que |7'1"""k es la matriz inversa de A.
. . -1
Dicho de otro modo, si A_,_l_“_rk = | entonces I_rl____,_)c =A".

También podemos calcular la inversa operando con las filas (como en la mayoria de los libros de texto). En este caso
multiplicamos por la izquierda para operar con las filas .

1 3/1 0 131 0 1 07 -3
AN = {2 7‘0 1]E [0 1‘—2 1]?} [0 1‘—2 1}[nwnAnwm']['|n-~~rk']'

(—3)2+1

10
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(Quién es la matriz _ | del lado derecho? El razonamiento es el mismo:
1 k

o AN =[G DAL 1] = [ 1]

Puesto que (Tl,.,TkI)A = |, entonces "'1"'%' =A"
) . . _ A-l
Dicho de otro modo, si _rl____,_kA = | entonces "'1“""kl =A".
(Leccién 5) T-8 | Inversa de un producto

Si A y B son invertibles y del mismo orden, (AB) es invertible.
Cémo es (AB)_I? Probemos con (B'A™):

AB(B'A™) =
(B'AT)AB =
F21
(Leccién 5) T-9| Inversa de la matriz transpuesta
AA! =1

Hagamos la transpuesta en ambos lados
((A'l)T)AT =1

por tanto

la inversa de AT es

(Leccién 5) T-10| Matrices intercambio y matrices permutacion

;Son invertibles las matrices intercambio, I 7

[i=3]

T
1))t =
(] [&]

Es facil comprobar que

T
EJERCICIO 1. Demuestre que (I - ) (I - ) =1
] ()

11
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(Leccién 5) T-11 | Caracterizacién de las matrices que tienen inversa

Dada A de orden n, las siguientes propiedades son equivalentes

LA .=K (pre-escalonada) no tiene columnas nulas.

"rp

2. A tiene inversa.

3. A es producto de matrices elementales.

A, . =A(, )=l = A=(__)"
donde o o
(o) = () 0,)) = ) () = e

Resumen de la leccion

e Si algunas columnas de A estdn alineadas (si unas son combinacién lineal de las otras) la matriz es singular.

nxmn

e Encontrar la matriz inversa de A es resolver n sistemas de ecuaciones.

nxn

e La inversa de A es el producto de las matrices elementales (operaciones elementales)

“"k) =1 entonces |

e (AH)T = (a)"

° (I )_1 =1
[1=F] [1=FK]

e« (1,)7(1.) =1 = ) =0,)"
(s] [s] (s (s

Si el sistema de ecuaciones Az = 0 tiene mas de una solucién, entonces la matriz cuadrada A es singular.

Una matriz cuadrada A es singular si cualquiera de sus formas pre-escalonadas tienen columnas nulas.

que transforman A en I:

=A"l

T T

Fin de la leccién

Problemas de la Leccion 5

(L-5) PROBLEMA 1. Aplique la eliminacién Gauss-Jordan para invertir estas matrices

(1 0 0
(a)A, =1 1 1
|0 0 1
2 -1 0
M)A, =] -1 2 -1
0 -1 2
[0 0 1
(c)Ay=10 1 1
11 1

(Strang, 2007, ejercicio 6 del conjunto de problemas 1.6.)

(L-5) PROBLEMA 2.
(a) Si A es invertible y AB = AC, demuestre réapidamente que B = C.
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(b) Si A =[} 93], encuentre un ejemplo con AB = AC, pero B # C.
(Strang, 2007, ejercicio 4 del conjunto de problemas 1.6.)

(L-5) PrROBLEMA 3. Calcule la inversa de la matriz genérica 2 X 2
a b

M — [ o b ] .

i, Qué condiciones sobre a, b, ¢, y d aseguran que existe la inversa?

(L-5) PROBLEMA 4. Calcule las inversas de las siguientes matrices, usando Gauss-Jordan.

31 2 1 2 1
A=|-1 0 1|; B=|-1 4 -2
0 16 1 3 1

L-5) PROBLEMA 5. Si la matriz 3 por 3 A es tal que A, + A, = A,, demuestre que A mno es invertible de estas
11 2 13
3X%x3
dos formas alternativas:

(a) Encuentre una solucién x diferente de cero de Az = 0.
(b) La eliminacién preserva la condicién columnal + columna2 = columna3. Explique por qué no hay un tercer
pivote.

(Strang, 2007, ejercicio 26 del conjunto de problemas 1.6.)

(L-5) PROBLEMA 6. Encuentre las inversas de

0 0 0 1
00 2 0
@A =103 0 0
4 00 0
[ 1 0 0 0
~1/2 1 0 0
(b) Ay =1 —2/3 1 0
0 0 -3/4 1
@ b 0 0
c d 0 0
©As=10 0 a b
_OOcd

(Strang, 2007, ejercicio 10 del conjunto de problemas 1.6.)

(L-5) PROBLEMA 7. Calcule la inversa de

>
Il
Q Q 2
Qo
Qo>

;Para qué valores de a y b no hay inversa?
(Strang, 2007, ejercicio 42 del conjunto de problemas 1.6.)

(L-5) PROBLEMA 8. Encuentre E*>, E>y E™'si E = [fli (1)]

(Strang, 2007, ejercicio 6 del conjunto de problemas 1.5.)

(L-5) PROBLEMA 9. Dada la matriz de permutacién

gk

— o o O
S o= O
S o o
o= o o

(aparte de ser su inversa)?
]

. . -1 S .
escriba la matriz (I . ) . . Que otra relacién tiene con la matriz |
(8] [

8]
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(L-5) PROBLEMA 10. La matriz A de orden 3 por 3 se reduce a la matriz identidad | mediante las siguientes operaciones
elementales sobre las columnas (en este orden):

T : Resta 4 veces columna 1 de la columna 2.
[(—4)1+42]

T : Resta 3 veces columna 1 de la columna 3.
[(—3)1+3]

T : Resta columna 3 de la columna 2.
[(=1)3+2]

(a) Escriba A™! en términos de operaciones con matrices elementales | +- Calcule la matriz Al
(b) {Cuél es la matriz original A?
(Basado en MIT Course 18.06 Quiz 1, October 4, 2006)

(L-5) PROBLEMA 11. La matriz A de orden 3 por 3 se reduce a la matriz identidad | mediante las siguientes tres
operaciones elementales sobre las filas (en el siguiente orden):

T : Resta 4 veces fila 1 de la fila 2.
[(—4)1+2]

T : Resta 3 veces fila 1 de la fila 3.
[(—=3)1+43]

T : Resta fila 3 de la fila 2.
[(—=1)3+2]

(a) Escriba A™! en términos de las matrices elementales E. Calcule la matriz A™'.
(b) {Cuél es la matriz original A 7

(MIT Course 18.06 Quiz 1, October 4, 2006)

(L-5) PROBLEMA 12.
1 00
(a) Encuentre la inversade | 0 1 ¢
0 0 1
(b) Encuentre la inversa de la siguiente matriz usando el método de Gauss-Jordan

00 1
y|0 10
100

o = OO
QO OO

(Poole, 2004, ejercicio 36, 38 y 59 del conjunto de problemas 3.3.)

(L-5) PROBLEMA 13. Sean A, B y C matrices cuadradas. Justifique si son verdaderas o falsas las siguientes afirma-
ciones.

(a) SiAB =1y CA =1 entonces B = C.

(b) (AB)* = A%B2.

01 0 2
(L-5) PROBLEMA 14. Considere la matriz A = 01L g (1) 20a
1 0 a 1

(a) Demuestre que A es invertible para todo valor del pardmetro a.
(b) Calcule A™" cuando a = 0.

1 1 0 1
(L-5) PROBLEMA 15. Considere la matriz A = 8 é (1) _01 . Calcule A™"
0 0 0 -2

14



(L-5) PROBLEMA 16. Encuentre las inversas, si existen, de las siguientes matrices

A=

O = =
_ = O

1
0l; B=|1 -2 1
1

(L-5) PROBLEMA 17. Tan solo hay un ndmero finito (n!) de matrices de permutacién de dimensién n x n. Ademds,

cualquier potencia de una matriz permutacién es también una matriz permutaciéon. Emplee este hecho para demostrar
i A 2

que (I, )" =1 para algin nimero entero 7.

[S]

Fin de los Problemas de la Leccion 5
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Soluciones

(L-4) Problema 1(a)

91 (4142

1 4 1 0 0 T 1 0 O
A=|1 6 LRI BT I s T S S ']

01 0 01 0 0 1 -2

por tanto
1 —4 0 1 0 2 1 0 O
I ., =(0 1 0} 1 ., =]01O0; 0 _ =101 =21,
[(—4)1+2] 0 0 1 [(2)1+3] 0 0 1 [(=2)2+3] 00 1
A = Matrix([ [i, 4,-21, [t, 6, 21, [0, 1, 01 1)
L = Elim(4,1)
Tr = L.TxC
display(Tr)
Sistema([ Sistema([t, I(3)&t]) for t in Tr])
O
(L-4) Problema 1(b)
1 —4 10
E=1 . =0 . )0 )0, )=f0 1 -2

[(=4)1+2] [(=4)1+2] [(2)1+3] [(=2)2+3] 0O 0 1

[(2)1+3]

[(—2)2+3]

1 0 0
AE=|1 2 0 =K.
0 1 -2
ME = Sistema( [ I(3) & t for t in Tr])
E = (ME|1)*(ME|2)*(ME|3)
display(E)
display (A*E)
A& Tr
|

(L-4) Problema 2. Restando 2 veces la primera columna a la segunda y cuatro a la ultima, y después sumando
dos veces la segunda a la tercera

T

[(—2)1+2]
1 2 4 (0119 1 0 O (2)2+3] 1 0 0
A = -1 -3 -2 _— -1 -1 2 —_— -1 -1 0 = L
0 1 c 0 1 ¢ 0 1 c+2
Habra sélo dos pivotes si la ultima columna de L estuviera compuesta inicamente por ceros, es decir si ¢ = —2.
c = sympy.symbols('c')
Elim( Matrix([[1,2,4]1,[-1,-3,-2],[0,1,c11) )
|
1 -1 0 1 00 1 0 -1
(L-4)Problema3(a)E:<I N )(l . ): 01 0olloo1|=]|00 1 |=1
(=D1+2]" * [2=3] 0 0 1 010 01 0 [(121252]
O
1 00 1 0 -1 1 0 -1
(L-4) Problema 3(b) N:(l B )(l . ): 00 1f|lo1 0o fl=loo0o 1 |=1 |,
[2=3] [(—1)1+3] 01 0 0 0 1 0 1 0 [2=38]
[(=1)1+3]

La razén por la que E y N son iguales es que las operaciones que realizan son equivalentes: en el primer caso restamos
de la segunda columna la primera, y luego colocamos el resultado en la columna de la derecha. En el segundo caso
movemos la segunda columna a la derecha, y ahi realizamos la resta.
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(L-4) Problema 4.

2 20 T 2 00 T 2 00
—1)142 —3)2+3
14 g | 1D 3 9 | 2021 3
1 3 9 1 2 9 1 2 3
Por tanto
1 -1 0 1 0 O 1 -1 3
I, =(0 1 0 1 -3|=]0 1 -3 |=E
[(=1)1+2] 0 0 1 0 0 1 0 O 1
[(—=3)2+3]
A = Matrix([[2,2,0],[1,4,9],[1,3,9]11)
TrfCol = Elim(4).TrC
display(TrfCol)

I(3) & TrfCol

|
T T T T
(L-4) Problema 5. | L 0 [ 102 f 1 1] [Cvze 0 1) (el f 0 1 Ien Fo 1
oplema - g 4 01 -1 1 -1 0 10
pasos = [ T((1,1,2)), T((-1,2,1)), T((1,1,2)), T((-1,1))]
Math (rprE1lim(I(2), [[],pasos]))
# I(2) & T((1,1,2)) & T((-1,2,1)) & T((1,1,2)) & T((-1,1))
|
(L-4) Problema 6(a)
1 =5 0
o =0 1 0
[(=5)1+2] 0 0 1
display( T((-5,1,2)) )
I(3) & T((-5,1,2))
O
(L-4) Problema 6(b)
1 0 O
I . =101 -7
[(=7)2+3] 0 0 1
display( T((-7,2,3)) )
I(3) & T((-7,2,3))
|
(L-4) Problema 6(c)
01 0 100
Il =10 0 [; I =100 1
[1=2] 00 1 (2=3] 010
La matriz que realiza todos los cambios a la vez sera
010 100 0 0 1
. ., =1100 00 1|=|1200]|=I_
[1=2][2=3] 0 0 1 010 01 0 1]

El producto de matrices intercambio es siempre una matriz cuyas columnas son como las de la matriz identidad,

pero en general reordenadas en una disposicién distinta; a dichas matrices la llamamos matrices permutacion y las

denotamos con: I _.
(s

display( T([ {1,2}, {2,3} 1))
I(3) & T([ {1,2%, €2,3} 1
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(L-4) Problema 7(a)

1 =5 0] |1 0 O 1 -5 35
A . :[100}01001—7:[100}01—7:[1—535].
[(=5)1+2][(—=7)2+3] 0o 0 1 00 1 0 0 1
TrfC = T([ (-5,1,2), (-7,2,3) 1)
display( I(3) & TrfC )
Matrix([ [1,0,0] 1) & TrfC
O
(L-4) Problema 7(b)
1 0 O 1 =5 0 1 =5 0
A . :[100}01—7010:[100]01—72[1—50].
[(=7)1+2][(—5)2+3] 00 1 0O 0 1 0 0 1
TrfC = T([ (-7,2,3), (-5,1,2) 1)
display( I(3) & TrfC )
Matrix([ [1,0,0] 1) & TrfC
O
(L-4) Problema 7(c) Entonces la columna 3 no se ve afectada por la columna 1.
|
(L-4) Problema 8. Por una parte (1, 0,) M = (0, 17) = 1|M = (0, 1,); y por otra (0, 17) M =
(1, 0,) =M = (1, 0,). Por tanto la matriz es ﬁ) (1)] )
O
(L-4) Problema 9. Si multiplicamos A(I - ) permutan las columnas de A, pero si multiplicamos ( - I)A son
[i=3] [i=3]
sus filas las que permutan. Por ejemplo
0 1| ]|a b c d
(uiz]l)A o [1 0} {c d] o {a b}
bl [0 1 b a
A=) [ a o) -1a ]
1Zz dl |1 0 d c
Fijese que (I , ) es simétrica, por lo que (I - )= I).
li=3] li=3] li=4]
a, b, ¢, d = sympy.symbols('a b c d')
A = Matrix([ [a,b], [c,d] 1)
display( (T({1,2}) & I(2)) * A )
display( A * (I(2) & T({1,2})) )
(I(2) & T({1,2})) == (TH1,2}) & I(2))
a

(L-4) Problema 10. Supongamos que la primera columna es (a, a, a,) , la segunda es (b, b, b,) y la tercera
(c, c, c,) ; v donde a # 0, entonces

T a b c
To |l =x1|a] +ax|b)] +23]cC
T3 a b c

Ax =

Q Q Q
o OO

b

b

b

1 1 1 1
= ax; (1 +bry |1 | +caxs 1] = (axy +bxa+cxs) |1

1 1 1 1
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Si aplicamos la eliminacién gaussiana tenemos

es decir sélo un pivote.

(]
Ejercicio 1. Una permutacién I es el producto de k matrices intercambio, I _ , es decir, una sucesién de k
[S] [=]

- ), por lo que su transpuesta es

-
S p=q]

intercambios entre las columnas de la matriz identidad, | _ = (I - ) (I - ) e (I
[s] h=1/ \ [j=k] [

T

(I_r) = ( - I) < , I)( , I); donde cada matriz intercambio es simétrica, ( - I) = (I , ) y su cuadrado es

[S] [p=d] [F=Fk] [h=1] [i=3] [i=4]

la matriz identidad (si se intercambian las mismas columnas dos veces, se vuelve al punto de partida), (I , ) (I - ) =
[i=34]

li=3]
. Asi
I

<'[g])T ('[g]) - ([p;ﬂ') <“;kl') <[h;il') ('[h;i]) ('[j;k]) . <'[p;q]) =l

O
1 00 1 0 0
g oo o || 0 o o
- 1| —1)2+43
(L-5) Problema 1(a) =T 00 00
010 -1 1 -1
0 0 1 0 0 1
1 0 0
Por tanto A_llz -1 1 -1
0 0 1
Al = Matrix([[1,0,0],[1,1,1],[0,0,111)
InvMat (A1, 1)
O
(L-5) Problema 1(b)
2 -1 0 T 2 0 0 T 2 00 -
-1 2 —1| [@2] -1 3 —1| [®3] -1 3 0| [@2]
[A,] | 0 -1 2 [Wzr] | 0 —2 2| [M2+3] | 0 —2 4] [W3+2]
[r] 1 0o o 1 1 0 1 11
0 1 0 0 2 0 0 2 2
0 0 1 0 0 1 0 0 3
2 0 0] - 12 0 0] 7 400[(?1}
—1 6 0| [©1] 0 6 of [ Jo 4 of (12 41
0 0 4| [w2a) |0 o 4] (B2 Jo o 4| [M)3] 11535
1 3 1 9 3 1 3 2 1 19 4 o
0 6 2 6 6 2 2 4 2 1 2 3
0 3 3 3 3 3 1 2 3
3 2 1
Por tanto A;:i 2 4 2
1 2 3
O
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0 0 1 1 00 T 1 0 0
01 1 1 1 0] [(=D2+1] 0 1 0
[As] |1 1 1] wls |1 1 1| [Ds+2] | 0 0 1
(L-5) Problema 1(c) T 1T 00 00 1 S
0 1 0 0 1 0 -1 1 0
0 0 1 1 00 1 0 0
0 —1 1]
Por tanto A;: -1 1
1 0 0]
|
(L-5) Problema 2(a)
AB =AC
A'AB =A"'AC
IB =IC
B =C
|
(L-5) Problema 2(b)
1 0|0 0] |0 Of (1 o]0 O
0 0/|5 5| |0 O |0 0|2 2
|
(L-5) Problema 3.
a b - a 0 a 0 -
c d| ()] | d—be| | adhe [(Ga%se )]
10 1 =b/a| |1 -=b/a
0 1 0 1 0 1
a a 0
(—S)z+1] 0 0 1
—>F+ be bJZ{ad —5
ad—bc ad—bc ad—bc  ad—bc
—ac a —ac a
ad—bc ad—bc ad—bc ad—bc
es decir
a 1 d b
Cad—be|—c a
La condicién necesaria es que ad # bc.
a, b, ¢, d = sympy.symbols('a b c d')
A = Matrix([ [a,b], [c,d] 1)
InvMat (A, 1)
|
(L-5) Problema 4.
3 1 2 1 3 2 T 1 0 0 T 1 0 0 T 1 0 0
-1 0 1 0 —1 1| [®1+2] [0 -1 1| [=n2] |0 1 0| [(-33+2] 0 1 0
0 1 6] nZa |1 0 6| (2148 11 —3 4| [D243] |1 3 1| [w3+1] | 0 0o 1| [1]
100 0 10 0 1 0 0 -1 1 -1 -4 1| [AT]
01 0 1 0 0 1 -3 =2 1 3 -5 6 18 -5
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 -1 -3 1
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12 1 T 10 0] . 1 0 0
-1 4 =2 [(=21+2] [-1 6 —1| [2=31 |[-1 1 6
B _{ 1 3 J [(-D1+3] { 11 ow [(=12] { 10 J
H_ 10 0 I —2 -1 I 1 —2
01 0 0 1 0 0 0 1
00 1 0 1 0 -1 0
r 1 0 0 1 0 0
[(1)2+1] 0 1 0 T 0 1 0
[(-6)2+3] { 1 0 J [(-13+1] { 0 0 J NN
2 1 -8 10 1 -8] |B]
0 0 1 -1 0 1
Ll ~1 6‘ [—7 -1 6‘
0
(L-5) Problema 5(a)
ar b1 a;+b; 1 0
as by as + bs 1 =10
as bg a3+b3 —1 0
0

(L-5) Problema 5(b) Cuando restamos la primera y segunda columna de la tercera, obtenemos una columna de

ceros (y por tanto sin pivote)
.

[(-1)1+3]
ar b1 a1 +by [(_1)2+3] ai by 0
as by as+by| ———— [aa by O

a3 bz az+b3 as by 0
O
(L-5) Problema 6(a)
0 0 0 1] 1 0 0 0] [(1;2)2] 1 0 0 0]
00020 _ 0200 o 1 0 0
030 0 o2y 003 of [0 o o 1 o
A] |4 00 ol 2=s o0 o0 4[] o o o 1
[T]" [T 000 0 0 0 1 0 0 0 1/4
010 0 00 1 0 0 0 1/3 0
00 1 0 010 0 0 1/2 0 0
00 0 1] 10 0 0 1 0 0 0
O
(L-5) Problema 6(b)
[ 0 0 0] K 1 0 0 0]
R S IR e I I
0 —2/3 1 oof @2 g g
A | o o —sa | (2] | 9 o o 1| [
1]~ 1 0 0 0 T 0 00 |[A
0 1 00 1/2 1 0 0
0 0 10 1/3 2/3 1 0
0 0 0 1 14 1/2 3/4 1]
O
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(L-5) Problema 6(c) Basta repetir para cada bloque los pasos dados en el Ejercicio 3:

[a b 0 0] T 1 0 0 0] T 1 0 0 07
¢ d o of [N 010 o fend o 1 0 0
0 0 a b [(—c)2+1] 0 0 a b [(—c)4+3] 0 0 1 0
00 ¢ d [(%)2] 0 0 ¢ d [(2)4] 0 0 0 1 I

d —5 —_— d -5 = -
L0 00 adifcbc ad(;bc 00 ad;bc adgbc 0 0 A3
0 100 ad—bc  ad—bc 0 0 ad—bc  ad—bc d 0 —bO
0010 0 0 10 0 0 acbcbc ad(;bc
'0 00 1' o 0 00 1- L 0 0 ad—bc ad—bc-

(]
(L-5) Problema 7.

a b b T a 0 0 [(1)1] 1 0 0 = 1 0 0
a a b [(Z2)1+2] a a—b 0 [(%5)2] 1 1 0 [(-1)2+1] 0 1 0
a a a [(57)1+3] a a—b a-b> [(a%5)3] 1 1 1 [(-1)8+2] 0 0 1

— — —b/a —b/a _— —b/a
L0 0 1 Tb ab % a—/b a—/b ﬁ 0 a—/b
010 0 1 0 0 L 0 == L 0
0 0 1 0 0 1 o 0 i o = L

1 0 —b/a
Esdecir A'=-L-1-1 1 0
0 -1 1

No hay inversa para los valores a = b, es decir cuando el denominador (a — b) es cero (en tal caso todas las filas de
la matriz original A son iguales, y s6lo hay un pivote).

Tampoco hay inversa si a = 0, pues el primer elemento de la tercera columna tampoco estarfa determinado (en
este caso habrfa una fila y una columna de ceros en la matriz original A).

O
(L-5) Problema 8. Puesto que E es elemental
» [1 0] s [1 0] 4 [1 0] . 1 0
E{lZl]’ B =ls 10 B =l 1) B =1lon 1
O
0 0 01
(L-5) Problema 9. 0 L 00 También es su traspuesta: (| )T
1000 Vg
00 10
(]
(L-5) Problema 10(a) Sabemos que A(I , , , ):I,por tanto (I , , ):A'l;
[(—4)1+2][(-3)1+3][(~1)3+2] [(—)1+2][(~3)1+8][(—D)8+2]
1 -4 0 1 0 -3 1 0 0 1 -1 -3
I, =]0 1 0 01 0 01 0ofl=]0 1 0 |=A"
[(—4)1+2] 0 0 1 0 0 1 0 -1 1 0 -1 1
[(—3)1+3]
[(-1)3+2]
Tr = T((-4,1,2)) & T((-3,1,3)) & T((-1,3,2))
display(Tr)
Ainv = I(3) & Tr
Ainv
O
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-1
(L-5) Problema 10(b) Puesto que (I ) = A sabemos que A = (I

T T T T T T )'
[(=9)1+2][(=3)1+3][(-1)3+2] [(1)8+2][(3)1+3][(4)1+2]

1 0 0 1 0 3 1 4 0 1 4 3
I, =1010 0 1 0 01 0f=|1010|=A
[(1)8+2] 0 1 1 0 0 1 0 0 1 0 11
[(3)1+3] L
[(4)1+2]
1 -1 -3 1 4 3] 100
comprobacién: A7A=|0 1 0 01 0|=10120
0 -1 1 0 1 1| 0 0 1
display(Tr**-1)
A = I(3) & Trx*-1
Sistema([A, AxAinv] )
O
(L-5) Problema 11(a) Recuerde que _I es la transpuesta de I__.
Sabemosque( , , , I)Azl,portanm( , , , I):A“lz
[(=1)8+2][(—3)1+8][(-4)1+2] [(—1)3+2][(—3)1+3][(-4)1+2]
10 0 1 00 1 0 0 1 0 O
, =101 -1 0 10 -4 1 0|=|-11 -1]|=A"
[(—1)3+2] 0 0 1 -3 0 1 0 0 1 -3 0 1
[(—3)1+3]
[(—4)1+42]
Tr = T((-4,1,2)) & T((-3,1,3)) & T((-1,3,2))
display(Tr)
display( Sistema([t & I(3) for t in "Tr]l) )
Ainv = "Tr & I(3)
Ainv
|
-1
(L-5) Problema 11(b) Puesto que( . , . I) = A sabemos que A:( . . . I).
[(—1)3+2][(—3)1+3][(—4)1+2] (4)142]((3)1+3]((1)3+2]
1 0 0 1 0 0 1 00 1 00
, I=14 10 0 1 0 01 1|=1411]|=A
[(4)1+2] 0 0 1 3 01 0 0 1 3 0 1
[(3)1+3]
[(1)3+2]
1 0 O 1 00 1 00
comprobacién: AT'A=| -1 1 -1 4 1 1 (=010
-3 0 1 3 01 0 0 1
display ("Tr**-1)
display( Sistema([t & I(3) for t in “Tr**-1]) )
A = "Trx*-1 & I(3)
Sistema([A, Ainv*A] )
O
1 0 0
(L-5) Problema 12(a) La primera es una matriz elemental, cuya inversaes | 0 1 —c |; la segunda es una
0 0 1
matriz permutacion, por lo que su inversa es igual a su traspuesta.
O
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(L-5) Problema 12(b)

1 0 0 0 1 0 0 O 1 0 0 O
01 0 O 0100[(;-4+3] o 1 0 0
0 010 B 0 01 0 [(—b)at2] 0 0 1 0
Al |a b cdl|l@ |abc 1|l | 0 0 0 1| [1]
1] | 1T 000 1 000 1 0 0 0] [AT]
01 00 01 0 0 0 1 0 0
0 010 0 01 0 0 0 1 0
|0 0 0 1| L0 0 0 %] | -2 -5 ¢ 1]
a, b, ¢, d = sympy.symbols('a b c d')
C = Matrix([ [1,0,0,0], [0,1,0,0], [0,0,1,0], [a,b,c,d] 1)
C.apila(I(4),1) & T((fracc(1,d),4)) & T([(-c,4,3),(-b,4,2),(-a,4,1)1)
U
(L-5) Problema 13(a) Es cierto; por una parte
AB=1 = B=A"
Y por otra
CA=1 = C=A"
Por tanto B y C son iguales.
O
(L-5) Problema 13(b) Es falso
(AB)> = (AB) (AB) = ABAB
que en general es distinto de
A’B? = AABB.
Ejemplo:
11 1 1 0 0 00
A= [O 1}, B = {_1 _1]. ABAB = [1 J, AABB = [O 0]
a
(L-5) Problema 14(a) Busquemos el nimero de pivotes que aparecen tras la eliminacién
[0 1 0 2 7 [0 1 0 0 ] (1 0 0 0 ]
1 a 0 2a 1 a 0 O a 1 0 O
a 0 1 O . a 0 1 0 . 0 a 1 O
Al |1 0 a 1 [(—2)2+4] 1 0 a 1 (1=2] 01 a 1 L
1| |1 0 0 O 1 0 0 O 01 0 O ~|E
0 1.0 O 01 0 -2 1 0 0 -2
0 01 0 0 01 O 0 01 O
|00 0 1 | 0 0 0 1 | |00 0 1 |
Esta matriz es de rango 4 sea cual sea el valor de a; por lo tanto es invertible.
O
(L-5) Problema 14(b)
(1.0 0 0 ] 1 0 0 0 ]
01 0 O 0O 1 0 0
0 01 0 . 0 0 1 0
A_}L_ 010 1 [(=1)4+2] 0 0 0 1 ]
[ E[ |0 10 0 01 0 0 | |AT]
1 0 0 -2 1 2 0 =2
0 01 0 0 0 1 0
|0 0 0 1 | |0 -1 0 1 |

24



a = sympy.symbols('a')

A = Matrix([ [0,1,0,2],[1,a,0,2%a],[a,0,1,0],[1,0,a,1]1 1)
Ainv = InvMat(A, 1)

Ainv.subs([(a,0)])

|
1 -1 0 1
4 |0 1 0 -1
(L-5) Problema 15. A™ = O 0 1 0
0 0 0 —3
A = Matrix([ [1,1,0,1], [0,1,0,-11, [0,0,1,01, [0,0,0,-2] 1)
InvMat (A, 1)
|
(L-5) Problema 16.
-
101 10 0 - 1 0 0] [($)3 1 0 0
1 10 ™ 1 1 —1| [(=D2+1] 0 1 0] [(-13+2] 0 1 0
Al |0 1 1| [evws] o 1 a1 [w2s] f1 1 2] [m3+y] 0 0 1 [1]
I 1 0 0 1 0 —1 I 0 —1 12 172 —1/2] ~ |ATT]
010 01 0 -1 1 1 —1/2  1/2 1)2
00 1 00 1 0 1 12 —1/2  1/2
1 1 -2 T 1 0 0 1 0 0
1 -2 1| [(-n1+2] 1 -3 3 ™ 1 -3 0
B] |-2 1 1| [@ws] |2 3 3| [m243] |2 3 0] L
1| 1 0 0 1 -1 2 1 -1 1|  |E
0 1 0 0 1 0 0 11
0 0 1 0 0 1 0 0 1
La matriz B es singular (no tiene inversa).
O
(L-5) Problema 17.  Puesto que todas las potencias de la matriz | . son matrices permutacién, y sélo hay un
(s
numero finito de ellas; la sucesién de potencias (I - ), (I - )2, (I_r )3, ey (I - )T, ... se debe repetir en algun punto.
(s & (&) (&]

, , 4 . m n . ., .
Asi pues, para algin m y algtin n debe ocurrir que, (I[T]) = (I[T]) .Y puesto que las matrices permutacién tienen
S S

inversa, existe (I - )_n. Pre-multiplicando por dicha matriz obtenemos:

(s
1)"=0,)"
() S
(1)) =0,)7"0,)"
(] (&) (] (&)
(I T )m*" =l
(&1
Es decir, la potencia (m — n)-ésima de | _ es la matriz identidad.

.
[S]
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