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Esquema de la Leccién 11

Esquema de la Leccién 11

® Vectores y subespacios ortogonales

® Espacio nulo L espacio fila

N (A) Lc (AT)

® espacio nulo por la izquierda L espacio columna

N (AT) LC (A)
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Algunas definiciones
® Producto punto
n
a-b =Y ab
i=1
® Longitud de un vector |la| = /a-a a-a=|al’
® Vector unitario: ||al =1 ﬁ T
® Vectores ortogonales (perpendiculares): x -y = 0.
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L-11 L-12

Vectores ortogonales

Yy Tty

L-13 L-11 L-12 L-13

E Norma al cuadrado de un vector

2 P .
A | o = v -
1 2
5 v=|2] — l=*= ; y=|-1| = lul*= ;
> 3 0
iSon estos vectores ortogonales?
ry=0 < xluy 9
Tty = ;o e +yllf=
o 2 2 2
Tma. Pitdgoras: z-y = 0 < |z||"+ [y =lz + y|| (Pitégoras) (Ortogonalidad)
rrxty y=x+y) (r+y) x-y=0.
Tty y=x+y) (r+y).
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@ Subespacios ortogonales @ Espacio nulo ortogonal a espacio fila
° N (A) L filas de A
(A) -z 0
Cuando el subespacio S es ortogonal al subespacio 7T: Az -0 — . N
Cada vector de S es ortogonal a cada vector de T (m|A) T 0

iSon ortogonales el plano de la pizarra y el suelo?

e N (A) 1L dA, Vd € R™ (cualquier combinacién lineal de las filas)

zeN(A) = dAz=d-0=0.

espacio nulo L espacio fila

N (A) LC (AT)

También: A =0 =

N (AT) LC (A)
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El gran esquema: suma directa de complementos ortogonales

N

AN
. / AN
dim = r /0 dim =1 N\
, AN
/ AN
T on /o (a) {y € R™ I
C(AT) ={zcR"|[Jy:x=yA} /\(,(A) {yeR" 3w y=Ax} >
\ - /
N y,
N b /
fa(z)=Az=b G
: AN //
\_ /
R" =N (A) & C (AT) 0 R"=C(A) &N (AT)
/N
N
/ AN
N\
/ N
/o . \\
(N(AT) ={y eR™ |yA =0}
h . //
dim=n-—r N dm=m-r /
\ ///

C(AT) LN (A)
fre=yAxz=y-0

C(A) LN (AT)
y-b=yAx =0 -«
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Problemas de la Leccién 11

(L-11) PROBLEMA 1. Describa el conjunto de vectores en R? ortogonales a | 3
(Hefferon, 2008, ejercicio 2.15 del conjunto de problemas 11.2.)
(L-11) PROBLEMA 2. jHay algin vector que sea perpendicular a si mismo?

(L-11) ProBLEMA 3. Calcule la longitud de cada uno de estos vectores
4
1 -1
@ (5): o (3) © (1
1
0
@ (o). © |3
0

(Hefferon, 2008, ejercicio 2.11 del conjunto de problemas 11.2.)

(L-11) PROBLEMA 4. Encuentre un vector unitario (de norma uno) con la misma
direcccién que v = (2, —1, 0, 4, —2).

(L-11) PROBLEMA 5. Encuentre el valor de k de manera que estos vectores sean
perpendiculares.
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Revisitando la eliminacién gaussiana

Algoritmo que encuentra una base del complemento ortogonal

Dame varios vectores y los escribo como filas de una matriz M . ..

_ T T r
1 -3 0 -1 (3)142] 1 0 00
0 -1 1 1] [1)1+4 |O =1 0 O
_ [(1)2+3] _
M L 410 [(1)2+4] 1 -1 00 L cC o
1= 1 0 0 O 1 3 3 4| = El =D N
0O 1 0 O 0O 1 1 1
0O 0 1 0 0O 0 1 0
0 0 0 1] |0 0 0 1}

Base del espacio generado por los vectores (fila): V

Base del complemento ortogonal: Y+ MN =0

Pero si me das N|1 y N|2 y empiezo de nuevo. .. obtendré una base
de...
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(Hefferon, 2008, ejercicio 2.14 del conjunto de problemas 11.2.)
(L-11) PROBLEMA 6. Escriba una matriz con las propiedades requeridas, o explique
por qué es imposible:
1 2 1
(a) El espacio columna contiene [ 2 | y | =3 |, el espacio nulo contiene | 1
-3 5 1
1 2 1
(b) El espacio fila contiene 2 | y|—3],y el espacio nulo contiene | 1
-3 5 1
1 1 0
(c) Ax = | 1] tiene solucién, y AT [0 | = [0
1 0 0
(d) Cada fila es ortogonal a cada columna (y A no es la matriz cero)
(e) La suma de columnas da una columna de ceros, la suma de filas suma una fila de
unos.
(Strang, 2003, ejercicio 3 del conjunto de problemas 4.1.)
(L-11) PrROBLEMA 7. Si AB = 0, las columnas de B pertencen a de A. Las
filas de A estdn contenidas en el de B. Por qué no es posible que A y B
sean matrices 3 por 3 de rango 27
(Strang, 2003, ejercicio 4 del conjunto de problemas 4.1.)
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(L-11) PROBLEMA 8. Suponga que u-v =u-w y que u # 0. ;Debe ocurrir que
v=w?
(Hefferon, 2008, ejercicio 2.20 del conjunto de problemas 11.2.)

(L-11) PROBLEMA 9.

(a) Si Az = b tiene solucién y ATy = 0, entonces y es perpendicular a .
(b) Si ATy = c tiene solucién y Az = 0, entonces x es perpendicular a .

(Strang, 2003, ejercicio 5 del conjunto de problemas 4.1.)

(L-11) PrROBLEMA 10. Demuestre, para R™, que si w y v son perpendiculares,
entonces ||u + v||? = ||u||?> + ||v]|*.
(Hefferon, 2008, ejercicio 2.33 del conjunto de problemas 11.2.)

(L-11) PrROBLEMA 11. Encuentre una matriz de 1 por 3 cuyo espacio nulo conste de
todos los vectores de R3 tales que 1 + 2x2 + 4x3 = 0. Encuentre una matriz de 3
por 3 con el mismo espacio nulo.

(Strang, 2007, ejercicio 9 del conjunto de problemas 2.4.)

(L-11) PrOBLEMA 12. Consider A with exactly two special solutions for x A = 0:
4x2

s;=(3, 1, 0, 0), and s,=(6, 0, 2, 1,).

(a) Find the reduced row echelon form R of A.
(b) What is the row space of A?
(c) What is the complete solution to zR = (3, 6,)?
9/33
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Esquema de la Leccién 12

Esquema de la Leccién 12

® De las ecuaciones paramétricas a las cartesianas (o implicitas)

® Escogiendo ente las ecuaciones paramétricas
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(d) Find a combination of rows 2, 3, 4 that equals 0. (Not OK to use
0(5)A) 4 0(3;A) +0(4A). The problem is to show that these rows are
dependent.)

(L-11) PROBLEMA 13. Suponga que Az = b tiene solucién (quizd tiene muchas).

Puede demostrase que cualquier solucién @ de dicho sistema puede descomponerse

como suma de dos vectores (& = xz,+ x,,) donde @, es combinacién lineal de las

filas de A y x,, pertenece al subespacio vectorial de soluciones de Az = 0.

(a) (0.5P**) Demuestre que A(x;)=b.

(b) (1P*s) Suponga que v, es combinacién lineal de las filas de A y que ademi3s
A('uf) =b. ;A qué subespacios vectoriales pertenece la diferencia (vf — a:f)?
Demuestre que Ty y vy son iguales.

(c) (1P*s) Encuentre la solucién x ; del subespacio vectorial generado por las filas de
A, para el siguiente sistema Ax = b, encontrando los valores ¢ y d que cumplen

1 1

1 2 3 14
{1 1 71}wf_<9) con xy=c § +d _11

L-12
Ecuaciones cartesianas (implicitas) y paramétricas de rectas y planos

Ecuaciones cartesianas (implicitas) {x € R" | Az = b}:

Por ejemplo

{w€R3

Ecuaciones paramétricas:

Para el conjunto del ejemplo anterior

0 1
FJpeR:z=|0]+ |1]|p
1 0

z € R3

En este caso dimensién 1 Una recta (sélo hay un pardmetro a)
recta recta

L-13

9/33

T —Tot+a3=1

N PRS0 B =
0 0 15[3— 1 — C. SOl. de x3:1
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o bien

xcR® | IpeR':

1
z=|1|+|1|p
0

o bien
-1 1
zeR |IpeR:iz=|-1|+|1|p
1 0
T
12/33
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o bien
1 -1
zeR® |IpeR?:xz=|1|+1|1 0|p
1 0 1
pero también
-1 1 -1

zeR® |[IpeR’:a
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Ecuaciones cartesianas (implicitas) y paramétricas de rectas y planos

Ecuaciones cartesianas (implicitas) {x € R" | Az = b}:
Por ejemplo

{a:e]R3 } [1 -1 1]:13:(1,)}:0 sol. de {xl—acg—i—:rg:l

Ecuaciones paramétricas:
Para el conjunto del ejemplo anterior

0 1 -1
zeR3 [IpeR?:z=|0|+[1 0|p
1 0 1
En este caso dimensién 2 Un plano (hay dos pardmetros a y b)
plano plano
13/33
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E De las ecuaciones paramétricas a las cartesianas

C(AT) LN (A)

Considere

H:{meR” ’EIpERk:ac:er[nl; nk,]p}

Si encontramos A tal que An; = 0 entonces si x € H

Aw:As—i—A[nl;...nk;]p = Axz = b, donde b =As.

—_——
0

Por tanto
H={x eR"|Axz =b}.
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@ De la solucién al sistema de ecuaciones

Ecuaciones implicitas del plano P paralelo al generado por
(1,2,0,—2) y (0,0,1,3) que pasa por s = (1,3,1,1).

T x 1 1 0
_ y ly | 3 2 0
P = i da,beR: =1 +a 0 +b 1
w w 1 -2 3
1 1 0
3 2 0
B 4 2.,
=xeR” |IpeR:x= 1 + 0o 1|P
1 -2 3

Necesitamos vectores perpendiculares a (1,2,0,—2) y a (0,0, 1, 3)
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Un problema de Microeconomia
Resuelva Y en términos de X para obtener la FPP
X =4L, X — 4L, =
Y =3L, — Y —3Ly, =0
L, + Ly =80 L.+ L,=280
(“en términos de” X significa X libre)
1 0o -4 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 1 0 -3 0 T 0 1 0 0 0 T 0 1 0 0 0
0 0 1 1 -80 [(4)1+3] 0O 0 1 1]-80 [(-1)8+4] 0O 0 1 0 0
1 0 0 O 0 [(3)2+4] 1 0 4 0 0 [(80)8+5] 1 0 4 -4 320
0 1 0 0 0 0 1 0 3 0 0 1 0 3 0
0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 -1 80
0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 ] 0 0 0 0 1
X 320 —4 X 320 — 4Ly
[},; = 800 +a El = a=1L, = 2; = SOsfyLy “en términos de” L,
Ly 0 1 Ly Ly
18/33
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@ De la solucién al sistema de ecuaciones

x - (:I/.?:U?Z?/w?); S - (1737 1‘/ ]‘7)'
IR L - R S S Y I A T 0
r oy z w x y — 2z z w + 2z r y— 2z z w + 2z — 3z
1 3 1 1 1 1 1 3 1 1 1 0
A |72 1 0 0], _( 2z+y
Asi A = [ 9 0 _3 J ; y entonces Ax = <2$ b 3z>
—2x + =1
b=As = <1> Por tanto 4
0 2x —3z24w=0
-2 1 0 O 1
_ 4 _
P_{:ce]R [2 - 1].7,»_(0)}.
17/33
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E Variable libre
1 0 0 O 0 7 1 0 O 0 0 7
01 0 O 0 - 01 0 0 0
0 01 O 0 [(%)4] 0 0 1 0 0
1 0 4 —41320 [(-320)4+5] 1 0 4 1 0
01 0 3 0 0 1 0 —=3/4|240
0 01 —11] &0 0 01 1/4 0
0 0 0 1 0 0 00 —1/4| 80
L0 0 0 O 1 L0 0 O 0 1
X 0 1 X X
Y | | 240 —3 _ Y | |240-32X
L, 80 —1 Ly, 80— 1X

“en términos de" X
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@ Variables libres

[ 1 2 -1 1 |-117 - M1 0 0 0 0 7
-1 -2 3 5 | =5 [({(-?)Pr?] -1 0 2 6 | —6
1)143
T+2Y— 2+ w=-—1 1 0 0 01]0 [(1)1+5] 1 -2 1 -1|1
—r—2y+32+50w=-5 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 1 0 0
—r—2y— z—Tw="7
Y 0 O 0 1 0 0 0 0 1 0
1. Resuelva en funcién de y y w L0 0 0 0 L L0 0 0 0 L
2. Resuelva en funcién de xz y w 10 0 070
C -1 0 2 010
3. Resuelva en funcién de z y z T
4. Resuelva en funcién de x y y [(3)3+5] 1 —2 1 —41a
0 1 0 010
0 0 1 3|3
0 0 0 110
L O 0 0O 0 |1,
20/33 21/33
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Problemas de la Leccion 12
(L-12) PROBLEMA 1.
(a) Encuentre una representacién paramétrica de la recta que pasa por los puntos
1 3
. - == (3) v20 - (1)
[(_71)1] 1 010 T 1 010 (b) Encuentre una representacién implicita de la recta anterior.
[(4)1+2] . [(1221+3] L
[(=4)1+3] 2 —2|2 [(T>2]( 2 3 0 (L-12) PROBLEMA 2.
—9 _414 0 —-313 0 1 0 (a) Encuentre una representacién paramétrica de la recta que pasa por los puntos
0 1 1o 0 =L|1 zp=(1, -3, L)yzy=(-2 4, 35).
1 0 0 L | - 3 (b) Encuentre una representacién implicita (ecuaciones Cartesianas) de la recta.
0 =313 T _ . _
0 110 [(5)1] 1 010 [(171)2] 1 010 (L-12) PROBLEMA 3.
[(4)1+2] —1 2 2+1] (a) Ecuacidén paramética de la recta paralela a 2z — 3y = 5 que pasa por el punto
[(—4)1+3] 5 —2]2 [(—2)2+3] 0 110 (1,1).
0 -313 % % 0 (b) Encuentre una representacién implicita de la recta.
0 110 %1 %1 1 (L-12) PROBLEMA 4.

(a) Encuentre las ecuaciones paramétricas del plano que pasa por el punto
(O, 1, 1,) y tiene por vectores directores (0, 1, 2,) y (1, 1, O,)
(b) Escriba la ecuacién implicita del mismo plano.
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(L-12) PROBLEMA 5

(a) Encuentre las ecuaciones paramétricas del plano que pasa por el punto
(2, 1, 3,) y es perpendicular a (37 1, 1,).
(b) Escriba la ecuacién implicita del mismo plano.

(L-12) PrROBLEMA 6. Considere el sistema de ecuaciones Az = b, donde

o O O
SO oMN
O~ N O
=R W o
— N =

(a) (1P*s) Obtenga la solucién al sistema.

(b) (0.5P*) Explique por qué el conjunto de vectores solucién al sistema anterior es
una recta en R5. Indique un vector director y un punto por el que pasa la recta.

(c) (1P*) Encuentre los vectores perpendiculares al vector director anterior. Pruebe
que el conjunto de vectores perpendiculares a dicho vector forman un subespacio
vectorial de dimensién 4. Encuentre una base de dicho subespacio.

22/33
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Suma directa de subespacios
R™ es suma directa de Ay B (R"=A®B)
si todo « € R” tiene una descomposicién tnica * = a + b,
conac Aybeb.
Ejemplo  |pn_c (A7) o A (A)
1 2 5 0 0
A 2 4 10 0 0 1 -2 -5
H:100—>172 5| = BasedeR% [[2|; | 1 |; | 0
o1 0 0 1 0 5 1
0 0 1 0 0 1
1 — -5
Ve € R3 e, e,c3 |z =c1 | 2]+ 1 +c3| 0 ) =a+bdb
5 0 1

donde a €C (AT) y be N (A).
También [R™ = C (A) & A" (AT)
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Esquema de la Leccién 13

Esquema de la Leccién 13

® Proyecciones

® Matrices proyeccion
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El gran esquema: suma directa de complementos ortogonales
C(AT) ={feR"|3y: f=yA} C(A) ={beR™|3x:b=Ax}
R" = A (A) & C (AT) G R =C(A) o N (AT)
N (A) ={z cR"|Az =0} N (AT) ={y e R™|yA =0}
dim=m—r

C(AT) LN (A) C(A) LN (AT)

fre=yAxz=y-0 y-b=yAx =0 -z 25
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E Proyeccién ortogonal sobre C (A)
Sea A; como R™=C (A) eN (AT), para todo y € R™

mXn

y=y-+e; (e=y—79)

con |geC(A) y ely | asiqueec N (AT).

N (AT)

iCémo calcular g € C (A)?

26/33
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@ Solucién a las ecuaciones normales (rango completo por columnas))

‘ ATAZ = ATy‘ (A de rango completo por columnas)

La solucién z= (ATA)'ATy
La proyeccién g=Az =A(ATA) ATy

La matriz de proyeccién P=A(ATA)'AT

P: Simétrica e idempotente.

28/33
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@ Ecuaciones normales

Sea A . Buscamos la descomposicion donde

GEC(A) vy (F-y) eN(AT)
Por tanto

Az =17y & (AsE—y)EN(AT)
Es decir

AZ=7 © AT(AZ-y)=0 < | (ATA)Z=ATy

iSistemas equivalentes! = N (A) =N (ATA) = rg(A) =rg(ATA)

solucién tnica & si y sélo si A tiene columnas independientes‘

27/33
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Matriz proyeccion
P—A(ATA) AT
La proyeccién Py es el punto y de C (A) mds préximo a y
Y
=
Yy C(A)
Casos extremos:
e Siyel (A) entonces Py =
® Siy L C(A) entonces Py =
29 /33
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Proyeccién sobre una recta

recta:C(A); A:[a}; a#0

Queremos encontrar el punto ¥y sobre la linea mds préximo a y
geC(la]) L e=(y-y)eN([a]").
y es alglin miiltiplo de a: ¥y = [a] (z,)

Cémo: [a}T[a]ﬁ = [a]Ty
La solucién z=([a]"[a]) " [a]"y
La proyeccién 3 = [a]@ = [a]([a]"[a]) ' [a]Ty
La matriz de proyeccién P = [a]([a]’ [a])_l [a]”
30/33
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Ecuaciones normales
| \
i Qué es la proyeccién de y sobre el espacio columna de A= Ay A, ?
| \
y’ o 4+ e
y C(A) . _ ~ -
A = AT+ (AT = Az
“Encontrar una combinacién de columnas tal que e 1L C (A)
elC(A) = ec
ATe=AT(y—-y) = AT(y—Az)=0 < |(ATA)xz=ATy
32/33
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@ Proyeccién sobre un plano
i Por qué proyectar?

Asi que resolveremos

Az = (Proy. de y sobre C (A))

]
C (A): Espacio columna de A = [Al A,

Proy.(y) = §
(y—y)=e LC(A) ...ese es el hecho fundamental.
31/33
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Dos proyecciones

y tiene un componente § en C (A), y otro e en C (A)L

N (AT)

yte=y
y=Py es la proyeccién sobre C (A)
e=(1-P)y es la proyeccién sobre C (A)L

33/33
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Problemas de la Leccion 13

(L-13) PROBLEMA 1. Proyecte el primer vector (b) sobre la recta generada por el
segundo vector (a). Compruebe que e es perpendicular a a. Encuentre la matriz

proyeccién P = [a]([a]” [a})_l [a]T sobre la recta generada por cada vector a.
Verifique en cada caso que P2 = P. Multiplique Pb en cada caso para calcular la
proyeccién b.

- (- ()
o= (- ()

1 1
4 -1
1 3
db=[1);a=1]3
4 12

(Hefferon, 2008, ejercicio 1.6 del conjunto de problemas VI.1.)

(L-13) PROBLEMA 2. Proyecte ortogonalmente el vector sobre la recta.

2 -3
(a) | =1], Larecta: {veR3 |IpecR, v= 1 p
4 -3
—1 . L.
(b) 1) la recta descrita por la ecuacién y = 3x.
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(L-13) PROBLEMA 6.

(a) Calcule las matrices proyeccién P = [a} ([a]T [a])_l [a}T sobre las rectas que
pasan por a; = (—17 2, 2,) ya, = (2, 2, —1,). Compruebe que
a; 1 a,. Multiplique esas matrices proyeccién y explique por qué su producto
P, P, es lo que es.

(b) Proyecte b = (17 0, U,) sobre las rectas generadas por a;, y a, y también por
a; = (2, -1, 2,). Sume las tres proyecciones EIJrE;JrE;.

(c) Encuentre la matriz proyeccién Py sobre £ ([ag;]) = £([(2, -1, 2,);]).
Verifique que P, + P, + P35 = 1. jLa base a,, a,, a; es ortogonal!

(Strang, 2003, ejercicio 5—7 del conjunto de problemas 4.2.)

(L-13) PROBLEMA 7. Proyecte b sobre el espacio columna de A resolviendo
ATAZ = ATb y después calculando b = AZ. Encuentre e = b — b.

11 2
(@)A, =0 1 |yb =3
0 0 4
11 4
B)A,=| 1 1 |yby=[4
0 1 6

(c) Calcule las matrices proyeccién P, y P, sobre los espacios columna. Verifique que
P,b, da la primera proyeccién b;. Verifique también que (P2)2 =P,.
(Strang, 2003, ejercicio 11-12 del conjunto de problemas 4.2.)
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(L-13) PROBLEMA 3. Aunque los dibujos nos han guiado el desarrollo del tema, no
estamos restringidos a espacios que podamos dibujar. En R* proyecte el vector sobre
la recta.

-1

1
; v eR? IpeR!, v= 4 |P

1

W =N

(L-13) PROBLEMA 4.
(a) Proyecte el vector b = (1, 1,) sobre Iai\rectas generadas por a; = (1, 0,) y

a, = (1, 27). Sume las proyecciones: b, + b,. Las proyecciones no suman b
porque los vectores a; y a, no son ortogonales.
(b) La proyeccién de b sobre el plano generado por a; y a, serd igual a b. Encuentre

P= A(ATA)_IAT para A = [al; az;}.
(Strang, 2003, ejercicio 8-9 del conjunto de problemas 4.2.)

(L-13) PROBLEMA 5.

(a) Si P2 = P demuestre que (I — P)2 =1 — P. Cuando P proyecta sobre el espacio
columna de A, (I — P) proyecta sobre el .
(b) Si PT = P demuestre que (I — P)T =1—P.

(Strang, 2003, ejercicio 17 del conjunto de problemas 4.2.)
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