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LECCION 11: Vectores y subespacios ortogonales

Leccion 11

(Leccién 11) T-1| Esquema de la Leccién 11

Esquema de la Leccion 11

Vectores y subespacios ortogonales

Espacio nulo L espacio fila

N (A) LC(AT)

espacio nulo por la izquierda L espacio columna

N (AT) Lc (A)

De las ecuaciones paramétricas a las cartesianas (o implicitas)

(Leccién 11) M Algunas definiciones
e Producto punto .
a-b=> ab
i=1
e Longitud de un vector ||a| = \/a-a a-a=|al’
e Vector unitario: ||a| =1 ﬁ -z
e Vectores ortogonales (perpendiculares): = -y = 0.
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(Leccién 11) T-3 | Vectores ortogonales

T +y

) 2

rzy=0 <<= =zly

Tma. Pitdgoras: z-y =0 — |z|>+yl’=lz+yl’

vty y=+y) (z+y).

(Leccién 11) T-4| Norma al cuadrado de un vector
lv]* = v v
1 2
e=(2] = JzIP=  y=[-1] = lyl*= ;
3 0
iSon estos vectores ortogonales?
T+y= s e rylP=
(Pitagoras) (Ortogonalidad)
rxzt+y y=(x+y) (x+y) = xz-y=0.
(Leccién 11) T-5 | Subespacios ortogonales
Cuando el subespacio S es ortogonal al subespacio 7 :
‘ Cada vector de S es ortogonal a cada vector de T
. Son ortogonales el plano de la pizarra y el suelo?
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(Leccién 11) T-6 | Espacio nulo ortogonal a espacio fila

° N(A) 1 filas de A
(1|A)'m 0
Ar=0 — : =1:
(m|A) 0

e N(A) LdA, VdeR™ (cualquier combinacién lineal de las filas)

ccGN(A) = dAz=d-0=0.

espacio nulo L espacio fila N (A) 1C (AT)

También: A =0 = N (AT) LC (A)
(Leccién 11) T-7 | El gran esquema: suma directa de complementos ortogonales
C(AT) ={feR"|3y: f=yA} C(A) ={beR™ |3z :b=Azx}
R" = A (A) & C (AT) G RT=C(A)aN (A7)

N (AT) ={y eR"|yA =0}
dim =n—7r

C(AT) LN (A) C(A) LN (AT)

fre=yAxz=9y-0 y-b=yAx =0z
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(Leccién 11) T-8 | Revisitando la eliminacién gaussiana
Algoritmo que encuentra una base del complemento ortogonal

Dame varios vectores y los escribo como filas de una matriz M . ..

1 -3 0 -1 [(3)"1'+2] 1 0 00
0o -1 1 1 [()1+4] |0 =1 0 O
— [(1)2+3] —

M L 1 1 0 [(1)2+4] 1 -1 00 L cC 0
= 1 0o 0 O 1 3 3 4= El=TD N

0 1 0 0 0 1 1 1

0 0 1 0 0 0 1 0

10 0 0 1] |0 0 0 1]

Base del espacio generado por los vectores (fila): V
Base del complemento ortogonal: Y+ MN =0
Pero si me das N ny N |2 ¥ empiezo de nuevo. . . obtendré una base de. ..

(Leccién 11) T-9 | Ecuaciones cartesianas (implicitas) y paramétricas de rectas y planos
Ecuaciones cartesianas (implicitas) {x € R" | Az = b}:
Por ejemplo
1 -1 1 1 T1 —To+a3=1
x € R3 T = =c. sol. de ! 2 s
0 0 1 1 3 =1
Ecuaciones paramétricas:
Para el conjunto del ejemplo anterior
0 1
zcR® |IpeRiz= 0|+ |1|p
1 0
En este caso dimensién 1 Una recta (sélo hay un pardmetro a)
recta recta

T
T
o bien
1 1
xelR |IpeRix= 1|+ |[1]|p
1 0
o bien
—1 1
xecR |IpeRtiz=|-1|+|1|p
1 0
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(Leccién 11) T-10 | Ecuaciones cartesianas (implicitas) y paramétricas de rectas y planos

Ecuaciones cartesianas (implicitas) {x € R" | Az = b}:
Por ejemplo
{xeR’ |1 -1 1]oz=(1)}=c. sol. de {z3 -2y +z3=1

Ecuaciones paramétricas:
Para el conjunto del ejemplo anterior

1
xeR? |IpeR?:z=|0|+|1 0|p
0

En este caso dimensién 2 Un plano (hay dos pardmetros a y b)
plano plano Fl1

o bien
1 -1
zeR® |IpeR?:xz=|1|+|1 0 |p
0 1
pero también
—1 1 -1
zeR® |IpeR?:x=|-1|+|[1 0|p
1 0 1
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(Leccién 11) T-11 | De las ecuaciones paramétricas a las cartesianas

C(AT) LN (A)

Considere
H:{mGR" |EIp€]Rk:w:s+[n1; nk;]p}.

Si encontramos A tal que An,; = 0 entonces si © € H

Ax = As + A[nl; nk;]p = Az = b, dondeb =As.
—_———
0
Por tanto
H={x cR"|Az =b}.
F13
(Leccién 11) T-12 | De la solucién al sistema de ecuaciones

Ecuaciones implicitas del plano P paralelo al generado por (1,2,0,—2) y (0,0,1,3) que pasa por s = (1,3,1,1).

T T 1 1 0
o Y Sy |3 2 0
P = i Jda,be R : I +a 0 +b 1
w w 1 —2 3
1 1 0
. 4 o, |3 2 0
=qxeR* |IpeR:x = 1 + 0 1|P
1 -2 3

Necesitamos vectores perpendiculares a (1,2,0,—2) y a (0,0,1,3)
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(Leccién 11) T-13 | De la solucién al sistema de ecuaciones
w:(:r,y,z,w,); 3:<1,3,1,1,).

1 2 0 -2 (-2)142] 1 0 0 0 1 0 0 0

0 01 3 [(2)1+4] 0 0 1 3 3)3+4 0 0 1 0
_

T Yy z w r y—2r z w+2x r y—2zr z w+2x—3z

1 3 1 1 1 1 3 1 1 1 0

o[22 1 0 0] o —2w+y 1 —2ety -
A31A—[2 0 3 1],yentoncesA:c—(2x+w_3z> yb=As= 0). Portanto{ 9 3t w=0

2o S0

P:{weR4

Fin de la leccidn

Problemas de la Leccion 11

(L-11) PROBLEMA 1. Describa el conjunto de vectores en R? ortogonales a | 3
-1
(Hefferon, 2008, ejercicio 2.15 del conjunto de problemas I1.2.)

(L-11) PROBLEMA 2.

‘s P 1 3
(a) Encuentre una representaciéon paramétrica de la recta que pasa por los puntos x p= <2> Yy = (1)

(b) Encuentre una representacion implicita de la recta anterior.

(L-11) PROBLEMA 3.

(a) Encuentre una representaciéon paramétrica de la recta que pasa por los puntos xp = (17 -3, 1,) y g =
(-2, 4, 5).

(b) Encuentre una representacion implicita (ecuaciones Cartesianas) de la recta.

(Lang, 1986, Example 1 in Section 1.5)

(L-11) PROBLEMA 4. ;Hay algin vector que sea perpendicular a si mismo?
(Hefferon, 2008, ejercicio 2.17 del conjunto de problemas I1.2.)

(L-11) PROBLEMA 5.

(a) Ecuacién paramética de la recta paralela a 2z — 3y = 5 que pasa por el punto (1,1).
(b) Encuentre una representacién implicita de la recta.

(L-11) PROBLEMA 6. Calcule la longitud de cada uno de estos vectores

4
1 -1
@ (5) o (3) © (1
3 2
1
0 !
@ (o). © |7
0 0
(Hefferon, 2008, ejercicio 2.11 del conjunto de problemas I1.2.)

(L-11) PROBLEMA 7. Encuentre un vector unitario (de norma uno) con la misma direcccién que v = (2, —1, 0, 4, —2).

(L-11) PrROBLEMA 8. Encuentre el valor de k& de manera que estos vectores sean perpendiculares.

(k, 1,), (4, 3,).
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(Hefferon, 2008, ejercicio 2.14 del conjunto de problemas I1.2.)

(L-11) PROBLEMA 9. Escriba una matriz con las propiedades requeridas, o explique por qué es imposible:

1 2 1
(a) El espacio columna contiene | 2 | y | =3 |, el espacio nulo contiene | 1
-3 5 1
1 2 1
(b) El espacio fila contiene | 2 | y [ =3 |, v el espacio nulo contiene | 1
-3 5 1
1 1 0
(¢) Az = | 1| tiene solucién, y AT [0 | =10
1 0 0

(d) Cada fila es ortogonal a cada columna (y A no es la matriz cero)
(e) La suma de columnas da una columna de ceros, la suma de filas suma una fila de unos.

(Strang, 2003, ejercicio 3 del conjunto de problemas 4.1.)

(L-11) PrOBLEMA 10. Si AB = 0, las columnas de B pertencen a de A. Las filas de A estdn contenidas en
el de B. Por qué no es posible que A y B sean matrices 3 por 3 de rango 27
(Strang, 2003, ejercicio 4 del conjunto de problemas 4.1.)

(L-11) PROBLEMA 11. Suponga que uw-v =u-w y que u # 0. ;Debe ocurrir que v = w?
(Hefferon, 2008, ejercicio 2.20 del conjunto de problemas I1.2.)

L-11) PROBLEMA 12.

(

(a) Si Az = b tiene solucién y ATy = 0, entonces y es perpendicular a .
(b) Si ATy = c tiene solucién y Ax = 0, entonces  es perpendicular a .
(

Strang, 2003, ejercicio 5 del conjunto de problemas 4.1.)

(L-11) PROBLEMA 13. Demuestre, para R™, que si u y v son perpendiculares, entonces ||u + v||* = |Ju||* + [|v]|.
(Hefferon, 2008, ejercicio 2.33 del conjunto de problemas I1.2.)

(L-11) PROBLEMA 14.

(a) Encuentre las ecuaciones paramétricas del plano que pasa por el punto (0, 1, 17) y tiene por vectores directores

0, 1, 2)y (1, 1, 0)
(b) Escriba la ecuacién implicita del mismo plano.

(L-11) PROBLEMA 15.

(a) Encuentre las ecuaciones paramétricas del plano que pasa por el punto (2, 1, 3,) y es perpendicular a (3, 1, 1,).

(b) Escriba la ecuacién implicita del mismo plano.
(L-11) PROBLEMA 16. Encuentre una matriz de 1 por 3 cuyo espacio nulo conste de todos los vectores de R? tales
que x1 + 222 + 4z3 = 0. Encuentre una matriz de 3 por 3 con el mismo espacio nulo.

(Strang, 2007, ejercicio 9 del conjunto de problemas 2.4.)

(L-11) PROBLEMA 17. Considere el sistema de ecuaciones Az = b, donde

oo =
OO O N
O =N O
oW =
— N = =
N = O =

(a) (1P*) Obtenga la solucién al sistema.

(b) (0.5P*) Explique por qué el conjunto de vectores solucién al sistema anterior es una recta en R®. Indique un
vector director y un punto por el que pasa la recta.

(c¢) (1P*) Encuentre los vectores perpendiculares al vector director anterior. Pruebe que el conjunto de vectores
perpendiculares a dicho vector forman un subespacio vectorial de dimensién 4. Encuentre una base de dicho
subespacio.



(L-11) PrOBLEMA 18. Consider A with exactly two special solutions for zA = 0:

4x2
s;=(3, 1, 0, 0), and s,=(6, 0, 2, 1,).
(a) Find the reduced row echelon form R of A.
(b) What is the row space of A?
(c) What is the complete solution to R = (3, 6,)?
(d) Find a combination of rows 2, 3, 4 that equals 0. (Not OK to use 0(yA) + 0(3A) + 0(4A). The problem is to

show that these rows are dependent.)
basado en MIT Course 18.06 Quiz 1, March 4, 2013

Fin de los Problemas de la Leccion 11
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LECCION 12: Proyecciones sobre subespacios

Leccion 12

(Leccién 12) T-1| Esquema de la Leccién 12
Esquema de la Leccion 12
e Proyecciones

e Matrices proyeccion

(Leccién 12) T-2 | Suma directa de subespacios
R"™ es suma directa de Ay B R*"=A®B)

si todo & € R” tiene una descomposiciéon tinica * = a + b,

cona € AybeB.
Ejemplo 1. R"=C (AT) &NV (A)

1 2 5 1 0 O
A [2 4 10] [2 0 01 1 -2 -5
H: r 0 oJ — [1 —2 5J = Base de R3; 2); 1 1 ];10
01 o0 0 1 0 5 0 1
0 0 1 o 0 1

Vo € ]Rs, dey, o, c3

1 -2 -5
w:c1<2>—|—(12<1>—|—(13<0):a+b
5 0 1

donde a €C (AT) y be N (A).

También | R™ = C (A) SN (AT)

(Leccién 12) T-3 | El gran esquema: suma directa de complementos ortogonales

C(A) ={beR™|3z:b=Az}

C(AT) ={feR"[3y:f=yA}

N (AT) ={y cR™ |yA =0}

N (A) ={z eR" | Az =0}

C(AT) LN (A) C(A) LN (AT)
fre=yAx=y-0 y-b=yAx =0 -x

11
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(Leccién 12) T-4 | Proyeccién ortogonal sobre C (A)
Sea A ; como R™=C(A)&N (AT), para todoy € R™

mxn

y=y-+e; (e=y—-9)

con |geC(A) y ely | asiqueechN (AT).

V (AT)
y-y=
C(A)
C(A)
;Cémo calcular g € C (A)? o
(Leccién 12) T-5 | Ecuaciones normales

Sea A . Buscamos la descomposicién donde

yeC(A) y (g —y) e N (AT)

Por tanto
Az =y & (Afc\—y)e./\/'(AT)

Es decir

Az=y & AT(Az-y)=0 <& (ATA)x = ATy

iSistemas equivalentes! = N (A) =N (ATA) = rg(A) =rg(ATA)
‘ solucién tnica & si y sélo si A tiene columnas independientes ‘
F20
(Leccién 12) T-6 | Solucién a las ecuaciones normales (rango completo por columnas))

ATAZ = ATy (A de rango completo por columnas)

La solucién z= (ATA)'ATy

La proyeccién g=AzZ=A(ATA)'ATy

La matriz de proyeccién P=A(ATA)'AT
y=Py

P: Simétrica e idempotente. P21

12
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(Leccién 12) T-7 | Matriz proyeccion

P—A(ATA) AT

La proyeccién Py es el punto y de C (A) mds prorimo a y

@BOC(A)

Casos extremos:
e SiyeC (A) entonces Py =

e SiylC (A) entonces Py =

(Leccidén 12) T-8 | Proyeccion sobre una recta
iy Yy
\
€k | recta= C (A): A= [a] a#0
1 \ a
1 \
\‘ \
\ 7
Y

Queremos encontrar el punto y sobre la linea més préximo a y
gelC(la]) L e=(y-9)eN([a]).

Y es algiin miltiplo de a:

Q)
I
.
)

Cémo: [a]T[a]EE = [a]Ty
La solucién T = (MT [a )_1 [a]Ty
La proyeccién 4 = [a]2 = [a] ([a]"[a]) " [a] Ty
La matriz de proyeccién P = [a] (MT [a )_1 [a]T
F23
(Leccién 12) T-9 | Proyeccién sobre un plano

i Por qué proyectar?
Asi que resolveremos

Az = (Proy. de y sobre C (A))

| \
C (A): Espacio columna de A = [All A“Q Y

Proy.(y) =y

(y—y)=eLC(A) ...ese es el hecho fundamental.

13
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(Leccién 12) T-10 | Ecuaciones normales

| \
. Qué es la proyeccién de y sobre el espacio columna de A=|a, A, |7
| \

“Encontrar una combinacion de columnas tal que e 1. C (A)”

elC(A) = ec

ATe=AT(y—7) = AT(y—Az)=0 < \(ATA).@:ATy\

(Leccién 12) T-11 | Dos proyecciones
1

y tiene un componente y en C (A), y otro e en C (A)

C(A)
yte=y
y =Py es la proyeccién sobre C (A)
e=(1-P)y es la proyeccién sobre C (A)L

Fin de la leccion

Problemas de la Leccion 12

(L-12) PROBLEMA 1. Proyecte el primer vector (b) sobre la recta generada por el segundo vector (a). Compruebe

que e es perpendicular a a. Encuentre la matriz proyeccién P = [a] ([a] T [a]) ! [a] T sobre la recta generada por cada

vector a. Verifique en cada caso que P? = P. Multiplique Pb en cada caso para calcular la proyeccion b.

o) e ()
o= (0= ()

1 1
(c)b=(1];a=1 2
4 -1
1 3
db=1|1);a=13
4 12

(Hefferon, 2008, ejercicio 1.6 del conjunto de problemas VI.1.)

14
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(L-12) PROBLEMA 2. Proyecte ortogonalmente el vector sobre la recta.

2 -3

(a) | =1], Larecta: {veER? | Ipe R, v = 1 |p
4 -3

(b) <_1 , la recta descrita por la ecuacién y = 3z.

(L-12) PROBLEMA 3. Aunque los dibujos nos han guiado el desarrollo del tema, no estamos restringidos a espacios
que podamos dibujar. En R* proyecte el vector sobre la recta.

-1
; veR [IpeR v= _11 p

1

W — N

(L-12) PROBLEMA 4.

(a) Proyecte el vector b = (1, 1,) sobre las rectas generadas por a; = (17 0,) ya, = (1, 2,). Sume las proyecciones:
61 + l;; Las proyecciones no suman b porque los vectores a; y a5 no son ortogonales.

(b) La proyeccién de b sobre el plano generado por a, y a, sers igual a b. Encuentre P = A(ATA)'AT para

A= [al; az;].
(Strang, 2003, ejercicio 8-9 del conjunto de problemas 4.2.)

(L-12) PROBLEMA 5.

(a) Si P? = P demuestre que (I — P)2 =1 — P. Cuando P proyecta sobre el espacio columna de A, (I — P) proyecta
sobre el .
(b) Si PT = P demuestre que (I — P)T =1 —P.

(Strang, 2003, ejercicio 17 del conjunto de problemas 4.2.)

(L-12) PROBLEMA 6.

(a) Calcule las matrices proyecciéon P = [a] ([a]T[aD_l[a]T sobre las rectas que pasan por a; = (—1, 2, 2,)
y ay = (2, 2, 71,). Compruebe que a; L a,. Multiplique esas matrices proyecciéon y explique por qué su
producto P,P, es lo que es.

(b) Proyecte b = (1, 0, 0,) sobre las rectas generadas por a;, y a, y también por a; = (27 -1, 2,). Sume las
tres proyecciones ll)A1 + bAQ + bAB

(c) Encuentre la matriz proyeccién Py sobre £ ([ag;]) = L£([(2, —1, 2,);]). Verifique que P, + P, + P; = 1. jLa
base aq, a,, a5 es ortogonall

(Strang, 2003, ejercicio 5-7 del conjunto de problemas 4.2.)

(L-12) PROBLEMA 7. Proyecte b sobre el espacio columna de A resolviendo ATAZ = ATb y después calculando
b= b

AZ. Encuentre e =b —b.
(1 1] 2
(A =0 1|yt =3
0 0 1

1 17 4

b)) Ay=|1 1]yb,=[4
0 1 6

(c) Calcule las matrices proyeccién P, y P, sobre los espacios columna. Verifique que P,b; da la primera proyeccién
b,. Verifique también que (P2)2 =P,.
(Strang, 2003, ejercicio 11-12 del conjunto de problemas 4.2.)

Fin de los Problemas de la Leccion 12

15
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Soluciones

(L-11) Problema 1. Puesto que C (AT) 1N (A)7 tan s6lo necesitamos encontrar el complemento ortogonal del

espacio generado por (1, 3, —1), o lo que es lo mismo, el espacio nulo de [1 3 —1].
T
1 3 -1 | (142 1 0 0
Al |1 0 0 [(1)1+3] 1 -3 1| |L
If |0 1 0 0 1 0| |E
0 0 1 0 0 1
Por tanto, el conjunto de vectores en R? ortogonales a (1, 3, —1) es
-3 1
veR? |[IpeR?talquev=|1 O0fp
0 1

Con NACcAL hay varias formas de obtener dicho subespacio. Hay dos formas de invocar SubEspacio; si el argumento
es un Sistema de Vectores de R", nos devuelve el SubEspacio generado por dicho sistema.

a = Vector([-3,1,0])
b = Vector([1,0,1])
SubEspacio(Sistema([a,b]))

Si

el argumento es una Matrix, nos devuelve el espacio nulo de dicha matriz

—

v = Vector([1,3,-1])
A = "Matrix([v]) # trasponemos para obtener la matriz fila
SubEspacio(4)

Pero como nos piden el complemento ortogonal del subespacio generado por el vector, secillamente podemos escribir
(pues en este contexto significa el complemento ortogonal):

’”SubEspacio(Sistema([v])) ‘

La representacién mediante ecuaciones paramétricas o cartesianas no es unica, de hecho, obtenemos unas ecuaciones
paramétricas diferentes para los sistemas [a; b;] (visto més arriba) y [b;a;]

’SubEspacio(Sistema([b,a])) ‘

Por tanto, es 1til poder comprobar si dos subespacios son iguales

’”SubEspacio(Sistema([v])) == SubEspacio(Sistema([b,a])) ‘

(L-11) Problema 2(a) Encontremos primero un vector paralelo a la recta:
1 3 —2
v=xp-—xo= (o)t ({)=| )

Asi que una representacién paramétrica es
1 -2
1 —
dJpeR, v= <2)+[ 1 }p}

{'UER2

Con NAcAL, los puntos, rectas, planos, etc. (es decir, regiones planas en R™) se crean con EAfin. Los argumentos
necesarios para EAfin son un SubEspacio y un Vector. Sien lugar de un SubEspacio se da un Sistema de Vectores
de R™ o una Matrix, NAcAL usard dichos argumentos para generar el subespacio necesario (el subespacio generado
por el sistema en el primer caso, o el espacio nulo de la matriz en el segundo).

Asi, en este caso obtenemos las ecuaciones de la recta requerida con:

Vector([1,2])

Vector([3,1])

SubEspacio(Sistema([p-ql))

EAfin(S,p)

ath( R.EcParametricas() ) # Por ahora solo quiero visualizar las Ec. Paramétricas de R

P
q
S
R
M

17



O

(L-11) Problema 2(b) Buscamos multiplicar = @ p + av por un vector perpendicular a v. Lo haremos mediante
la eliminacién gaussiana:

2 17 @2 [ -2
— 1+2] | — . .
—_— T+ 2y = el conjunto de soluciones de {x +2y=>5;

_r Yy _r rTay
1 2 1 )

y por tanto la recta es:
fveR? |[1 2]v=(5)}.

Vamos a reproducir el célculo de lapiz y papel con NAcAL.

“Matrix([p-ql)
N.apila("Matrix([Vector([x,y])]),1).apila("Matrix([p]),1)
ath( rprElim(M, Elim(N).pasos) )

,y = sympy.symbols('x y')

X
N
M
M

Por tanto la recta es el conjunto de vectores que resuelven el siguiente Sistema de Ecuaciones Lineales:

A = Matrix([[1,2]])
b = Vector([5])
SEL(A,b) .eafin

(fijese que NAcAL guarda como un atributo (de tipo EAfin) el conjunto de soluciones de un sistema de ecuaciones)

O
(L-11) Problema 3(a) Encontremos primero un vector en la misma direcién que la recta
1 -2
v=xp—xzo=|-3|—| 4 :(3, -7, —4,).
1 5
Asi que una representacién paramétrica es
3
veR? |[IpeRv=(1, =3, 1)+ | -7 |p
—4
[
(L-11) Problema 3(b)
,
[(3)2]
[([7()31);-]2]
3 -7 -4 [(4)1+3] 3 0 0 Tr + 3y = -2
r vy z — |z Tx+3y 4o+ 3z = ;
4 -3 1 1 5 7 4z +32=7

Por tanto las ecuaciones cartesianas de la recta son:

e (110 3] ()

Este sistema cuenta con dos ecuaciones. Si las tomamos por separado corresponden a dos planos en R3.

p1=SEL(Matrix([[7,3,0]]1),Vector([-2])) .eafin
pl

y

p1=SEL(Matrix([[7,3,0]1),Vector([-2])) .eafin
pl

(sabemos que son dos planos, pues las ecuaciones paramétricas tienen dos pardmentos, y las matrices de coeficientes
de las ecuaciones cartesianas tiene dos columnas libres) La recta del ejercicio corresponde a la interseccién de ambos
planos, es decir, a los puntos que pertenencen a ambos planos:

18



’pl & p2

O

(L-11) Problema 4. a-a=5 ,a2=0 <= a =0. Por tanto, la respuesta es si, el vector 0.
(I

(L-11) Problema 5(a) Puesto que es paralela a la recta 22 — 3y = 5, el vector director es comiin, es decir,
necesitamos encontrar un vector v del espacio nulo de la matriz de coeficientes del sistema; por ejemplo:

-
2 —3] O 6 —6 T 6 0
) [(2)2] 30 [(1)2+1] 33
0 1 0 2 0 2
Ja € R tal que = (1) —l—a<g>}

(L-11) Problema 5(b) Basta sustituir (z,y) por el punto requerido (1, 1) para obtener el “vector” del lado derecho
b.

por tanto {a: € R?

O

2r —3y=2-1-3-1=-1 = 2x—-3y=-1.

G e 0)-ev)

Por tanto

(]
(L-11) Problema 6(a) /32 +12 =10
(]
(L-11) Problema 6(b) /5
(I
(L-11) Problema 6(c) /18
(I
(L-11) Problema 6(d) 0
[
(L-11) Problema 6(e) /3
[
(L-11) Problema 7. |[v[|* =v-v =4+ 1+0+16 +4 = 25 asi que tomamos u = ﬁ v=(% 2,0 % 2).
(I
(L-11) Problema 8. Su producto punto debe ser cero, por tanto (k)(4) + (1)(3) = 0 por tanto k = —3/4.
U
1 2 a 1 0 1 2 a 0 a
(L-11) Problema 9(a) 2 =3 bl[1]=1|0 = 2 |+ 1-3l+1(|b|] =10 = b| =
-3 5 c 1 0 -3 5 c 0 c
-3
I E
-2
1 2 -3
Asipues, A= |2 -3 1
-3 5 =2
(I
2 1
(L-11) Problema 9(b) Imposible, [ —3 | no es ortogonal a | 1
5 1
(I
1 1
(L-11) Problema 9(c) 1| pertenece a C (A), v | 0] pertence a N (AT). Es imposible: estos vectores no son
1 0
perpendiculares.
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(L-11) Problema 9(d) Se pide que A - A =0. Por ejemplo A = [1 _1] ,0 A= {0 0] .

1 -1 1 0
([l
1
(L-11) Problema 9(e) (1, 1, 1,) debe pertencer simultdnemante al espacio nulo, A [ 1 | = 0; y al espacio fila,
1
(1, 1, 1,) A= (1, 1, 1,) , ...no existe tal matriz.
(Il

(L-11) Problema 10. Si AB =0, las columnas B estdn contenidas en el espacio nulo de A. Las filas de A estan
en el espacio nulo por la izquierda de B.

Si rango=2, los espacios fila y columna de A y B tienen dimensién 2 (A tiene dos filas linealmente independientes
y B tiene dos columnas linealmente independientes). Pero entonces A/ (A) vy N (BT) tienen dimensién 1 (una sola
columna libre para A y una sola fila libre para B).

Esto nos lleva ana contradiccién: no es posible que dos filas linealmente independientes pertenezcan a N (BT) que
tiene dimensién 1. Del mismo modo, no es posible que dos columnas linealmente independientes pertenezcan a N (A)
que tiene dimensién 1.

Para que esto fuera posible los cuatro subespacios deberfan tener dimensién 2 (dos vectores linealmente indepen-
dientes en cada espacio), pero esto es imposible para una matriz de orden 3 por 3.

O
(L-11) Problema 11. No. Por ejemplo:
(1 (1 (1
“=\o) "7 \o) YT\1)
u-v=1=u-w, pero v # w.
[
(L-11) Problema 12(a) Por una parte Ax =b = b € C (A) por otra parte ATy =0 =y Le C (A).
Si Az = b tiene solucién y ATy = 0, entonces y es perpendicular a b.
y-b=yAb=0-b=0.
(I

(L-11) Problema 12(b) Si ATy = c entonces yA = ¢, ademas Ax = 0; entonces x es perpendicular a c.
c pertenece al espacio fila, y por tanto es perpendicular a @ que pertenece al espacio nulo. Otra forma de verlo:

c-x=yAx=y-0=0.

(I
(L-11) Problema 13. Siu y v son perpendiculares, entonces
lw+o)l* = (w+v) (wtv) = w-u+2uw o) +v u = w - wto-v = |uf+ o
(la tercera igualdad es cierta debido a que w - v = 0).
[
01
(L-11) Problema 14(a) (veR? [IpeR? v=(0, 1, 1)+ |1 1 |p
2 0
U
(L-11) Problema 14(b)
0 1 2 , 0 1 2 - 0 1 0
1 1 0 [(-1)1+2] 1 0 0 [(=2)2+3] 1 0 0
T Yy z z —x+y =z r —r+y 20—-2y+=z
0 1 1 0 1 1 0 1 -1

Por tanto: {UER?’H2 -2 1]1):(71,)}.
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p = Vector([0,1,1])

v = Vector([0,1,2])

w = Vector([1,1,0])

S = SubEspacio(Sistema([v,w]))
EAfin(S,p)

O

(L-11) Problema 15(a) Puesto que nos piden un plano en R3, en este caso necesitamos encontrar dos vectores
ortogonales a (3, 1, 1,). Por ejemplo, (—1, 3, 0,) y (07 -1, 1,) . Por tanto,

2 1 0
xcR® |IpeRPtalquex= 1]+ |-3 —1|p
3 0 1

]

(L-11) Problema 15(b) En este caso ya conocemos, por el enunciado, un vector ortogonal a la parte paramétrica,;
asi pues:

T 2
51 o= 1 s = 31 1(e]=[1 1(1)=a00
I3 3

—  {zer? |3 1 Yae=(0)}.

p = Vector([2,1,3])
v = Vector([3,1,1])
S = SubEspacio("Matrix([v])) # esta es una alternativa
#S = “SubEspacio(Sistema([v])) # esta es otra alternativa
EAfin(S,p)
(]
(L-11) Problema 16. Podemos tomar como fila de la matriz A una combinacién lineal de una base del espacio
1
nulo por la izquierda de la matriz [2| . Asi pues,
4
-
1 0 0| (=9H1+43] 1 -2 —4 N -2 1 0
01 0 0 1 0 -4 0 1
0 0 1 0 O 1

y entonces
-2 10
A=]1 1][_4 0 1}—[—6 1 1]

cumple el requisito. Una matriz 3 por 3 con el mismo espacio nulo es, por ejemplo

1 0 -2 1 0

C:01[_i(1)ﬂ=40 1

11 6 -1 -1

|
(L-11) Problema 17(a) La solucién completa es:
-1 -2
0 1
b=<SvelR’ |IpecRv=|1 [+ 0 |p

-2 0
4 0
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A = Matrix([ [1,2,0,1,1], [0,0,2,8,1], [0,0,1,4,2], [0,0,0,1,1] 1)
b = Vector( [1,0,1,2] )
SEL (A, b, 1)

]

(L-11) Problema 17(b) Puesto que la matriz de coeficientes tiene cinco columnas, el sistema tiene cinco incognitas,
as{ pues, los vectores que pertenecen al conjunto de soluciones tienen cinco componentes (un nimero por columna).
Asf pues, el conjunto de soluciones es un subconjunto de R%; Y en este caso, dicho conjunto es una recta, ya que
la dimensién de N (A) es uno. Asf pues, un vector director es cualquier multiplo (excepto el vector nulo 0) de la
solucién especial que hemos encontrado: n = (—2, 1, 0, 0, 0,) . Y uno de los puntos por donde pasa la recta es

la solucién particular que obtuvimos al resolver el sistema: s = (—17 0, 1, -2, 4,) .
O

(L-11) Problema 17(c)

-2 1.0 .00 -2 0.0 00

I 00 0 0| a2 1 1000
]| | 0 1 00 0]+2 | 0 2 00 0 _{L}
, 0 0100 "o 010 0 E

0 00 10 0 00 10

0 000 1 0 00 0 1

Las cuatro ultimas columnas de la matriz E son vectores perpendiculares a n; y es evidente que son cuatro, y que son

linealmente independientes, asi que son una base del subespacio perpendicular a n.
O

(L-11) Problema 18(a) Any column of A is orthogonal to the two special solutions given in the problem. That is,

3100 E 0 1 0 0

6 0 2 1| F3 | o 0 o 1 10
1000|1248 7T 0 0 0|  p_|-3 0
01 00 "I =3 1 0 o0 0 1
00 10 0 0 1 0 6 -2
000 1 6 0 -2 1

O

(L-11) Problema 18(b) R has two pivots, and therefore A has two pivots and r(A) = 2. Two independent rows
in R? span R?, so C (AT) = R?%
O

(L-11) Problema 18(c) Since rows 1 and 3 are pivot rows, then ¢, = (3, 0, 6, 0,) is a particular solution, so
the complete solution is

3100
{UGR4 JpeR’ v=(3, 0, 6, 0,)+p{6 0 9 1”
since
1 0
(3, 0, 6, 0,) _03 (1) =(3, 6,)
—6 -2
and
1 0
3100 -3 0 0 0
p{6021] 0 1 p{o 0](0’ 0,
-6 —2

(L-11) Problema 18(d) It is easy to see that

2(5) 2 0)+(3)-0)



If you dont see that, we can always use gaussian elimination

3 0 -6 30 0 30 0
0L =2 iy |0 L 2 sy [0 L0
T 0 o | 52 10 2| 22 T 0 2
0 1 0 0 1 0 0 1 2
0 0 1 0 0 1 0 0 1

(L-12) Problema 1(a)

[ERH IR HICRIGRE

a Vector([3,2]); b = Vector([2,1]); A = Matrix([a])
P A*InvMat ((TA)*A) *("A)
bhat Pxb; e = b-bhat

Sistema([bhat,e,P])

(L-12) Problema 1(b)

b [a) ([a]"[a]) " [a] s - |



1
a ez(l, 2, 71,) 8 6:0720
23
1 1 2 -1 1 6 12 —6 1
P:6 2 4 =2 |; P2767 12 24 —12 | == 2
-1 -2 1 -6 —-12 6 -1
1 2 -1 1 -1
Pb:1 2 4 =2 1 :é -2
-1 -2 1 4 1
(L-12) Problema 1(d)
~ . 3 31\ 1
b=[a]([a]"[a]) [a]'b=] 3 (3 3 12]| 3 [3 3 12 ] =
12 12 4
1 3
| 3 [3 3 12 ]
12
R 1 1 0
e=b-b=|1]—-(|1]=10
4 4 0
a-e=a-0=0
1 1 1 4] 11 18 18 72
P:1—8 11 4 |; P2:EE 18 18 72 | =P;
4 4 16 | 72 72 288
1 (1 1 4 1 1
szl— 1 1 4 1]=11
814 4 16 \4 1
(L-12) Problema 2(a)
R . —3 371\
b=[a]([a]"[a]) [a]Tb=]| 1 [-3 1 =3]]| 1 [-3 1 =3](-1
-3 -3 4
1 -3 2 9 =3
o ! [-3 1 =3]|-1|= -3 1
-3 4 9 -3
b = Vector([2,-1,4]); a = Vector([-3,1,-3]); A = Matrix([a])
P = A*xInvMat (("A)*A)*("A) # Matriz proyeccion
bhatl = P*b # Alternativa 1
b4 = SEL( (T"A)*A, (T"A)*b ).solP # Solucidn Ecuaciones Normales
bhat2 = A*x # Alternativa 2

Sistema([bhatl,bhat2])

(L-12) Problema 2(b) La recta es el conjunto de soluciénes a 3z —y =0 :

.
_ [(3)2]
A 3 L gy |30 L
=10 | —— | T L =1
0 1 0 3
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asi que debemos proyectar sobre la recta

La recta : {v € R?

HpERl,v:{é}p}

b = Vector([-1,-11)

B = Matrix([[3,-111)

a = Homogenea(B) .sgen|1

# a = Homogenea(B).enulo.sgen/1 # alternativa equivalente
#a = EAfin(B, VO(2)).S.sgen/1 # alternativa equivalente
A = Matrix([al)

P = AxInvMat (("A)*A)*("A) # Matriz proyeccion

bhatl = Px*b # Alternativa 1

bd = SEL( (TA)*A, (TA)*b ).solP # Solucion Ecuaciones Normales
bhat2 = A*x # Alternativa 2
Sistema([bhatl, bhat2])

O
(L-12) Problema 3.
~1 17\ 1
o T -1 T 1 1 2
b=[a]([a]'[a]) [a]'b= _1 [-1 1 -1 1] 5 [-1 1 -1 1] L=
1 1 3
-1 1 1 -1 1 -1 1 -3
1 1 2 1] -1 1 -1 1 2 11 3
i IS A R ' Rl IR U i B B Bl IY
1 3 -1 1 -1 1 3 3
O
(L-12) Problema 4(a) 6\1:(1, 0,)y;:(%, g,).EntoncesbAl—i—bAz;éb.
a2 ::(1a25)
xb =(1,1,)
al ::(1a0a)
b = Vector([1,1])
al = Vector([1,0])
a2 = Vector([1,2])
Al = Matrix([al])
bhatl = A1 * SEL(("A1)*A1, ("A1xb)).solP
A2 = Matrix([a2])
bhat2 = A2 * SEL(("A2)*A2, ("A2%b)).solP
Sistema([bhatl, bhat2])
O

(L-12) Problema 4(b) Puesto que A es invertible, la matrix proyeccién P = A(ATA)'AT = I proyecta sobre todo
el espacio R?. Por tanto bAl =Pb, =b,.

25



A3 = Matrix([al,a2])

P = A3*InvMat(("A3)*A3)*(~A3)
bhat3 = Px*b
Sistema([bhatl,bhat2,bhat3,P])

O
(L-12) Problema 5(a) P?=P y por tanto (I —P)2=(1—-P)1—P)=1—-PI—IP +P*=1—-P.
Cuando P proyecta sobre el espacio columna de A, (I — P) proyecta sobre el espacio nulo por la izquierda de A.
|
(L-12) Problema 5(b) PT =P y por tanto (I - P)T=(1T-PT)=1-P.
O
(L-12) Problema 6(a)
1 1 -2 =2 1 4 4 =2
I:’1 = = —2 4 4 3 Pl = = 4 4 -2
91 2 4 4 91 2 —2 1
P, P, = matriz cero debido a que a; L a,.
|

(L-12) Problema 6(b) b, =1 (1, —2, —2), by=1(4, 4, —2), b;=1(4, —2, 4,).Entonces b, + b, +
bA3 = (1, 0, 0,) =b. Nétese que az L a, yas L a,.

[
(L-12) Problema 6(c)
1 1 -2 =2 1 4 4 =2 1 4 =2 4
-2 4 4 -2 =2 1 4 -2 4
O
(L-12) Problema 7(a) b, = A, (AIAl)_l(AI)b1 =(2, 3, 0) yTl]e =(0, 0, 4,).
(I
(L-12) Problema 7(b) b, = A,(AJA,) (AD)b, = (4, 4, 6)ye,=(0, 0, 0,).
O
(L-12) Problema 7(c)
1 00 (1 1o )
P,=| 0 1 0 | proyeccién sobre el plano xy. P, = 5 1 1 0= (PQ)
0 0 O 0 0 2
O
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