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LECCION 14: Propiedades de los determinantes

Leccion 1

(Leccién 14) T-1 | Esquema de la Leccién 14

Esquema de la Leccion 14
e Determinante: det(A) = |A| [det: R™" — R]

— Volumen vs determinante
— Propiedades: 1,2,3

e Deduciremos las propiedades: 4 — 9

“Pinche aqui” y vea el notebook de Jupyter de la Leccién 14. (jOjo! estdn mal numerados los Notebooks)

Definicién de la funcion determinante con tres propiedades relacionadas
con el volumen o area

Tres propiedades de la funcién drea (volumen) de un paralelogramo

(Leccién 14) T-2 | Superficie o Volumen
1. Vol( | ) =1
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Las tres primeras propiedades (P-1 to P-3)

Por analogia con la funcién volumen, definimos el determinante del siguiente modo:

Definicién 1. Denominamos funcién determinante a toda funcion que asigna a cada sistema de n vectores de R™ (o

a cada matriz cuadrada de orden m) un nidmero real
det: R™"™ —R

y que verifica las siguientes tres propiedades:

(Leccién 14) T-3 | Determinante: 3 propiedades que lo definen
P-1 Determinante de las matrices identidad:
det I =1
nxn

P-2 Transf. elem. Tipo I no cambian el determinante:

detA =det (A )

[(@)k+7]

P-3 Multiplicar una columna multiplica el determinante

a-detA = det[...;aAlk;...] para cualquier k € {1:n} y a € R

‘ Valor absoluto de det A = Vol A ‘

Es decir, el valor absoluto de la funcién determinante es la funcién volumen. Emplearemos dos notaciones alternativas

para el determinante de la matriz A:

determinante de A = det(A) = |A|

Advertencia: Una barra vertical a cada lado de una matriz |A| significa determinante de la matriz. Una barra

vertical a cada lado de un ndmero |a| significa valor absoluto del niumero. Es decir, el significado de las barras viene
dado por el objeto encerrado: si es un numero es el valor absoluto, y si es una matriz es el determinante. Jugando con

esto, podemos decir que
Vol A = Valor absoluto de det A = |det A| = ||A]].

Ejemplo 1. Para R3:
ap (bl + Oé(fl) C1 aq b1 C1

az (ba+acs) ca|=laz by c2f;
as (bg—l—OéCg) C3 az3 by c3

det [a; (b+ac); e;] =det [a; b; ¢;];

y también
a; o« b1 C1 ay bl C1
as Ozbg Co| ;= |G2 bg Ca2|;
az « b3 C3 as bg C3

det [a; ab; c;] =« det [a; b; c;];

P-2
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Resto de propiedades (P-4 a P-11)

Determinante de una matriz con una columna de ceros

(Leccién 14) T-4 | Determinante de una matriz con una columna nula

Det. de una matriz con una columna de ceros
Si A tiene una columna de ceros 0, entonces

det(A) =0

A resolver en clase

EJERCICIO 1. Sea una matriz cuadrada A de orden m con una columna de ceros 0. Demuestre que su determinante
es cero:

Transformaciones elementales por columnas.

(Leccién 14) T-5| Matrices elementales
Ya sabemos que

det (A . ) =|A}]; det (A

[(e)k+7] [(a)k]

) =alAl.
Determinante de matrices elementales

det(l - ):1 y det(IT):a.

[(e)ke-+3] [(e)d]
Asi, puesto que A_ = A(l_), entonces

)| = AL 1)

donde I__ es una matriz elemental

Sucesion de transformaciones elementales por columnas.

EJERCICIO 2. Demuestre las siguientes proposiciones

() det(A, ., )= [A][1 ]I, |.

(b) Si B es de rango completo, es decir, si B = I ..r» entonces Bl =1I[- \ITk\, y por tanto |B| # 0.
(c) Si A y B son de orden n, y B es de rango completo entonces

det(AB) = [A| - [B] (2)

(Leccién 14) T-6 | Determinante tras una sucesién de transformaciones elementales
Ejemplo 2. Una sucesiéon 1 - - - 7, de trasformaciones Tipo I de la matriz A no altera el determinante.

|A‘l’1-~-‘rk‘ = |A(|‘r1‘rk)‘ = ‘A‘ : ||7-1-<~‘rk‘ = |A‘ 1= |A|
Ejemplo 3. Pero si lo puede hacer una sucesion de trasformaciones Tipo II.

2a 3c
2b 3d

a c
b d
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Propiedad antisimétrica. Determinante de una matriz singular, de la inversa y del
producto de matrices

Permutacién (o intercambio) de columnas

(Leccién 14) T-7 | Propiedad antisimétrica

[Propiedad antisimétrical

Intercambiar dos columnas cambia el signo del determinante.

Demostracion. Un intercambio de columnas es una sucesién de transformaciones elementales Tipo I y una tnica de

Tipo Il que multiplica por —1 una columna O
Asi que:

c1 b oay ap by ¢

C2 b2 ag :(—1) ag bg Co

c3 bs az a3 bz c3

Matrices singulares. Matrices inversas

Nota 1. Mediante operaciones elementales es posible reducir A a su forma escalonada reducida R; y hemos de
contemplar dos casos:

e Cuando la matriz es singular (rango < n) el determinante es cero;

e Cuando la matriz es de rango completo (R =1). En este caso basta con mirar cémo las operaciones Tipo II han
ido cambiando el valor del determinante de A hasta llegar a la matriz | (las de Tipo I no importan!...)

(Leccién 14) T-8 | Matrices singulares. Matrices inversas

Si A es singular entonces |A| = 0.
det(A™!) = (detA) ™.

Demostracion. Sea ATI"'Tk = R escalonada reducidad (y E = ITl"'Tk).

Como AE = R, entonces: |A]|-|E| = |R|; con solo dos casos:

A singular (R, =0 ): [A|-[E[=0 = |A[=0

A no singular (R =1): |A[-|E|=1 = |E|=|A"Y| = (|A])"

O

Determinante de la matriz inversa

Ademés, también podemos calcular mediante la eliminacién gaussiana el determinante de la matriz inversa.
Cuando R = I tenemos |A|-|E| = |A|-|A™Y = |l] =1 y por tanto

A7 = (A"

P-6
pP-7
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Ejemplo 4. Para A = B 3] :

1 2 1 0 1 0 1 0
2 2| 2z |2 2| 122 |2 [(~2)241] 0 1

1
1 0 Tipol 1 =2 miporr |1 1 Tipol -1 1
0 1 0 1 0 —-1/2 -1/2

AT =

—_

Por tanto
|

il =1 1=

T T T
[(=2)1+2] [(=1/2)2] [(=2)2+1]

es decir |A| = —2.

Determinante del producto.

Recuerde que para cualquier B de orden n, existe E =1 —— (de rango completo) tal que BE = L es una forma

escalonada de B. Si B es singular entonces L|n = 0. Aplicando las mismas transformaciones elementales por columnas
a AB, es decir calculando el producto ABE tenemos

puesto que E |, # 0, necesariamente (AB) es singular .

(Leccién 14) T-9 | Determinante de un producto de matrices
Determinante del producto de matrices
p

| det(AB) = det(A) - det(B). | (3)

B singular, también lo es AB = det(AB) =0 = det(A) - det(B)

B=I = det(AB) = det(A) - det(B)

T T

Determinante de la matriz transpuesta.

A resolver en clase

EJERCICIO 3. [Matrices transpuestas]

(a) ;Qué relacién hay entre el determinante de una matriz elemental | y el determinante de su transpuesta 17

(b) Sea B de rango completo, demuestre que |B| = |BT|.

(Leccién 14) T-10 | Determinante de la transpuesta
Determinante de la transpuesta

|A| = |AT].
Demostracion.
si A singular: AT singular = det AT =det A =0
si A NO singular: A = ITl”'Tk = det AT = det A

O
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Fin de la leccidn

Problemas de la Leccion 14
(L-14) PrOBLEMA 1. Complete las demostraciones (los EJERCICIOS) de esta leccién.

(L-14) PROBLEMA 2. Sabiendo que el determinante del producto de dos matrices B y C cualesquiera es |BC| = |B||C|;
demuestre que para toda matriz A invertible (y por tanto con det A # 0)

-1

det(A™Y) = (det(A))

(L-14) PROBLEMA 3. Sean A y B tales que det(A) =2 y det(B) = —2

3x3 3X3

(a) (0.5P*) Calcule los determinantes de A(B)2 y (AB)™"
(b) (0.5P*) ;Es posible calcular el rango de A + B? jy de AB?

(L-14) PrROBLEMA 4. Aplique el método de Gauss-Jordan para calcular el determinante de las siguientes matrices

(1 0 0
(a)A;=1{1 1 1

0 0 1

2 -1 0
b)) Ay=|-1 2 -1

|0 -1 2

(0 0 1
(c)A;=10 1 1

111

(L-14) PROBLEMA 5. La matriz A de orden 3 por 3 se reduce a la matriz identidad | mediante las siguientes tres
operaciones elementales sobre las columnas (en el siguiente orden):

T : Resta 4 veces columna 1 de la columna 2.
[(—4)1+42]

T : Resta 3 veces columna 1 de la columna 3.
[(—3)1+3]

T : Resta columna 3 de la columna 2.
[(-1)3+2]

Calcule el determinante de A.

(L-14) PROBLEMA 6.

1 0 0 0 0 1
a) Calcule el determinante de cl y
Calcule el d i d 0 1 0 1 0
0 0 1 1 0 0
1 0 0 O
b) Encuentre el determinante de 0 100 por Gauss-Jordan.
0 010
a b ¢ d

Fin de los Problemas de la Leccion 14



LECCION 15: Cofactores y formulas para el calculo del determinante

Leccion 15

Esquema de la Leccion 15
e Célculo de |A| por eliminacién gaussiana
e P-10 — Propiedad multilineal
e Desarrollo del determinante por cofactores (Expansién de Laplace).
e Aplicaciones de la funcién determinante

— Regla de Cramer para la resolucion de un sistema de ecuaciones

— Calculo de la inversa de una matriz

(Leccién 15) T-1 | Esquema de la Leccién 15

“Pinche aqui” y vea el notebook de Jupyter de la Leccion 15

(Leccién 15) T-2 | Matriz extendida

Matriz extendida de B : [B J

1. Dada T: {BT }_{B } .
1 1

2. Como [I 1] y | Mat. Elem. mismo tipo = mismo det.
T

Aplicando 1. k veces y luego 2.

| -

Si A matriz extendida de B 4 0 B Smgular [Bl =0 =[A|
Si B invertible |B| = |A]

Matrices triangulares

EJERCICIO 4. [Matrices triangulares]

(a) {COomo es el determinante de una matriz triangular inferior L de rango completo?

(b) ;Cuél es el determinante de una matriz cuadrada y triangular con algin elemento nulo en su diagonal?

(c¢) {Coémo es el determinante de una matriz triangular superior? U

A 0
Ademas C ’"E" = ‘A’}B’

nxm
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Calculo del determinante por eliminacién Gaussiana

(Leccién 15) T-3 | Calculo por eliminacion Gaussiana
1 5 L5 [(—5‘)’-14-2] Lo
E]emplo5.A:{2 3]: 2 3 . — | 2 -7
Ejemplo 6.
2
6 [1=2]
1 T
[(=1)4]
0
0 2 1
9 6 3|=-9,
0 1 1

A = Matrix([ [0,2,1], [9,6,3]1, [0,1,11 1)
Determinante(A,1)

Formulas sencillas para matrices de orden menor que 4

Matrices de orden 1, A = [a] :
{ al0 ) |al=a.

o1 |

Matrices de orden 2:

a b|O0 [(_Q31+2 a 0 0

c d|0 | ———|c d=%]0

0 01 0 0 1
b

]
|A| =ad—bc = adet [d] —bdet [c].

Matrices de orden 3:

0
|A| = aei —afh—bdi+bfg+ cdh —ceg = a

[(-2)1+2] [ a 0 0 0 . a 0 0
[(—2)1+38] | @ e—t f_cd | |[(ZE5F)2+3] | @ e— 22 0
a ‘a —> a . _ . _
g h — l%g 7 — % 0 g h— %q aei—afh bgztzgg-&-cdh ceg
0 0 0 |1 0 0 0

o o o

e f_bd f+cd el
h 1 g i g h
(Regla de Sarrus)
Matrices de orden 4:
,
[(~%)1+2]
—£)1+3]
[(-4)1+4]
(=55 )2+3]
o boedit (5752 )24
‘ {; g0 (G )3+
m n o p|O0
0 0 0 01
a 0 0 0 0
e f-tbe , ' o - 0 0
i j— % afk,—aqj—!;efkj—fcqz-f—ce]—cfz o 0
(=) ) (L U)o
_ bm  afo—agn—beotbgm+tcen—cfm F-te “ F-te ‘) (h—te)(n-tm dm
moon-= af—be P+ “ee\ [, _Bi “be a 0
NI -5
r-te a
0 0 0 < [ T
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|A| = afkp—aflo—agjp+agln+ahjo—ahkn—bekp+belo+bgip—bglm—bhio+bhkm+cejp—celn—cfip+cflm+

f g h e g h e f h e f g
chin — chjm — dejo + dekn + dfio — df km — dgin +dgjm =al|j7 k l|—=bli k l|+c|i 5 l|—d|i j k
n o p m o p m n p m n o
Desarrollo del determinante por cofactores (Expansién de Laplace).
Propiedad multilineal
(Leccién 15) T-4 | Propiedad multilineal
P-10 Propiedad multilineal
det[...;(ﬂb—i—wc);...] :ﬁdet[...;b;...} + ¢ det [...;c;...]
Ejemplo 7. Para R?
a+a ¢ _|a c I a c|.
b+p dl b d g d|’
es decir
a ¢ _la ¢l c
b d| |0 d d|’
F17
Demostracion. En el libro (https://mbujosab.github.io/CursoDeAlgebralineal/libro.pdf) O
Menores y cofactores
Nueva notacién y definicién de menores y cofactores
Sea ¢ = (q1,..-qn,) de R™, si quitamos la j-ésima componente, ¢;, denotamos al nuevo vector de R~ como
s —
q]:(qla"'v qj—1,  4j+1, 7Qn)€Rn 1~

4
Andlogamente, si A es de orden m por n, denotamos a la submatriz que resulta de quitar la i-ésima fila con ‘A, y a

P q .
la submatriz que resulta de quitar la j-ésima columna con A’. Asi, *A’, es la submatriz de orden m — 1 por n — 1
que resulta de quitar la fila i-ésima y la columna j-ésima.

(Leccién 15)

T-5 | menores y cofactores
Definicién 2 (menores y cofactores). Denotamos la submatriz resultante de eliminar la fila i y la columna j con

i”A“j
. i'a" .
Su determinante det (’A ), se denomina menor de a;.

Los menores con los signos alternados en funcidn de si (i + j) es par (en cuyo caso el signo no cambia) o impar (en
cuyo caso se invierte el signo) se denominan cofactores.
Ast, el cofactor de a;; es

COfij (A) = (—1)i+j det (lﬁAr})

1 2 3
Ejemplo 8. Para A= (4 5 6|, tenemos
7 8 9
lﬁr’2746 3‘1r’3712
ool -l

10

P-10
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asi

cofyz (A) = (—1)+2det ("A?) = (~1) "71 g’ .
y
cofss (A) = (—1)*F3 det (YA%) = 'i g‘ .

Desarrollo del determinante por cofactores (Expansiéon de Laplace).

(Leccién 15) T-6 | Desarrollo del determinante por cofactores

Teorema 0.1 ([Expansién de Laplace]). Para cualquier matriz de orden n, det(A) se puede expresar como suma
de los productos de los elementos de cualquier columna (fila) de A por sus correspondientes cofactores:

det(A) = Zaij cofy; (A), expansion por la columna j-ésima
i=1
o bien .
det(A) = Z a;; cof;; (A), expansion por la fila i-ésima
j=1
F20

Demostracion. En el libro (https://mbujosab.github.io/CursoDeAlgebralineal/libro.pdf) O
A resolver en clase

2 0 3 2

5 1 2 4
EJjERCICIO 5. Calcule detA = 30 1 2

5 3 2 1

Primera aplicacién de los determinantes

Regla de Cramer para la resoluciéon de un sistema de ecuaciones

(Leccién 15) T-7| Regla de Cramer

Az = b; |A] #0 entonces

b= (Ap)ar+-+ (Ay)zj+ -+ (A,) T

PN
det[Ap; . b5 A =g det(A).

P
det (A b A
s —
/ det(A)
Problemas computacionales cuando det A ~ 0 (dngulo pequefio entre vectores) F21

11
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Segunda aplicacion de los determinantes

Calculo de la inversa de una matriz

Definicién 3. Para A la matriz Adj(A) (la matriz adjunta de A) se define como la transpuesta de la matriz

nxn

resultante de sustituir cada elemento a;; de A por su correspondiente cofactor cof;; (A) Es decir,

cofi; (A) cofig (A) -+ cofyn (A) T

cofa; (A) cofaa (A) -+ cofyy, (A
Ad)(A) = 2%( ) 22.( ) ' 2.( )

cof,1 (A) cofpe (A) -+ cofp, (A)

., Qué obtenemos si multiplicamos la matriz adjunta de A por la matriz A?

(Leccién 15) \ﬂ[ Célculo de la inversa de una matriz
[Adj(A)]-A =
cofiy (A)  cofgy (A) -+ cofp; (A)] [a11r a2 -+ ain
cof1a (A) cofaa (A) -+ cofpa (A)| a2 a2 -+ a2,
cofi, (A)  cofa, (A) -+ cofpy (A)| |an1 an2 -+ apn
A

El primer elemento de la diagonal de la matriz resultante es el desarrollo de |A| por la primera columna de A. El
segundo elemento de la diagonal es el desarrollo de |A| por la segunda columna, etc. Y en general el componente
jésimo de la diagonal es la expansiéon por la columna j-ésima:

alj COflj (A) + agj COfQj (A) -+ (13]' COfgj (A) —+ 4 anj COfnj (A) = Z aij COfij (A) = det(A)
i=1

Asi pues, la diagonal de la matriz resultante estd compuesta por el valor del determinante de A.
Los elementos fuera de la diagonal son determinantes de matrices con dos columnas iguales. Por ejemplo, el segundo
elemento de la primera fila de [Adj(A)] - A es el desarrollo por la primera columna de

ai2 ai2 ain

az2 az2 a2n n

asz @32 . A3n| — g5 cofqy (A) + a9 cofag (A) + ass cofzg (A) + -+ apo cofpg (A) = Z a2 cof ;1 (A) =0,
. . . i=1

an2 An?2 Ann

donde la columna 2 aparece repetida en la primera posicién, y por lo tanto el determinante es igual a cero.

12
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Y el elemento késimo (k # 1) de la primera fila es

alk ai2 A1n

azp a2 a2n n

@k as2z - G3n| = g cofyq (A) 4 agy cofag (A) + agk cofzy (A) + -+ + apg cof g (A) = Z a;r, cof;1 (A) =0,
. . . i=1

Ank An?2 Ann

donde la columna késima aparece repetida en primera posicién, y por lo tanto el determinante es igual a cero.
Se deduce entonces que [Adj(A)]- A = |A]|-I; y despejando | tenemos que:

donde la primera matriz es necesariamente la matriz inversa de A.

Fin de la leccidn

Problemas de la Leccion 15

(L-15) PrROBLEMA 1. Complete las demostraciones (los EJERCICIOS) de esta leccidn.

(L-15) PROBLEMA 2. Sea A = [A|1; A|2; A|3;] con det A = 2.

(a) Calcule det(2A) y det A~
(b) Calcule det [(3A|; +2A,); A Ayl

(L-15) PROBLEMA 3. El determinante de una matriz A de orden n por n es 12 (donde n es un miltiplo de dos).
;Cudl es el determinante de —AT? (Justifique su respuesta).
(MIT Course 18.06 Quiz 2, Fall, 2008)

(L-15) PROBLEMA 4. Sea A una matriz cuadrada. Justifique si es verdadera o falsa la siguiente afirmacién (puntuardn
aquellas respuestas correctamente justificadas; una respuesta que se limite a indicar la falsedad o no de cada afirmacion
tendrd una calificacién de cero puntos).

|AAT| = |AJ2.
a 1 2
(L-15) PROBLEMA 5. Tenemos una matriz de orden 3x3, A = [b 3 4| condet A = 3. Calcule el determinante
c 5 6
de las siguientes matrices:
a—2 1 2
(a) (0.5 pts) [b—4 3 4
c—6 5 6
Ta 7 14
(b) (0.5 pts) b 3 4
c 5 6
(c) (1 pts) (2A)~1AT
a—2 1 2]
(d) (0.5 pts) b 3 4
c 5 6

(L-15) PROBLEMA 6.

(a) Escalone la matriz A =

IS V)
S Ot W
SN =

(b) ;Es A invertible?
(¢) En caso afirmativo calcule |A™|; en caso contrario calcule |A|
(d) La matriz C es igual al producto de A con la traspuesta de la matriz B, es decir

C =ABT donde B =

O = =

11
1 1
2 3
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i Cudnto vale el determinante de C? ;Es C invertible?

(L-15) PROBLEMA 7. Calcule el determinante de las siguientes matrices empleando la expansién de Laplace.

1 2
S
by o 1 2
2 1 -2
1 0 -1 0
01 0 0
©1g 0 1 2
2 0 1 -2

(L-15) PrROBLEMA 8. Calcule el siguiente determinante empleando la expansién de Laplace:

0 0O 0 3 o0
-2 0 0 2 0
&8 -1 0 -7 2
-1 2 2 3 2
2 2 3 6 4
2 2 00
5 5 0 0
_r p—
(L-15) PROBLEMA 9. Calcule det A 30 1 0
5 0 0 1

(L-15) PROBLEMA 10. Calcule el determinante de la siguiente matriz empleando la expansién de Laplace

111 - 1
02 2 ... 2
A_|0 0 3 - 3
00 0 n

(L-15) PROBLEMA 11. Suponga la matriz A,, de dimensiones n por n que tiene treses en su diagonal y doses inmedi-
atamente debajo de la diagonal y en la posicién (1,n); por ejemplo, para n = 4:

3 0 0 2
2 3 00
As= 0 2 3 0
0 0 2 3

(a) Encuentre, empleando los cofactores de la primera fila, el determinante de A,.
(b) Encuentre el determinante de A,, para n > 4.

(L-15) PROBLEMA 12. Si tiene una matriz por bloques

Demuestre que |A| = |B||C].
. B 0 B 0|1 O
Fista. [0 c] = {0 |] [0 c}

(L-15) PROBLEMA 13. Resuelva las siguientes ecuaciones lineales, aplicando la regla de Cramer.

2v+5y=1
(a) -
r+4y =2

14



204+ y =1
rz+2y+ 2=0.
y+22=0

(b)

(ejercicio 13 del conjunto de problemas 4.4 de Strang (2007))

(L-15) PROBLEMA 14. Encuentre la inversa de las siguientes matrices empleando la matriz adjunta.

1 2 0
(a)A=10 3 0

0 4 1

(2 -1 0
b)B=|-1 2 -1

0 -1 2

(ejercicio 18 del conjunto de problemas 4.4 de Strang (2007))

(L-15) PROBLEMA 15. Sean las matrices A =

o O = O
_— o O =

(a) (0.5P*) Calcule los valores de a para los que A es invertible.

oS oo

; v el vector b =

O~ = O
o OO =

(b) (1P**) Considere a = 5. Usando la regla de Cramer calcule la cuarta coordenada z4 de la solucién al sistema

Az =b.
(¢) (1P*) Calcule B™'. Use dicha matriz para resolver el sistema Bax = b.

References
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Soluciones

Ejercicio 1. El vector cero 0 de R"™ es multiplo de cualquier otro vector  de R™, pues 0 = 0- x; y por tanto, por
la propiedad P-3 el determinante de A es cero:

det[All...;O;...;Aln] :det[All...;Oaz;...;Aln] :0~det[A|1...;z;...;A|n] =0

U
Ejercicio 2(a) Puesto que A .r = A(I_rl _,_k) = A(I_,_l) (1. ), aplicando repetidamente (1) tenemos
det(A,,...) = |A(L,) (1)
= (A0, )i
=[AL) f,
A
[
Ejercicio 2(b)
|B| = det(l‘rlnq'k) = |I1-1| e |I‘rk|
y como los determinantes de las matrices elementales son distintos de cero, necesariamente |B| # 0.
(I
Ejercicio 2(c) Si B es de rango completo entonces es producto de k matrices elementales; por tanto B = | -
Asi
det(AB) = det(AI_,_lm,,_k) = det(ATlmTk) =|A|- (|I1_1| e |I1_k|) = |A]-|B].
O
Ejercicio 3(a) Puesto que ambas son matrices elementales del mismo tipo, det(l,.) = det(.I).
U
Ejercicio 3(b) Puesto que B = or, = (ITl) e (I‘rk)’ su determinante es el producto de los determinantes det(l._)
k
B| =det (1) ---det (I ) = [ det (1,).
S ;
Pero también sabemos que BT = _ 1= (. 1)+ (1), por lo que su determinante es
k k
BT| = JJdet (1) = JJdet(1.) = [B].
i=1 ' i=1 '
(I
(L-14) Problema 2. Puesto que | = AA™, sabemos que
L= I] = |A[JAT;
de donde se deduce que  det(A™) = ﬁ(l\)'
[
(L-14) Problema 3(a) |A(B)?|=2-(-2)*=38.
-1 -1
|(AB)"| = (1aB))" = ;.
(I

(L-14) Problema 3(b) No hay informacién suficiente para saber el rango de A+B. Al decir que no hay informacién
suficiente, quiero decir que podemos encontrar 2 ejemplos de pares de matrices (A;,B;) v (A{,B;) que satisfacen las
hipétesis, es decir, det A; =2 = det B; y det A, =2 = det By; y sin embargo rg (A1 + Bl) #rg (A2 + BQ).

Por otra parte, puesto que |AB| = —4 # 0, sabemos que AB es una matriz de rango completo, es decir, su rango
3x3
es 3.
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(L-14) Problema 4(a)

L oo [(-1)2+8) L oo [(—1)2+1] L 00
A]=[11 1| ——= |1 1 0l —— [0 1 0| =[] = detA =-1
0 0 1 0 0 1 0 0 1
A = Matrix([ [1,0,0], [1,1,1], [0,0,11 1)
Determinante (A) # esta es una opcion
A.determinante() # esta es otra opcidn
O
(L-14) Problema 4(b)
T T T
2 -1 0 [(2)2] 2 0 0 [(3)3] 2 0 0] &1 6 0 0
1142 1)2+3 1)2+1
1 9 1 [(1)1+2] 1 3 1 [(1)2+3] 1 3 o0 [(1)2+1] 3 0
0o -1 2 0o -2 2 0 -2 4 -2 -2 4
[(2)1] 13)1
(343 i
stz 120 01 ()] |1 00
— {0 6 0| —— |0 1 O
0 0 4 0 0 1
Por tanto detA, =1-2-1.2.1.12.6-4=4
O
(L-14) Problema 4(c)
T T T
0 0 1 (—1)2+3] 0 0 1 (—1)1+2] 0 0 1 1] 100
A; =0 1 1| —— |0 1 0/ —— |0 1 0Ol —— [0 1 0| =[] = detAz=-1
1 1 1 110 1 00 0 0 1
O
(L-14) Problema 5. Todas las transformaciones aplicadas son Tipo I, asi que AE =1 = det(A)-1=1.
|
(L-14) Problema 6(a) La primera es una matriz elemental, cuyo determinante es 1.
La segunda es una matriz permutacién que intercambia dos vectores, por lo que su determinante es —1.
|
1000 O 10 0 0] (4l 1 o0 0
010 of (04 fo 1 0 of (—wa+1] [0 1 0 Of , .
(L-14) Problema 6(b) oo1ol loo 1o 10010 Asf pues, el determinante
a b ¢ d a b ¢ 1 0 0 01

es d.
O

Ejercicio 4(a) Como la matriz de orden n es de rango completo, los n elementos de la diagonal principal son pivotes
(i.e., distintos de cero).

L= ) donde *; son nimeros distintos de cero.
*TL

Dividiendo cada columna j-ésima por su pivote *; para normalizar los pivotes (y compensando dichas transformaciones
multiplicado la tltima fila por cada pivote); y aplicando, en una segunda fase, la eliminacién de izquierda a derecha
con transformaciones de Tipo I para anular todo lo que queda a la izquierda de los pivotes (ahora basta multiplicar la
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dltima fila por 1), llegamos a:

T

“ ()1 [ !
) 1 )
: *2 o 1 Ty ..T, 1
. [( *n )n] . (de Tipo I)
. : . . - 7 .
*p [(+1)(n+1)] oo 1 [(1)(n+1)] 1
[ 1] (Gt 1 - Ky -k PR

por tanto, si la matriz es triangular inferior es de rango completo, su determinante es igual al producto de sus pivotes;
es decir, al producto de los elementos de la diagonal.

det(L) = producto de los elementos de la diagonal

]

Ejercicio 4(b) Una matriz de orden n y triangular solo puede ser de rango completo si los n elementos de la diagonal
son distintos de cero. Por tanto, si la matriz tringular es singular, necesariamente tiene algin cero en su diagonal
principal. Como su determinante es cero, por ser singular, su determinatne es igual al producto de los elementos de
la diagonal (donde uno de ellos es cero).

U
Ejercicio 4(c)
det(U) = det (UT) = producto de los elementos de la diagonal
por ser UT triangular inferior.
U
Ejercicio 5. Desarrollando por la segunda columna tenemos
5 2 4 2 3 2 2 3 2 2 3 2
detA = —-0{3 1 2| + (3 1 2/ —0(5 2 4 + 35 2 4 = 0+ 17 -0+3 x4 = 29
5 2 1 5 2 1 5 2 1 3 1 2
U
(L-15) Problema 2(a) det (2 A ) =2%-detA=16. detA™ = 1o =1/2.
3x3
O
(L-15) Problema 2(b)
(I
(L-15) Problema 3.
det(—AT) = det(—A) = (—1)"A = det(A)
puesto que n es un nimero par.
[
(L-15) Problema 4. Es cierto ya que
[AAT| = |A||AT] = |A[|A| = |A]*.
O
(L-15) Problema 5(a)
a—2 1 2 a 1 2
-4 3 4/ =1{b 3 4/=3
6 5 6 c 5 6
[
(L-15) Problema 5(b)
Ta 7 14 a 1 2
b 3 4|=T7|b 3 4=7x3=21
c 5 6 c 5 6
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(L-15) Problema 5(c)

1 1
2A)'AT| = detA = ————detA = _.
(GR)TAT] = Giam dtA = rgera 1A =
O
(L-15) Problema 5(d)
a—2 1 2 a 1 2 21 2
b 3 4=1b 3 4 -0 3 4/=34+4=7
c 5 6 c 5 6/ |0 5 6
O
(L-15) Problema 6(a)
2 4 4 2 0 0
3 5 6| (oyqe [3 -1 0
Al |1 2 0] [(21+43] |1 0 -2 |L
1| |1 0 0 1 -2 =2 |E
0 1 0 0o 1 0
0 01 0 0 1
O
(L-15) Problema 6(b) Puesto que L tiene tres pivotes, A es invertible.
O
(L-15) Problema 6(c)
|A'1| _ L 1 = 1 _ 1
~ |A|  producto de los pivotes de L 2(—1)(—2) 4
O
(L-15) Problema 6(d)
|IC|=|ABT|=|A||BT|=4-0=0;
yva que B tiene dos filas iguales. Por tanto C no es invertible.
O
(L-15) Problema 7(a)
1 2
‘4 3’_1-3—(—4)-2_11
O
(L-15) Problema 7(b) Desarrollando el determinante por la primera fila tenemos
1 -1 0
1 2|=1 ’} _22’ (—1)'(2) _22‘—1-0——8
2 1 =2
O

(L-15) Problema 7(c) Lo més rdpido es desarrollar el determinante por la segunda columna, puesto que todos sus
elementos son nulos excepto uno. Entonces obtenemos un menor idéntico al del apartado anterior:

DU

= 0+1:00 1 2|-0+0=-8
00 1 2 5 1 o
2.0 1 -2

(L-15) Problema 8.
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0 0 0 3 0
-2 0 0 2 0 ;2_0188 -1 0 2
8 -1 0 -7 2[ = -3 = (=3) - (-2)|2 2 2[ = (=3)-(-2)-(2) = 12

-1 2 2 2
-1 2 2 3 2 5 5 3 4 2 3 4
2 2 3 6 4

O
(L-15) Problema 9.
det A = =15 5 0[=1-1- =1-1-0=0.
3010 5 0 1 55
500 1

Resultado que se podia anticipar a simple vista, pues se puede apreciar que la primera columna es combinacién lineal
del resto.

O
(L-15) Problema 10. Desarrollando el determinante por la primera columna tenemos
1 1 1 1 9 9 9
0 2 2 2
0 3 3
0 0 3 3 1. —04+0—---0
000 - n 00 "
desarrollando de nuevo por la primera columna de lo que queda
3 3
=1-2-: - -04+0—----0
0 n
y repitiendo la misma estrategia llegamos a
_ (n—1) (n—-1)| |
1-2:3---(n—2) 0 L
O
(L-15) Problema 11(a)
g g 8 (2] 3 00 2 30
|A,| = =312 3 0/—2|0 2 3/=3-27T—2-8=65
0230 0 2 3 0 0 2
0 0 2 3
O
(L-15) Problema 11(b) En general |A,|= 3"+ (—1)""12",
|
(L-15) Problema 12. Repitiendo la técnica del ejercicio anterior de desarrollar los determinantes por cada

columna (comenzando por la dltima para la primera matriz, y comenzando por la primera columna para la segunda
matriz) tenemos

B 0
’0 |’:|B‘
1 0
‘0 C'|c|.
Por tanto B 0 B olll o
detAz{0 C}:’O IHO C’:dethetC.
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(L-15) Problema 13(a) Por una parte,

por otra,
1 5 2 1
det(A) = 3; ’2 4’ —6; ‘1 2‘3.
Por tanto
1 5 2 1
2 4 —6 1 2 3
det(A) 3 det(A) 3
O
(L-15) Problema 13(b) Por una parte,
2 1 0 1
A=1|1 2 1f; b= |0]|,
0 1 2 0
por otra,
1 1 0 1 0 2 1 1
det(A) = 4; 0 2 1|=3; 1 0 1|=-2 1 2 0/=1
01 2 0 0 2 010
Por tanto, z = 2; y=7F=34 z=1
O
3 -2 0
(L-15) Problema 14(a) Adj(A)=1|-0 1 -0}; det(A) = 3;
0 —4 3
L_AdiA) _1fp P
AL 300 4 3
O
3 21
(L-15) Problema 14(b) Adj(B) = 1|2 4 2|; det(B) =4
1 2 3
. 2 1
-1:M:1 2 4 2
Bl 4]y 9 3
Nétese que la inversa de una matriz simétrica es simétrica.
O
(L-15) Problema 15(a)
1 4 2 3 1 4 2 3 1 4 2 3 1 4 2 3
2337_>0—5—11_>0103_>0103
01 0 3 o 1 0 3 0 -5 -1 1 0 0 -1 16
0 2 0 a 0 2 0 a 0 2 0 a 0 0 0 a—6

El pardmetro a debe ser distinto de 6 para que la matriz sea de rango completo (algo que se podia ver directamente

comparando las filas de A).
O

(L-15) Problema 15(b) Por una parte
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3

3
111 0 3

1 4 2 3
2 3 3 7

= - 21 0 3

det A

01 0 3
0 2 0 5

2

Y por otra

e}
Il
S O
— N
N
|
Il
”Nn O O
T — AN
N O O
—
|
Il
— O O O
AN OO
<t M —
— N O O

& =0

Por tanto, x4

(L-15) Problema 15(c)

0
0

0

[(1)2-&-1]

[(=1)4]

0 1

[(~1)2+3]
[(—1)1+4]

0

1

0 1

1 0 0 1
0 0 01

01 0 0

1 0 00
01 00

0 01 0

-1

Por tanto
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