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Esquema de la Leccién 16

Matrices siempre cuadradas en este tema

Esquema de la Leccion 16

¢ Autovalores, autovectores (eigen, caracteristicos, propios)
° |A — )\I| =0 ecuacion caracteristica

® tr(A), detA (demo en la préxima leccién)
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Puede encontrar la Ultima version de este material en

https://mbujosab.github.io/MatematicasII/
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Autovalores y autovectores

Considere la ecuacion

Ax = )\z (con x #0)

® Autovalor es cualquier A\ para el que existan soluciones.

® Dichas soluciones no nulas x se llaman autovectores.

x # 0 tales que Ax es un miltiplo de x

Cuando A es 0, jquienes son los auto-vectores?

L-R
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Un ejemplo: matriz de proyeccion

® Proyeccion ortogonal

® ;i Qué vectores son autovectores?
iqué vectores quedan en la misma direccién?

e ;Cuanto valen sus autovalores?

® ;Hay mas autovectores? ; Con qué autovalor?

® Dos autoespacios

L-17 L-18 L-19

i Como calcular los autovalores y los autovectores?

i Cémo resolver

A e
Ax= )\ "z ?
Reescribamos . ..
(A =Xz =

idea Para que esto ocurra jcémo debe ser la matriz (A — Al)?

i Cudnto debe valer el determinante? |A — \l| =

L-R
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E Otro ejemplo: matriz intercambio

0 1
n=[ )
e ;Un vector que no cambie tras el intercambio?

e ;Cudl es su autovalor?

e ;Algln autovector asociado a Ag = —17

ACL‘Q = —Ty

Noétese: tr (A) =0= XA + Aog; det A = —1 =X Ao

L-17 L-18 L-19

@ i Como calcular los autovalores y los autovectores?

1. Autovalores son los A's tales que: |A — Al| =
( Polinomio caracteristico Pa()) )

2. {Cémo calcular los x tales que (A — )\I) x =07

Autoespacio (conjunto de autovectores + 0):

£\(A) = {ac c R™

Ax = )\m}

Espectro: conjunto {\1,... A} de autovalores (raices de Pa()))

L-R
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Ejemplo (jprimero los autovalores!)

Buscamos determinante nulo (Polinomio caracteristico)

A= E’ il,)] det(A—M\l) = '3_A L ‘:(3—»2—1:0

1 3—-A

Nétese: tr (A) =6= A + A\o; det A =8 = A1 - Ag.
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@ Otro ejemplo: Matriz rotacién 902
0 -1
a1 ]
e ;Cuanto suman los autovalores?
e ;Cuanto vale el determinante?
Dificultades
AMt+A=0y M- -A=1 (+)- (=) =(+)7?
i Qué vector es paralelo a si mismo tras una rotacién de 9027
-2 -1 9
det(Q—)\I)—‘ ! _/\‘ =\N+1=
10/ 44
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Ejemplo (después los autoespacios)

y ahora calculamos el espacio nulo AV/(A — \l) ...para cada \.

Para \; =4 ) )
(A_4'):_SI4 ?,i4_:__11 —11]:
Para \y =2 ) )
(A_2'):_312 312_:_} ﬂé

iSon los dos tnicos autovectores?
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Ejemplos atin peores
3 1
A —

® Autovalores

_ A =3
det(A—)\I)_‘g A !

. 34’ = (3-A)(3-)) =0 {Azzg

® Autovectores
eprar: A-Az=0=|" Yz, =z =(!
. 0 0 1» 1 0

® para Ag:

A\ = 3 estd repetido dos veces, pero dimE4(A) =1

w3 =2 # 1=1(3)
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Resumen:

1. Los autovalores A son aquellos que hacen singular a la matriz
(A — Al), es decir, son las raices del polinomio caracteristico:
det(A — Al).

2. Una matriz de orden n X n tiene polinomio caracteristico de
grado n

3. Un polinomio de grado n tiene n raices (quiza algunas raices
repetidas)

4. La suma de los autovalores es igual a la suma de los
elementos de la diagonal de la matriz (traza)

El producto de los autovalores es igual al determinante

Los autovectores asociados a A son los vectores no nulos de

| N (A=Al
12 /44
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(Strang, 2007, ejercicio 12 del conjunto de problemas 5.1.)

(b)

(L-16) PROBLEMA 3. Si B tiene autovalores 1, 2, 3, C tiene autovalores 4, 5, 6, y D
tiene autovalores 7, 8, 9, i Qué autovalores tiene la matriz de orden 6 por 6

B . . .
A= 0 S ? donde B, C, D son matrices triangulares superiores.

(Strang, 2007, ejercicio 13 del conjunto de problemas 5.1.)

(L-16) PrROBLEMA 4. Encuentre los autovalores y autovectores de las siguientes
matrices

(a) ) )
3.4 2

A=0 1 2

0 0 0

(b) ) )
00 2

B=[0 2 0

2 0 0

(Strang, 2007, ejercicio 5 del conjunto de problemas 5.1.)
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Problemas de la Leccion 16

(L-16) PrOBLEMA 1. Considere la matriz

-3 4 -4
A=|-3 5 =3
-1 2 0

(a) Los autovalores de A son —1, 1y 2; y dos auto-vectores son

2 1
v=|1]; w=|0
0 -1

Compruebe que estos vectores son efectivamente auto-vectores de A. ;Cuales son
sus correspondientes autovalores?
(b) Encuentre un tercer auto-vector correspondiente al tercer auto-valor.

(L-16) PROBLEMA 2. Encuentre los valores y vectores caracteristicos de

(a)
3 4
12 /44
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(L-16) PROBLEMA 5. Los autovalores de A son iguales a los autovalores AT. Esto se
debe a que det(A — Al) es igual a det(AT — Al).
(a) Lo anterior es cierto porque
(b) Demuestre con un ejemplo que, sin embargo, los auto-vectores de A y AT no son
los mismos.
(Strang, 2007, ejercicio 11 del conjunto de problemas 5.1.)
(L-16) PROBLEMA 6. Sea B y un autovector & con autovalor asociado A, es decir
Ba = A\x; sea también A = (B 4 al). Demuestre que & es también un autovector de
A, pero con el autovalor asociado (A + a).
(L-16) PROBLEMA 7.
. 1 -1
(a) Encuentre los autovalores y los auto-vectores de la matriz A = [2 4 } .
Compruebe que la traza es igual a la suma de los autovalores, y que el
determinante es igual a su producto.
(b) Si consideramos una nueva matriz, generada a partir de la anterior como
—6 -1
B_(A77I)_[2 73}.
i Cudles son los autovalores y auto-vectores de la nueva matriz, y como estdn
relacionados con los de A?
(Strang, 2007, ejercicio 1 y 3 del conjunto de problemas 5.1.)
12 /44
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(L-16) PROBLEMA 8. Suponga que X es un auto-valor de A, y que  es un
auto-vector tal que Az = Ax.

(a) Demuestre que ese mismo @ es un auto-vector de B = A — 71, y encuentre el
correspondiente auto-valor de B.

(b) Suponga que X # 0 (y que A es invertible), demuestre que @ también es un
auto-vector de AL, y encuentre el correspondiente auto-valor. j Qué relacién
tiene con A7

(Strang, 2007, ejercicio 7 del conjunto de problemas 5.1.)

(L-16) PROBLEMA 9. Suponga que A es una matriz de dimensiones n X n, y que
A2 = A. ;Qué posibles valores pueden tomar los autovalores de A?

(L-16) PrROBLEMA 10. Suponga la matriz A con autovalores 1, 2y 3. Si v, es un
3x3

auto-vector asociado al auto-valor 1, v, al auto-valor 2 y R al auto-valor 3; entonces
icuanto es A(v, + v, — vg)?

(L-16) PROBLEMA 11. Proporcione un ejemplo que muestre que los auto-valores
pueden cambiar cuando un muiltiplo de una columna se resta de otra. ;Por qué los
pasos de eliminacién no modifican los autovalores nulos?

(Strang, 2007, ejercicio 6 del conjunto de problemas 5.1.)
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(L-16) PROBLEMA 15. The equation (A2 — 4l)a = b has no solution for some
right-hand side b. Give as much information as possible about the eigenvalues of the
matrix A (the matrix A is diagonalizable).

(L-16) PrROBLEMA 16. You are given the matrix

0.5 02 0.2
A=]01 05 0.5
04 03 0.3

One of the eigenvalues is A\ = 1. What are the eigenvalues of A? [Hint: Very little
calculation required! You should be able to see another eigenvalue by inspection of the
form of A, and the third by an easy calculation. You shouldn’t need to compute
det(A — Al) unless you really want to do it the hard way.]

12/44
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(L-16) PROBLEMA 12. El polinomio caracteristico de una matriz A se puede factorizar
como

det(A = Al) = (A1 = A)(A2 = A) -+« (A — A).
Demuestre, partiendo de esta factorizacidn, que el determinante de A es igual al
producto de sus valores propios (autovalores). Para ello haga una eleccién inteligente

del valor de A.
(Strang, 2007, ejercicio 8 del conjunto de problemas 5.1.)

(L-16) ProBLEMA 13. Calcule los valores caracteristicos (autovalores o valores
propios) y los vectores caracteristicos de A y AZ:

-1 3 2 [7 -3
S ER I

A2 tiene los mismos que A. Cuando los autovalores de A son A1 y A2, los

autovalores de A2 son .
(Strang, 2007, ejercicio 22 del conjunto de problemas 5.1.)

(L-16) PROBLEMA 14. Suponga que los valores caracteristicos de A son 1,2y 4,
3x3

icudl es la traza de A2? ;Cudl es el determinante de (A'l)T ?
(Strang, 2007, ejercicio 10 del conjunto de problemas 5.2.)
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Esquema de la Leccién 17

Esquema de la Leccién 17

e Matrices semejantes: C = S™'AS

® Diagonalizando una matriz por bloques triangulares

A e, ¢ donde S =1 .
| esp(t;t..m 1Y) S T T

® Matrices diagonalizables: cuando C es diagonal.

13/44
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Matrices semejantes
Semejanza
A y C son semejantes si existe S invertible tal que

C=S"'AS

Si Ay C son semejantes (mirar demos en el libro):
® Mismo determinante: det A = detC
® Mismo polinomio caracteristico: |A — Al| = |C — Al|
® Mismos autovalores y con las mismas multiplicidades
algebraica y geométrica.

® | a misma traza.

: . -1
Trans. Elem. inversas espejo: (I(Tl__ﬂ:)) = esp(T]:1~~7'1_1)I
|1 = | = | = A similar a A
T T T T B i R
e+l [@)isl  [(L);] (3] esp(ryme) Tk
14 /44
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E Diagonalizando por bloques una matriz (matriz dentada)

C
* L

C (de orden m) es singular y L es triangular inferior e invertible,
entonces existe S = RP (invertible) tal que

Sea A= e cnxn donde

0
* .
mx(m—1) 0
P'RIARP = 0 ||Bmt1
0 * 33m+2
*
*
0 * ° 577,
( R'lAR( ): j=m+1,...,n.
[(=a;)m-+] [(a5)i+m]

16 /44
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Diagonalizando por bloques una matriz (matriz dentada)

%] e cnxn donde
* L

C (de orden m) es singular y L es triangular inferior e invertible;
entonces existe R invertible tal que

Sea A=

0
* :
mx(m—1) 0
R_IAR = dm+1 /jm,—&-l
dm+2 * ﬂm+2
* .
*
dn, * Bn
A ; j=1,....m—1
S LTSS LI
[(=5)m-+d] [(e)a+m]
=57 L-18 L-19
Un ejemplo muy sencillo
Ejemplo
1 -1 0
Sea A=|0 0 0| con autovalores 0, 1y 1.
0 -2 1
1 -1 0 s 1.0 0 1 0 0
0 0 o | [GRFo 0 o0 01 0
ﬁ»(,) 0 -2 1 [2=3] 0o 1 0 0 0 O (+)
—_— _ —
1l ol 1 00 1 0 1 2la) 1 0 1 ol
0 1 0 o0 1| (B2, 0 01
0 0 1 0 1 2] [(-v2+13 L0 1 2
101771 =1 011 0 1 100
0 01 0 0 0[]0 0O 1f{=1]0 10
0 1 2 0 -2 1] 10 1 2 0 00
~—_———
diagonal

L-R
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@ Un ejemplo no tan sencillo

Ejemplo
-2 0 3
SeaA=|3 -2 -—9| con autovalores 1, 1y 0.
-1 2 6
-3 0 . -3 0 0 -2 -
3 -3 -9 [(1)1+3] 3 -3 0 1
(—) —1 2 5 [(—2)2+3] —1 2 0 —1
_—n || —
11 1 0 1 0 1 T 1
0 1 0 0 1 -2 [(2)3+2] 0
0 0 o o 1] E=hsHL | g
-2 -2 0 —2 0 0 —1
1 1 0 - 1 0 0 1
=) —1 2 o | =D1+2] —1 3 0 —1
i 10 1 SR I S A 1 -
0 1 —2 0 1 —2 0
0 0 1 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 [((—1)2+1] 0 1 0 0
((;) —1 3 1 [(9)3+1] 0 3 1 _ 0
1 -1 1 6 -1 1 [(=4)1+3] 6 —
0 1 —2 -9 1 —2 [(1)1+42] —9
0 0 1 4 0 1 4
L-16 L-17 L-18 L-19
De vuelta al ejemplo sencillo y “desdentado”
1 -1 0
Sea A=|0 0 0| con autovalores 0, 1y 1.
0 -2 1
1 -1 0 [(1)"1' 2] 1 0 O 1 0
+
0 0 0| [ 1o 0 0 01
Al () 0o -2 1 [2=3] 0O 1 0 0 0
—_—
1l ol 1 0 0 1 0 1 2la) 10
0 1 0 o0 1| (Bl 100
0 0 1 0 1 2 [(—=1)241] 0 1
-1
1 01 1 -1 0] |1 0 1 1 0
0 0 1 0 010 0 1|=1{0 1
01 2 0 -2 1[0 1 2 0 0

A(SI ) = )\i(SU) = SIJ' es un autovector.

S OrF |w OO0 OO |INFN

N == |00 O

o O O

L-R
0 -
0
0
(+)
1 11
2
1
0 -
0
0 (+)
1 11
2
14
0 -
0
1 (+)
1 ol
2
14
18 /44
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Toda matriz es semejante a otra matriz dentada

Para toda A existe S tal que
S'As=cC = AS =SC

donde C, dentada, tiene los autovalores en la diagonal

Ejemplo
6 -1 177 '7-2 o0 316 -1 1 000
-9 1 -2 3 -2 -9 -9 1 -2 =10 1 O
4 0 1 —1 2 6 4 0 1 0 3 1
dentada

Consecuencias

L4 Z)\Z:tl‘(A) y H)\Z:detA

° Aslj:SCU = para j tal que CU:)\illjz
A(S|j) = )\i(s|j) = §); es un autovector.

L-16 L-17 L-18 L-19

@ Matrices diagonalizables

® | a matriz es diagonalizable si y solo si las multiplicidades
algebraicas son iguales a las geométricas para cada autovalor

® Si no hay autovalores repetidos tampoco hay “dientes”

® Cuando no hay autovalores repetidos A es diagonalizable

nxn

L-R
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Diagonalizando una matriz

® Encuentre el espectro: {A1, Ag,...}

® Encuentre la multiplicidad algebraica de cada autovalor: p()\;)
luego elija una de estas alternativas:

1. Dentar la matrix (implementado en NACAL)

2. ...0 para cada \;
® encuentre el autoespacio

Az = )\iw} = N(A = \).

i

£, (A) = {a: e R™

L4 revise ILL()\l) = dlm g}\’_ (A) (multiplicidades algebréica y geométrica iguales)

M
D= ; S= [base de £, (A)+- - -ttbase de Skk(A)]
Ak
S'TAS=D <« A=SDS"!
22/ 44
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Problemas de la Leccion 17

(L-17) PROBLEMA 1. Factorice las siguientes matrices en SDS™!;
1 2
(@) A= {o 3}

CLEY I

(Strang, 2007, ejercicio 15 del conjunto de problemas 5.2.)

(L-17) PROBLEMA 2.  Cudles de las siguientes matrices no se pueden diagonalizar?

(a) . 7{2 _2}

1= 12 —2
(b)

sl 5
(c)

m=ly

(Strang, 2007, ejercicio 5 del conjunto de problemas 5.2.)

23 /44
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Potencias de una matriz diagonalizable
Si Az = \x entonces A’z = AAxz = A(\x) = \Azx =

* ;Qué relacién hay entre los autovectores de A y los de A??

* ;Qué relacién hay entre los autovalores de A y los de A??

Dicho en forma matricial (si A es diagonalizable, A = SDS™):

A? =SDS'SDS™!' =sD?s!

En general para, n€Z,n>0... A" =
iy si A es invertible?

23 /44
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(L-17) PROBLEMA 3. Si A = |:111 §:| encuentre A%0 diagonalizando A.
(Strang, 2007, ejercicio 7 del conjunto de problemas 5.2.)
(L-17) PROBLEMA 4. Si los autovalores de A son 1, 1y 2, jcudles de las siguientes
3x3
afirmaciones sabemos que son ciertas?
(a) A es invertible.
(b) A es diagonalizable.
(c) A no es diagonalizable
(Strang, 2007, ejercicio 11 del conjunto de problemas 5.2.)
(L-17) PROBLEMA 5. Considere la matriz
4 0 0 O
0 4 0 0
A= 0 0 2 0
1 0 0 2
(a) (1P*) Determine si la matriz A es diagonalizable. En caso de que lo sea, encuentre
una matriz diagonal D y una matriz S tal que A = SDS™L.
(b) (0.5P*) Calcule (A6>v, dondev = (0, 0, 0, 1,).
(c) (0.5P%) Use los valores obtenidos en el primer apartado para justificar que A es
regular (invertible).
23 /44
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(d) (0.5P*) ;Qué relacidn hay entre los autovalores y los autovectores de A y los de
Al?

(L-17) PrOBLEMA 6. Si A = SDS™!; entonces A3 = ( )( )( )y
At=( ) ) ).

(Strang, 2007, ejercicio 16 del conjunto de problemas 5.2.)

(L-17) PROBLEMA 7. Considere la matriz

(a) Encuentre los autovalores de A
(b) Encuentre los auto-vectores de A
(c) Diagonalice A: escribalo como A = SDS™!.

(L-17) PrOBLEMA 8. jFalso o verdadero? Si los autovalores de A son 2, 2y 3
entonces sabemos que la matriz es

(a) Invertible

(b) Diagonalizable

(c) No diagonalizable.

(L-17) PROBLEMA 9. Sean las matrices

8 9 4 10 5
S
23 /44
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1 0 0
(a) Encuentre los autovalores y auto-vectores de la matrizA= |—2 1 0
1 0 1

(b) Explique por qué (o por qué no) la matriz A es diagonalizable.

(L-17) PROBLEMA 14. Sea A una matriz 3 X 3. Asuma que sus autovalores son 1y 0,
que una base de los autovectores asociados a A =1 son [1,0,1] y [0, 0, 1]; mientras
que los asociados a A = 0 son paralelos a [1, 1, 2].

(a) ¢Es A diagonalizable? En caso afirmativo escriba la matriz diagonal D y la matriz
S tales que A = SDS!.
(b) Encuentre A.

(L-17) PROBLEMA 15. Sea A una matriz 2 X 2 tal que (2

0) es un autovector de A

2 .
con autovalor 2, y (7 ) es otro autovector de A con autovalor -2. Si

1

v = (jl> , calcule (A3>'u.

23 /44
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(a) Complete dichas matrices de modo que en los tres casos det A, = 25. Asi, la traza
es en todos los casos igual a 10, y por tanto para las tres matrices el tnico
auto-valor A = 5 estd repetido dos veces (A2 = 25y A+ X\ = 10 implica A = 5).

(b) Encuentre un vector caracteristico con Az = 5. Estas tres matrices no son
diagonalizable porque no hay un segundo auto-vector linealmente independiente
del primero.

(Strang, 2007, ejercicio 27 del conjunto de problemas 5.2.)

(L-17) PrOBLEMA 10. Factorice las siguientes matrices en S D S™1

@a=|i |

OERIH

(Strang, 2007, ejercicio 1 del conjunto de problemas 5.2.)

(L-17) PROBLEMA 11. Encuentre la matriz A cuyos autovalores son 1y 4, cuyos

autovectores son (515) y (f) respectivamente.
(Strang, 2007, ejercicio 2 del conjunto de problemas 5.2.)

(L-17) PROBLEMA 12. Si los elementos diagonales de una matriz triangular superior
de orden 3 x 3 son 1, 2y 7, ipuede saber si la matriz es diagonalizable? ; Quién es D?

(Strang, 2007, ejercicio 4 del conjunto de problemas 5.2.)

(L-17) PROBLEMA 13.

L-17 L-18 L-19

Esquema de la Leccion 18

Esquema de la Leccién 18

® Matrices simétricas A = AT
® Autovalores y autovectores

® Introd. formas cuadrdticas y matrices definidas positivas

L-R

23 /44

L-R
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Matrices simétricas A = AT

ique hay de especial en Ax = Ax cuando A es simétrica?

nxn

1. Los autovalores son REALES
2. n autovectores pueden elegirse PERPENDICULARES

(jsiempre diagonalizable!)

Caso diagonalizable usual:
S'AS=D <+~ A=SDS™

Caso simétrico:
Puedo elegir autovectores ortonormales (columnas de S = Q)

(SiA=AT) A =QDQ!=QDQT Tma. espectral

Diagonalizable ortogonalmente.

25 /44
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E Formas cuadraticas
Forma cuadratica:
xAx; con AT=A
Como A =QDQT (con QTQ =QQT =1), entonces

zAz = xQDQ7z = (Q"z)D(QTx) (suma ponderada de cuadrados)

Forma cuadratica definida positiva:

zAzx >0 VYV #0 = Ai>0, 1=1:n.

entonces también decimos que A es definida positiva.

27 /44
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Autoespacios ortogonales en las matrices simétricas

Los autovectores (correspondientes a autovalores distintos) de una
matriz simétrica son ortogonales.

Demostracién.
Suponga Ax = \ixz y Ay =Xy (con A\ # )\2). Entonces

M-y = Az-y = z(AT)y = zAy = (:c-y)/\g.
Puesto que A1 # A2 necesariamente:

AMlzy)—X(ry)=0 = (Al—)\g)w-y:O = xy=0.

L]
26/ 44
L-17 L-18 L-19 L-R
Matrices definidas positivas
Significado:
xAx >0 (excepto para ¢ = 0)

Algunas propiedades
Suponga A simétrica definida positiva: jlo es también A™'?
A =QDQ"' =QDQT
Suponga A, B simétricas definidas positivas: jlo es A + B?
por tanto la respuesta es. ..

28 /44
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L-17 L-18

L-19

@ Producto de matrices ATA

Supongamos A rectangular. jEs ATA definida positiva?

mXn

z(ATA)x =

Sélo puede ser 0 si Az es 0

i Coémo garantizar que Ax # 0 cuando x # 07

L-17 L-18

L-19

Matrices simétricas definidas positivas

® Todos los autovalores son:

® Todos los pivotes son:
5 2
2 3
Pivotes:

iSigno de los autovalores?

AN —8\+11=0—

A=4+V5>0

L-R

29 /44

L-R
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Matrices simétricas: signo de los autovalores

iSon todos los \; positivos? jSon todos negativos?

Calcular autovalores de A es imposible en general
5%x5

Buenas noticias: Signo de los pivotes de la forma escalonada
coincide con el de los \;

(si no hemos cambiado el signo del determinante con transformaciones
Tipo 1)

ndm. pivotes positivos = nim. autovalores positivos

30/ 44
L-16 L-17 L-18 L-19 L-R
Resumen (para matrices simétricas):
1. Matrices simétricas tienen autovalores reales 'y autovectores
que se pueden elegir perpendiculares
2. A =QDQT con Q ortogonal
3. A es simétricas si y solo si es ortogonalmente diagonalizable.
4. El signo de los autovalores coincide con el de los pivotes!
32/44
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Problemas de la Leccion 18

(L-18) PROBLEMA 1. Escriba las matrices A, B y C en la forma QDQT del teorema
espectral.

@a=15 1
CLEY

@ec=[} 4

(Strang, 2007, ejercicio 11 del conjunto de problemas 5.5.)

(L-18) PROBLEMA 2. Encuentre los autovalores y los autovectores unitarios (de
longitud igual a uno) de

1 1 1
A=1]1 0 O
1 0 O
(Strang, 2003, ejercicio 3 del conjunto de problemas 6.4.)

(L-18) PROBLEMA 3. Encuentre una matriz ortonornal Q que diagonalize la siguiente
matriz simétrica:

1 0 2
A=|0 -1 =2
2 -2 0
32/44
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(L-18) PROBLEMA 6. Sean
0 1 0 O 1 1 1 1
0 0 1 O 11 1 1 1
A’0001’3*11111
1 0 0 O 1 1 1 1
(a) Encuentre los valores caracteristicos de A (recuerde que i2 = —1).
(b) Encuentre los valores caracteristicos de B (en este caso quiza le resulte mas
sencillo encontrar primero los autovectores, y deducir entonces los autovalores).
(Strang, 2007, ejercicio 14 del conjunto de problemas 5.5.)
(L-18) PROBLEMA 7. Si A% = 0 entonces los autovalores de A deben ser
De un ejemplo tal que A # 0. Ahora bien, si A es ademas simétrica, demuestre que
entonces A3 es necesariamente 0.
32/44
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(Strang, 2003, ejercicio 5 del conjunto de problemas 6.4.)

(L-18) PROBLEMA 4. Suponga que A es una matriz simétrica de 3 por 3 con

autovalores 0, 1y 2.

(a) §Qué propiedades pueden garantizarse para los autovectores unitarios u, v y w
correspondientes a los respectivos autovalores 0, 1y 27

(b) En términos de u, v y w, describa el espacio nulo N’ (A), el espacio nulo por la
izquierda N (AT), el espacio fila C (AT) y el espacio columna C (A)

(c) Encuentre un vector @ tal que Az = v + w. {Es Gnico?

(d) i Qué condiciones debemos imponer sobre b para que Az = b tenga solucién?

(e) Si u, v y w son las columnas de S, y v es ortogonal a w; escriba las matrices

S'ySlAS.
(Strang, 2007, ejercicio 13 del conjunto de problemas 5.5.)

(L-18) PROBLEMA 5. Escriba un hecho destacado sobre los valores caracteristicos de
cada uno de estos tipos de matrices:

(a) Una matriz simétrica real.

(b) Una matriz diagonalizable tal que A™ — 0 cuando n — co.
(c) Una matriz no diagonalizable

(d) Una matriz singular

(Strang, 2007, ejercicio 16 del conjunto de problemas 5.5.)
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(L-18) PROBLEMA 8. Sea la matriz

a 1 1
A=1]|0 3 1
0 0 2

(a) Demuestre que A no es diagonalizable cuando a = 3.

(b) iEs A diagonalizable cuando a = 2?7 (explique su respuesta). En caso afirmativo
calcule una matriz diagonal de autovalores D y una de autovectores S tales que
A =SDS™L.

(c) iEs ATA diagonalizable para cualquier valor de a? ;Es posible encontrar una base
ortonormal de autovectores de ATA?

(d) Encuentre todos los valores de a para los cuales existe A™! y ademds la matriz es
diagonalizable.

(L-18) PROBLEMA 9. Sea la matriz
0 1
o=[ 4]

(a) Exprese B en la forma B = A = QDQT del teorema espectral.
(b) iEs B diagonalizable? Si no lo es, diga las razones; y en caso contrario genere una
matriz S que diagonalice a B.

32/44



(L-18) PROBLEMA 10. Suponga que q;, g5 Y q3 forman una base ortonormal de R3y

L-17 L-18 L-19

que A es tal que AQ1 = (170707)1 qu = (07 1707)v y AQ3 = (0707 17)

(a) (0.5P™) Escriba A explicitamente en términos de los vectores q;, @y, q5-

(b) (1Pts) Escriba todos los posibles valores de det A.

(c) Cuéles de las siguientes afirmaciones son correctas: Los autovalores de A tienen
que. ..

® ser nimeros reales.

® ser nimeros reales y positivos.
® ser nimeros imaginarios.

® tener valor absoluto [A| = 1.

L-17 L-18 L-19

Formas cuadraticas
Definida positiva: V& #0 = xAx > 0.
Semi-definida positiva: V& #0 = xAx > 0.
Definida negativa: V& #0 = xAxz <0.
Semi-definida negativa: V& #0 = xAx <0.

Indefinida: ni semi-definida positiva ni semi-definida negativa.

L-R L-16 L-17 L-18 L-19 L-R

Esquema de la Leccién 19

Esquema de la Leccién 19

® Matrices (semi)definidas positivas, (semi)definidas negativas
® Completando el cuadrado

e Diagonalizacién por congruencia

32/44 33/44
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Ejemplo
i Qué nimero debo poner para que la matriz A sea singular?

S

e Autovalores:
® Menores principales:
® Para la forma cuadratica

2 6
qa(z) = xAx = (x, v,) [6 ] <z> =222 + 122y +  o?

i Existe x # 0 tal que xAx = 07
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Ejemplo

.. |2°06 2 6| (x\ 2 742
Si A[G 7} entonces (ac, y,) [6 7} <y>2x +12zy+ 'y

iHay nimeros = y y que hagan x Ax negativa?
iPasa por el origen?

Siy=0yx =1, jes positiva? (jy si x = —17)
Six=0yy=1, jes positiva? (iysiy=—17)

® ;Es siempre positiva?

(0,0, ) punto de silla: minimo en unas direcciones, y maximo en

otras.
—6 6
e () e ()
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Completando el cuadrado
Si pudiéramos expresar ¢(x) como suma de cuadrados, sabriamos
si ¢(x) es defnida positiva.

Completemos el cuadrado!

q(z,y) =202 + 122y + 20y% = 2(x+ ?y)2 + ?
q(z,y) = 202 4+ 122y + Ty?

q(x,y) = 202 4+ 122y + 18y?

q(x,y) = 222 + 122y + 200y  (grafico)

Si definida positiva: q(z,y) = a; a > 0: elipse

L
N

ies
q(z,y, z,w,t) = 2t2 — 2tx — 2tz +w? — 2wy + 222 — 22y + 2y% + 22

definida positiva? @ @ @ @ @ I l | ??? 38/44

L-16

L-17 L-18 L-19 L-R

Ejemplo

A |2 6 2 6| (xz\_, 9 2
Si A= [6 20} entonces (:c, y,) [6 20] <y> = 2z“+12zy+20y

Definida positiva.

Pruebas de que A es definida positiva
® ;Son los menores principales positivos?
® ;Son los autovalores positivos?

ga(x) = xAx >0 para todo x # 0

37/44
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E Matrices congruentes
A y C son congruentes si existe B invertible tal que |C = BTAB
Diagonalizacién por congruencia
Para toda A (simétrica) existe B = (- (invertible) tal que
D =BTAB es diagonal (BT = — 1)

Teorema Espectral: jDiagonalizaciéon por semejanza y congruencia!

D=Q'AQ = Q"AQ.

Toda forma cuadratica se puede expresar como suma de cuadrados

zAx = :L'(B_l)TDB‘lm = yDy; donde y =B lz.
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@ Completar el cuadrado
222 + 122y + 20y
T
2 6| [(=3)1+2] (2 0 2 0],
6 20 6 2 T 0 2’
[(—=3)1+2]

por tanto tenemos que:

IR R R e ey

asi A= (ET)'DE™ vy por tanto

ez = ) |3 4|5 o] o 3] (7) = (& )p (e )

_ <(m + 3y), y,) B (2)] <<x + 3y)> = 2(z + 3y)% + 2y

Yy
40/ 44
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Matrices definidas positivas y elipsoides: ejemplo 3 por 3

® La regién (xAx = a) es un (elipsoide).
® | os autovectores son los ejes principales Q.
® Longitud de los ejes determinada por los autovalores

42 /44
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@ Ejemplo 3 por 3

2 -1 0
iEsA=]—-1 2 —1]| definida positiva?
0o -1 2
T T
2071 0 g (200 0 (2)2es) 2000
-1 2 -1 —/——= 0 3 -—-1|———=10 3 0
T T 4
0 =1 20 (g 10 71 20 [2)24g) 10 0 3

Az = 227 + 2% + 222 — 20y — 22 > 0

a1/44
xAx = 1: (elipsoide) Ejes en la direccién de los autovectores A = QTAQ

L-16 L-17 L-18 L-19 L-R

Otro ejemplo 3 por 3

0 01
iEsA =10 0 O | definida positiva?
1 00

-
0o 0 1 z 2 0 1 —L)i43 2 0 0 T 2 0 0

{ 0 01 } (34 { 20l } [( 22 ] { 2o } 229 { P R }
1 0 O [(1)3+1) 1 0 0 [(_% 1+3} o o -1 2=3] 0 0 0

Matriz indefinida
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@ “Clasificacién” de formas cuadraticas

xAx =0; paratodox #0

VIIA

Métodos
Mirar el signo de

1. Elem. diag.: D = BTAB

(Diagonalizacién por congruencia) ©)

2. Calcular los autovalores: (Ral’ces de un poIinomio) ®

3. Menores principales: (Critero de Sylvester) &

Ley de inercia

el nimero de componentes positivas, negativas y nulas de la
diagonal de D es un invariante de A, i.e., no depende de B

(La diagonalizacién ortogonal D = QTAQ es un caso especial)
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(L-19) PROBLEMA 3. jCuales de la siguientes matrices tienen dos autovalores
positivos? Pruebe a > 0y ac > b? (determinante mayor que cero); no calcule los
autovalores. xAx < 0.

a-fp ]
O -
() €= _110 11000}
(d) D= :110 11001}

(Strang, 2007, ejercicio 14 del conjunto de problemas 6.1.)

(L-19) PROBLEMA 4. Demuestre que f(z,y) = 22 + 4zy + 3y? no tiene un minimo
en (0,0) a pesar de que todos sus coeficientes son positivos. Escriba f(x,y) como una
diferencia de cuadrados y encuentre un punto (z,y) donde f(z,y) sea negativa.
(Strang, 2007, ejercicio 16 del conjunto de problemas 6.1.)

(L-19) PROBLEMA 5. Demuestre a partir de los valores caracteristicos que si A es
definida positiva, entonces también lo son A2 y Al
(Strang, 2007, ejercicio 4 del conjunto de problemas 6.2.)
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Problemas de la Leccion 19

(L-19) ProBLEMA 1. Decida si las siguientes matrices son definidas positivas, y
escriba las formas cuadraticas f = £ Ax correspondientes:

@5 2
Ol
@ | ’
@[5 2

(e) El determinante del apartado (b) es cero; ¢a lo largo de que recta se verifica que
en todos sus puntos f(z,y) = 0?

(Strang, 2007, ejercicio 2 del conjunto de problemas 6.1.)
(L-19) PROBLEMA 2. §Cudl es la forma cuadrética f = ax? + 2bzy + cy? para cada

una de las siguientes matrices? Complete el cuadrado con la finalidad de escribir f
como una suma de uno o dos cuadrados d1( )2 +da( ).

@a=l; 4

o=}

(Strang, 2007, ejercicio 15 del conjunto de problemas 6.1.)

44/ 44
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(L-19) PROBLEMA 6. Sean las formas cuadrdticas
q(z,y,2) = z% 44y +522 — day.
@(z,y,z) = —x?4+4y°+ 22 + 2zy — 2azz.
(a) Demuestre que ¢1(z,y, z) es semi-definida positiva.
(b) Halle, si existiese, un valor de a de manera que g2(z,y, z) sea definida negativa.
(L-19) PROBLEMA 7. Decida si las siguientes matrices son definidas positivas o no.
2 -1 -1
(@)A=|-1 2 -1
-1 -1 2
2 -1 -1
byB=|-1 2 1
-1 1 2
o 1 2]°
(c)C=1(1 0 1
2 1 0
(Strang, 2007, ejercicio 2 del conjunto de problemas 6.2.)
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(L-19) ProBLEMA 8. Clasifique la forma cuadrdtica (ie., definida positiva, negativa,
semidefinida, no definida, etc.)

q(z,y,2) = 2° + 62y + y* + az?;
en funcién del pardmetro a.

(L-19) PROBLEMA 9. Si A = [¢ b] es definida positiva, pruebe que A™! es definida
positiva.
(Strang, 2007, ejercicio 8 del conjunto de problemas 6.1.)

(L-19) PROBLEMA 10. Si una matriz simétrica de 2 por 2 satisface a > 0, y ac > b2,
demuestre que sus autovalores son reales y positivos (definida positiva). Emplee la
ecuacién caracteristica y el hecho de que el producto de los autovalores es igual al
determinante.

(Strang, 2007, ejercicio 3 del conjunto de problemas 6.1.)
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(L-19) PROBLEMA 13. Demuestre que si A y B son definidas positivas entonces
A + B también es definida positiva. Para esta demostracién los pivotes y los valores
caracteristicos no son convenientes. Es mejor emplear (A + B)z > 0
(Strang, 2007, ejercicio 5 del conjunto de problemas 6.2.)
(L-19) PROBLEMA 14. Factorice las siguientes matrices simétricas en la forma
L-D-L".
(a)
1 1 1 1
1 2 3 4
1 3 6 10
1 4 10 20
(b)
1 1 1 1
1 2 2 2
1 2 3 3
1 2 3 4
(L-19) PROBLEMA 15. La forma cuadratica f(z,y) = 3(x + 2y)? + 4y? es definida
positiva. Encuentre la matriz A, factoricela en LDLT, y relacione los elementos en D
yLcon3,2y4en f.
(Strang, 2007, ejercicio 9 del conjunto de problemas 6.1.)
44 /44
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(L-19) PrROBLEMA 11. Decida si las siguientes matrices son definidas positivas,
definidas negativas, semi-definidas, o indefinidas.

1 2 3
(a)A=1]2 5 4

3 4 9

1 2 0 0

2 6 -2 0
C)B=1y 5 5

0 0 -2 3
(e)C=-B
(d)D=A"

(L-19) PROBLEMA 12. Una matriz definida positiva no puede tener un cero (o incluso
peor; un niimero negativo) en su diagonal principal. Demuestre que esta matriz no
cumple Az > 0, para todo  # 0:

4 1 1 x1
(xl x9 a:d) 1 0 2 T2 no es positiva cuando (acl ) xd):( )
1 2 5 x3

(Strang, 2007, ejercicio 21 del conjunto de problemas 6.2.)
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(L-19) PROBLEMA 16. Considere las siguientes matrices

OO =N

O O N

Q@ Q OO

QO OO
<

(o]

Il
(=R )
O N =
= o O

Se pide:

(a) (0.5P*) Calcule los autovalores de la matriz A.

(b) (0.5P*) Prueba que si a = 2 la matriz A NO es diagonalizable.

(c) (1P*) Para la matriz B, encuentre una matriz diagonal D y una matriz P tal que
B =PDPT.

(d) (0.5P*) Obtenga la expresién polinémica de la forma cuadrética asociada a la
matriz B y pruebe que es definida positiva.

(L-19) PROBLEMA 17. Dada la matriz A = (‘g Z:) , calcule valores (si existen) de a

y b para los cuales

(a) (0.5P*) La matriz A es orto-normal.

(b) (0.5P*) Las columnas de la matriz A son independientes.
(c) (0.5P*) X\ =0 es un autovalor de A.

(d) (0.5P*) A es simétrica y definida negativa.
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(L-19) PROBLEMA 18.

(a) Obtenga la matriz Q asociada a la forma cuadrética
q(z,y,2) = 22 + 2xy + ay® + 822 y clasifique la matriz Q (es decir, diga en que
casos la matriz es no definida, definida o semidefinida, de manera positiva o
negativa) para el caso en el que a es igual a uno (a = 1).

(b) Clasifique la matriz Q cuando a # 1.

44 /44
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(f) Si 1 es el tnico autovalor de una matriz A de orden 2 X 2, entonces A
necesariamente tiene que ser la matriz identidad I.

(L-Op1-2) PROBLEMA 3. complete los blancos, o responda Verdadero/Falso.

(a) Cualquier sistema generador de un espacio vectorial contiene una base del espacio

(V/F)

(b) Que los vectores v,, v,, ..., v, sean linealmente independientes significa que

(c) El conjunto que sdlo contiene el vector 0 es un conjunto linealmente
independiente. (V/F)

(d) Una matriz cuadrada de orden n por n es diagonalizable cuando:

e)Siu =

1,2,—1,1), entonces ||u|| =
f)Siu=(1,2-1,1

,2,—1,1) y v = (—2,1,0,0), entonces u - v =

—_———
—~—
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Problemas de la Leccion opcional 2

(L-OPT1-2) PROBLEMA 1. Considere la matriz

= O ==
oo Q
o= OO
[=NeNen

0.5P®) Demuestre que A es invertible si y sélo si a # 0.

0.5P®) jEs la matriz A definida positiva cuando a = 17 Justifique su respuesta.
1Pts) Calcule A™! cuando a = 2.

0.5P*) ; Cuantas variables pueden ser tomadas como exdgenas (o libres) en el
istema Az = 0 cuando a = 0?7 ;Cuales?

0N~~~ ~~~

(L-Opt-2) PROBLEMA 2. Verdadero o falso (puntuardn aquellas respuestas
correctamente justificadas; una respuesta que se limite a indicar la falsedad o
veracidad de cada afirmacidn tendra una calificacién de cero puntos)

(a) Si A es simétrica, entonces A2 también lo es.

(b) Si AZ = A entonces (I — A)2 = (I — A) donde | es la matriz identidad.

(c) Si A =0 es un autovalor de la matriz cuadrada A, entonces el sistema de
ecuaciones Axz = 0 es compatible determinado.

(d) Si A =0 es un autovalor de la matriz cuadrada A, entonces el sistema de
ecuaciones Ax = b puede ser incompatible.

(e) Si una matriz es ortogonal (columnas perpendiculares y de norma uno) entonces
su inversa también es ortogonal.

44/44
L17 L-18 L-19 LR
(L-OpT-2) PROBLEMA 4. En las preguntas siguientes A y B son matrices n X n.
Indique si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas (incluya una breve
explicacidn, o un contra ejemplo que justifique su respuesta):
(a) Si A no es cero entonces det(A) # 0
(b) Si det(AB) # 0 entonces A es invertible.
(c) Si intercambio las dos primeras filas de A sus autovalores cambian.
(d) Si A es real y simétrica, entonces sus autovalores son reales (aqui no es necesaria
una justificacion).
(e) Si la forma reducida de echelon de (A — 51) es la matriz identidad, entonces 5 no
es un autovalor de A.
(f) Sea b un vector columna de R™. Si el sistema Az = b no tiene solucién, entonces
det(A) #0
(g) Sea C de orden 3 x 5. El rango de C puede ser 4.
(h) Sea C de orden n X m, y b un vector columna de R™. Si Cz = b no tiene
solucién, entonces rg (C) < n.
(i) Toda matriz diagonalizable es invertible.
(j) Si A es invertible, entonces su forma reducida de echelon es la matriz identidad.
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(L-OpT-2) PROBLEMA 5. Sean

1 2 -1 1 1 3 1 05 2 3 0
A=|0 -3 4|; B=|1 1 3/; c=]0 0 4/; D=1{3 2 0
0o 0 5 0 0 2 0 0 6 0 0 1

Los autovalores de B son 0 y 2. Use esta informacién para responder a las siguientes
cuestiones. Para cada matriz debe dar una explicaciéon. Puede haber mas de una
matriz que cumpla la condicién:

(a) §Qué matrices son invertibles?

(b) i Qué matrices tienen un autovalor repetido?

(c) §Qué matrices tienen rango menor a tres?

(d) i Qué matrices son diagonalizables?

(e) iPara qué matrices diagonalizables podemos encontrar tres autovectores
ortogonales entre si?

(L-OpT-2) PROBLEMA 6. Sea la matriz

= O
= O N O
O = OO
= O O O

(a) Calcule los autovalores y autovectores de A.
(b) iEs A diagonalizable?
44/44

L-17 L-18 L-19 L-R

(a) ¢Cuéles son sus espacios columna C (A) y espacio nulo N (A)? (no responda con
la definicién, diga qué conjunto de vectores compone cada espacio).
(b) Suponga que A puede ser factorizada en A = LU:

1 0 0] [uir w2 w3
A=1|5 1 0 0 ul2 U3
7 3 1 0 0 u13

Describa el primer paso de eliminacidén en la reduccién de A a U. jporqué sabe
que U es también una matriz invertible? ;Cuanto vale el determinante de A7

(c) Encuentre una matriz particular de dimensiones 3 x 3 e invertible A que no pueda
ser factorizada en la forma LU (sin permutar previamente las filas). ;Qué
factorizacién es todavia posible en su ejemplo? (no es necesario que realice la
factorizacién). ;Cémo sabe que su matriz A es invertible?

Strang, G. (2003). Introduction to Linear Algebra.
Wellesley-Cambridge Press, Wellesley, Massachusetts. USA,
third ed. ISBN 0-9614088-9-8.

Strang, G. (2007). Algebra Lineal y sus Aplicaciones. Thomsom
Learning, Inc, Santa Fe, México, D. F., fourth ed. ISBN
970686609-4.
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(c) ¢Es posible encontrar una matriz P tal que A = PDPT, siendo D una matriz
diagonal?
(d) Calcule |A™1].

(L-OPT-2) PROBLEMA 7. Sea A una matriz3 x3ysean Ay =1, Ao =2y A3 =—1
sus autovalores. Sean v; = (1,0,1)T y vy = (1,1,1)7 los autovectores asociados a A1
y Az.

(a) iEs A diagonalizable?

(b) iPodria ser v4 = (—1,0,—1)T un autovector asociado al autovalor A3 = —1.

(c) Calcule A(v, —v,).

(L-Op1-2) PROBLEMA 8.

(a) (0.5P*) Encuentre un sistema lineal homogéneo Az = 0 cuyas soluciones sean

eR* Ja, 8,7 € R tales que + 8

SRS IS
SRS SRS )
Il
Q
— =0
== O
=]

(b) (0.5P*) Si el polinomio caracteristico de la matriz A es
p(A) = A% 4 32* — 24)3 + 28)2 — 3\ + 10, encuentre el rango de A.

(L-OpT1-2) PROBLEMA 9. Suponga una matriz cuadrada e invertible A .

nxn
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