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Leccion 2. El lenguaje geométrico del curso (parte 1)

Marcos Bujosa

19 de septiembre de 2026

Resumen
Vectores en R”, producto escalar y norma

o (slides) — (html) — (pdf)

1 Qué haremos en la leccion de hoy y por qué

e Leccién enteramente matematica: ni datos, ni regresion, ni econometria.
o Objetivo: fijar el lenguaje en el que se formulara todo el curso.
o Tres ideas a fijar:

1. Vector = lista ordenada de niimeros reales.

2. Operaciones componente a componente.

3. Producto escalar — norma — “longitud” del vector.

« Los dibujos serdn esqueméticos, en R? o R?; los calculos valen en R™ para cualquier n.

Qué haremos en la leccién de hoy y por qué

En la leccién anterior quedé establecido que los datos econémicos con los que vamos a trabajar
pueden representarse como listas ordenadas de n numeros reales, es decir, como vectores de R™.
Toda la econometria del curso consistird en hacer operaciones con estos vectores y en interpretar
geométricamente esas operaciones. Por eso, antes de seguir, necesitamos asentar el lenguaje en el
que vamos a trabajar.

La leccién de hoy es enteramente matematica. No veremos econometria, no veremos datos, no
veremos regresion. Veremos vectores como listas de nimeros y las operaciones que se hacen con ellos
componente a componente. La recompensa de esta inversién inicial llegard pronto: a partir de la
leccion 4, las formulas de la estadistica y de la regresion empezaran a aparecer como consecuencias
naturales — casi inevitables — de la geometria que hoy introducimos.

Licencia: Creative Commons Attribution-ShareAlike 4.0 International (CC BY-SA 4.0).


https://mbujosab.github.io/PEconometria/Transparencias/S02-Lecc02.slides.html
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Una advertencia sobre el método. A lo largo del curso recurriré con frecuencia a dibujos. Los
dibujos seran esquematicos y necesariamente en R? o R3, porque son los tnicos espacios que pode-
mos representar fielmente sobre un papel. Pero todo lo que hagamos con ellos seguira siendo valido
en R™ para cualquier n, simplemente porque las definiciones y férmulas en R™ son las mismas que
en R? y R3. El dibujo es una ayuda para fijar la intuicién; el cilculo es lo que sostiene el rigor.

2 Vectores como listas de niimeros

Un vector de R™ es una lista ordenada de n niimeros reales:
x = (r1,22,...,Ty).
e Cada z; es su i-ésima componente.
e Dos vectores son iguales si y solo si sus listas son idénticas.
» En los dibujos: flecha desde el origen al punto de coordenadas (z1,...,Z,).

Recuerde: El vector es la lista de niimeros. La flecha es solo un modo de representar el vector
como un punto en el espacio.

Vectores como listas

Un vector de R™ es una lista ordenada de n niimeros reales. Lo escribiremos en negrita:
T = (:1:173:27 s )xn)7

donde cada x; es un ntmero real llamado componente i-ésima del vector. Dos vectores son iguales
si y solo si tienen la misma dimensién y coinciden componente a componente.

Geométricamente, podemos pensar en @ como un punto del espacio R™ cuyas coordenadas son
precisamente x1, ..., Z,. En los dibujos lo senalaremos mediante una flecha que parte del origen de
coordenadas y termina en ese punto. La flecha es una convencion visual para identificar el punto,
no una entidad con “médulo” y “direccién” preexistentes: el vector es la lista de niimeros; la flecha
es solo el modo cémodo de senalar el punto en su representacion grafica.

Esta vision es importante mantenerla. Quiza le hayan contado en bachillerato que un vector
es un “segmento orientado con maédulo, direccién y sentido”. Para nuestros propositos, esa imagen
es poco util y a veces engafiosa. Trabajaremos con vectores como listas de niimeros sobre las que
se hacen operaciones componente a componente, y la geometria aparecerd como una manera de
visualizar esas operaciones, no como la definicién de lo que el vector es.

El vector y = (1,4,2,5,7) € R® es la lista (1,4,2,5,7). No podemos dibujar y porque no
tenemos coémo representar visualmente R® (con sus cinco ejes perpendiculares de coordenadas),
pero podemos operar con €l igual que con x.

Para profundizar:
o Strang, G. (2016). Introduction to Linear Algebra (5% ed.), seccién 1.1. Lectura amable.

o Video: Vectors, what even are they? de 3BluelBrown (capitulo 1 de Essence of Linear Alge-
bra). Diez minutos.


https://www.youtube.com/watch?v=fNk_zzaMoSs

Z2

x = (3,2)

x1

Figura 1: Ejemplo. El vector & = (3,2) € R? es la lista (3,2), que corresponde al punto del plano
con primera coordenada 3 y segunda coordenada 2.

e Bujosa, M. Curso de Algebra Lineal: lista de reproduccién. Videos introductorios sobre vec-
tores y operaciones.

3 Suma y producto por escalar

Paraz,y e R"ya e R:

c+y=(r14+y1, ---y Tn+Yn), ax = (ary, ..., QTy).
e Solo se suman vectores con la misma cantidad de componentes.
e Propiedades: conmutativa, asociativa, neutro 0, opuesto —x.
« Visualizacién en R?:
— suma — regla del paralelogramo (truco visual);

— producto por escalar — alargar/acortar/invertir la flecha.

Operaciones componente a componente: suma y producto por escalar

Sobre los vectores de R™ se definen dos operaciones bésicas, ambas componente a componente.
Son las Unicas operaciones algebraicas que vamos a necesitar de momento.

e 3.1 Suma de vectores. Dados dos vectores con la misma cantidad de componentes, x =

(1,...,2n) €y = (Yy1,...,Yn), Su suma es el vector cuyas componentes son las sumas de
las componentes correspondientes:

x+y=(r1+y, x2+y2 .., Tn+Yn)

La suma solo estd definida entre vectores con la misma cantidad de componentes: no tiene
sentido sumar un vector de R? con uno de R>.

La suma de vectores hereda las propiedades de la suma de nimeros reales:


https://www.youtube.com/playlist?list=PLA94O6zqDj0VREglVLepuCd0d8F0d-rnL

Es conmutativa: € +y =y + .

— Es asociativa: (x +y)+z=x+ (y + 2).

— Tiene elemento neutro, el vector cero 0 = (0,...,0).

— Cada vector x tiene un opuesto —x = (—z1,...,—x,) tal que ¢ + (—x) = 0.

Estas propiedades no las demostraremos: son consecuencia inmediata de las propiedades ana-
logas para los niimeros reales aplicadas componente a componente.

Visualmente, en R? o R3, la suma admite una representacién cémoda mediante la regla del
paralelogramo. Si dibujamos los dos vectores como flechas desde el origen y completamos el
paralelogramo que tienen por lados, la diagonal desde el origen sefiala el punto correspondiente
a x +y. Esta representacion es un truco visual: la flecha del segundo vector se traslada hasta
la cabeza del primero, vulnerando momentaneamente la regla de que las flechas parten del
origen. Es un atajo cémodo, no la definicién.

T2

x=(2,1)

T

Figura 2: Ejemplo con « = (2, 1), y=(1,2), x+y=(33).

o 3.2 Producto de un vector por un escalar. Dado = (z1,...,%,) y un nimero real a (llamado
escalar), su producto es el vector cuyas componentes son las de & multiplicadas por «:

ax = (ary, are, ..., aTy).

Si a > 1, el vector resultante apunta al mismo punto en una direcciéon “mas lejana” desde el
origen; si 0 < a < 1, a un punto “maés cercano”; si a« = 0, obtenemos el vector cero; si a < 0,
el vector resultante apunta en sentido contrario.

Las propiedades del producto por escalar son las habituales:

Es distributivo respecto de la suma de vectores: a(x +y) = ax + ay.
— FEs distributivo respecto de la suma de escalares: (o + f)x = ax + [x.

— Es asociativo: a(fx) = (af)x.

Tiene elemento neutro, el nimero uno: 1l = x.



T2

T1

0 = (0,0)

Figura 3: Ejemplo con x = (2,1), 2z = (4,2), —%w = (-1, —%)
De nuevo, son consecuencia directa de las propiedades analogas en R.

4 Combinacién lineal

Para vectores vq,...,v; € R" y escalares aq,...,ar € R:

QU] + QU2 + -+ + QU
e Es el objeto central del curso.

o Awance: el ajuste por regresién serd una combinacion lineal de los regresores; los a;; serdn los
coeficientes estimados por MCO (minimos cuadrados ordinarios).

Usaremos L(v1,...,v) para denotar el conjunto de todas las posibles combinaciones lineales
que se pueden formar con los k vectores v1,...,v,. En general, dicho conjunto es infinito.

Combinacion lineal

Usaremos la notacién L(v1,...,v) para designar el conjunto de todas las posibles combinacio-
nes lineales que se pueden formar con los vectores v, ..., vg:
ﬁ(vl,...,vk) = {041’01 + -+ OV Oy, ..., 0 € R}.

En general, este conjunto es infinito (hay infinitas elecciones posibles de los escalares). Por ejemplo,
L(v), el conjunto de todos los multiplos de un dnico vector v, es geométricamente una recta en
R™ que pasa por el origen. En la leccién 4 veremos que la media aritmética se obtiene proyectando
sobre £(1), la recta de los vectores constantes.

Para profundizar:
o Strang, G. (2016), seccién 1.1.

o Video: Linear combinations, span, and basis vectors de 3BluelBrown (capitulo 2). 12 minutos.


https://www.youtube.com/watch?v=k7RM-ot2NWY

e Bujosa, M. Curso de Algebra Lineal: videos sobre operaciones con vectores y combinaciones
lineales en la lista de reproduccién.

5 Producto escalar: (x,y)

Para x,y € R"™ (espacio euclideo) el producto escalar usual es:

n
(T, y), =Ty =)z
=1

o Entrada: dos vectores, * e y. Salida: un nimero real.
e Propiedades:
— Simetria: (z, y) = (y, ).
— Linealidad en cada argumento.
— Definido positivo: (&, ) > 0, con igualdad solo si = 0.

Ejemplo: ¢ = (3,-1,2), y = (1,2,3) = (z, y). = 2.

Producto escalar

Las operaciones que acabamos de ver — suma y producto por escalar — permiten combinar
vectores, pero no nos dicen nada sobre las relaciones geométricas entre ellos: cuanto miden, qué
angulo forman, si son perpendiculares. Para abordar estas cuestiones necesitamos una operacion
nueva, el producto escalar.

El producto escalar usual®, (x, y) ., de dos vectores &,y € R™ (también llamado producto punto,
producto interior estandar o, en inglés, dot product) es el ntimero real que se obtiene multiplicando
sus componentes correspondientes y sumando todos los productos:

n
(@, y), =@ -y =191+ T2y2 + - + Tuln = Y_ Tilhi-

=1

Atencién a un punto importante de notacién: aunque el simbolo “-” se parece al de la multiplicacién

de ntimeros, el producto escalar de dos vectores es un numero real, no un vector. Toma como entrada
dos listas de nimeros y devuelve un tinico niimero. Por eso se llama “escalar” (de escala, nimero): el
resultado vive en R, no en R™. Un tltimo aviso sobre el punto: lo nombro aqui, y solo aqui, porque
es la notacién que encontrard en la mayoria de los textos; pero la notacion de trabajo de este curso
serd siempre (-, -) con su subindice. El motivo es que el subindice recuerda con qué convenio estamos
midiendo, y esa sera la clave de todo el curso: la misma estructura geométrica reaparecera en el
espacio euclideo usual (subindice €), al operar como en estadistica dividiendo por n (subindice s)
y, mas adelante (leccion 9), al trabajar con variables aleatorias.

o Propiedades El producto escalar tiene cuatro propiedades fundamentales, todas ellas demos-
trables aplicando componente a componente las propiedades de la suma y el producto por
escalares en R:

!m4s adelante veremos que hay otros productos escalares; por ejemplo, en estadistica se usa: (z,y), = %(w, Y),-


https://www.youtube.com/playlist?list=PLA94O6zqDj0VREglVLepuCd0d8F0d-rnL

4.

. Simetria: (x, y) = (y, x). El orden no importa.

. Linealidad en cada argumento: para todo «, 8 € R y todos x,y,z € R",

((ax + By), z) = alz, z) + By, z).

Por simetria, lo mismo vale en el segundo argumento. Esta propiedad es la que permi-
tird, més adelante, manipular expresiones como ((y — ), x) y separarlas en sumandos
manejables.

. Positivo: (x, x) > 0. Es decir, el producto escalar de un vector consigo mismo es siempre

no negativo. Por ejemplo, con el producto escalar usual (z, x). = >" ;22 > 0.

Definido: (x, ) = 0 si y solo si & = 0. Es decir, solo se anula para el vector cero.

Las propiedades tercera y cuarta nos permiten definir una norma a partir del producto escalar,
como veremos en la seccién siguiente.

« Ejemplo numérico Sean = = (3,—-1,2,4) € R* y y = (1,2,0,—1) € R*. Su producto escalar
usual es:

(@, y)e=3-1+(-1)-2+2-04+4-(-1)=3-240—-4=-3.

El namero —3 no tiene, por si solo, una interpretacion geométrica inmediata. Su signo y
magnitud cobraran sentido en la préxima leccién, cuando lo conectemos con el dngulo entre
vectores. De momento basta con saber calcularlo.

Para

profundizar:
Strang, G. (2016), seccién 1.2.

Video: Dot products and duality de 3BluelBrown (capitulo 9). Catorce minutos, espe-
cialmente recomendable para entender por qué el producto escalar mide “proyeccién”.

Bujosa, M. Curso de Algebra Lineal: videos sobre el producto escalar en la lista de
reproduccion.

6 Norma de un vector: ||z| = /(x, x)

lz]le = /(. ), = /a2

Z2

v = (y1,92,¥3,)

Y2
——

- -
A

I
I
(!/17 Y2, 0 >


https://www.youtube.com/watch?v=LyGKycYT2v0
https://www.youtube.com/playlist?list=PLA94O6zqDj0VREglVLepuCd0d8F0d-rnL
https://www.youtube.com/playlist?list=PLA94O6zqDj0VREglVLepuCd0d8F0d-rnL

En R3: Pitagoras dos veces (plano + altura) = |ly||? = y§ + v3 + v3.

En R™: la misma expresion, por analogia. Ejemplo: ||(1,—2,2,4)| = v/25 = 5.

Norma o longitud de un vector:

zl| = V{z, )
Definicién a partir del producto escalar.?

La norma (o longitud) de un vector € R™ se define como la raiz cuadrada del producto escalar

de x consigo mismo:
]| = \/(z, =).

La raiz cuadrada esté bien definida porque, por la propiedad de positividad, (x, ) > 0.

En el caso particular del producto escalar usual tenemos:

HwHe:\/<CE, :13>€: \/x%+x%+...+$%'

,Por qué llamamos a esto “longitud”? La razén es el teorema de Pitagoras, que usted conoce
tanto para R? como para R3.

En R? un vector & = (1, 73) corresponde al punto del plano cuyas coordenadas son (z1,22). Sus
componentes son los catetos del tridngulo rectangulo cuya hipotenusa va del origen a ese
punto. Por Pitagoras:

jzl2 =2 +23 = |zle =2} + 23 = /(2 @),

En R? el vector y = (y1, %2, y3) se proyecta primero sobre el plano horizontal: esa proyeccién tiene

longitud 4/y? + y2. La proyeccién de y en el plano horizontal y la componente vertical ys
forman un nuevo tridngulo rectdngulo cuya hipotenusa es y. Aplicando Pitagoras dos veces:

2
Iyl = (Voi+13) +i =+ +d = llyll= sl +3+13 =\ v).

En R™ para n > 3 no podemos dibujar, pero extendemos la definicion por analogia: la misma

expresiéon /(x, x), = 1/2:512 vale en cualquier dimensién. Esta extensién no es arbitraria:

es la tnica que preserva las propiedades de la longitud en R? y R? (positividad, escalado,
desigualdad triangular).

Una nota sobre el rigor mateméatico seguido en esta segunda leccién. En la leccién 3, una vez
introducida la ortogonalidad, demostraremos el teorema de Pitagoras en R” sin necesidad de ningtn
dibujo. Aqui lo usamos como andamio intuitivo —dado por conocido en bajas dimensiones—; alli
lo probaremos con plena generalidad.

2Sobre la notacién: el titulo de la transparencia escribe la norma de forma genérica, ||x|| = +/(x, ), para subrayar
que la propia nocién de norma no depende de qué producto escalar concreto se use, sino solo de sus propiedades
abstractas (simetria, linealidad, positividad definida). El producto escalar euclideo (x,y), que empleamos en esta
leccién es solo un caso particular —el mas habitual— de esa nocién general; por eso, en cuanto pasamos al célculo
explicito, escribimos ||| = \/(x,x)_, con el subindice e de “euclideo”. Esta alternancia entre notacién genérica
(sin subindice) y casos particulares (con subindice) se mantendra durante todo el curso: el subindice s del producto
escalar “estadistico” aparecerd ya en la préxima seccién de esta misma leccién, y se formalizard con todo detalle en
la leccién 4.



Propiedades de la norma

A partir de las propiedades del producto escalar se deducen las propiedades fundamentales de
la norma:

1. No negatividad: ||x| > 0, con igualdad si y solo si = 0.

2. Homogeneidad: ||az| = |af - ||| para todo a € R. Multiplicar un vector por un escalar
multiplica su longitud por el valor absoluto del escalar.

3. Desigualdad triangular: || + y|| < ||z| + ||y||. La longitud de la suma no supera la suma de
las longitudes. La demostraremos cuando dispongamos de la desigualdad de Cauchy—Schwarz,

en la leccién 3.
Ejemplo numérico

Para el vector x = (1,—-2,2,4) y el producto escalar usual:

IIwHeZ\/12+(—2)2+22+42= 1+4+4+16=1+25=05.

La longitud de este vector de R* es exactamente 5. No podemos visualizarla, pero podemos calcularla
con la misma soltura que en R2.

Para profundizar:
o Strang, G. (2016), seccién 1.2.

e Bujosa, M. Curso de Algebra Lineal, capitulo 11, seccién “Longitud de un vector en R? y en
R3”: libro online.

7 Hay mas de una forma de medir

,Coémo medir la distancia entre dos ciudades? — ;km en linea recta? ;jkm carretera? ; duraciéon
del viaje? jcoste?...

En matematicas:
o Productos escalares distintos dan medidas diferentes, pues: ||z|| = \/(z, x)

En estadistica: (x,y), = %(w,y%:

o Norma euclidea: ||| = \/(x, x), = \/Z z? (la norma mds habitual).

o Norma “estadistica™: ||x||s = \/(az, x), = \/% > a2,

i Por qué dos normas? Llamaremos 1 = (1,1,...,1) € R™ al vector cuyas n componentes son
todas iguales a 1. Con la norma euclidea, ||1|lc = \/n, depende de n. En estadistica querremos que
|1]|s = 1 siempre.

¢ Volveremos sobre esto en la leccion 4.
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Hay mas de una forma de medir

Conviene, ya en esta leccion, plantar una idea que reaparecerda mas adelante: la longitud que
acabamos de definir no es la dnica forma sensata de medir un vector.

Para entenderlo, piense por un momento en cémo medimos distancias en la vida real. Entre dos
puntos de una ciudad podemos hablar de:

o la distancia en linea recta, que un pajaro recorreria volando;

e la distancia por carretera, sumando los tramos de la ruta maés corta;

e el tiempo necesario para ir andando, en coche o en transporte piiblico;
e el coste econdmico del trayecto.

Todas son maneras legitimas de medir “cudn separados” estan dos puntos, y cada una es apro-
piada para un propésito distinto. En R™ ocurre algo andlogo: existen varias normas, todas con las
mismas propiedades formales (no negatividad, homogeneidad, desigualdad triangular), y la eleccién
depende de lo que se quiera enfatizar.

La norma que hemos definido — la norma euclidea, derivada del producto escalar usual — es
la eleccion por defecto. Pero en estadistica aparece de manera natural otra forma de medir, que
difiere de la euclidea por un factor de 1/n:

]ls = /{2, ), =

La motivacién es importante. Si tomamos el vector constante 1 = (1,1,...,1) € R™, su norma
euclidea es \/n, que depende del tamano de la muestra. Esto es un inconveniente en estadistica,
donde queremos que magnitudes como la media o la varianza tengan un valor independiente de
cuantas observaciones tengamos. Con la norma “estadistica” anterior, el vector 1 tiene siempre
norma 1, sea cual sea n.

No vamos a usar esta segunda norma de manera sistematica hasta la lecciéon 4, cuando hagamos
el puente entre la geometria y los conceptos estadisticos (media, varianza, covarianza). Pero conviene
saber, desde ahora, que la dualidad existe. Explica, por ejemplo, una rareza que algtun dia le llamara
la atencién: en los textos de econometria, el coeficiente R? se escribe a veces como un cociente de
sumas de cuadrados (SEC/STC) y otras veces como un cociente de warianzas. La equivalencia
entre ambas formulaciones se debe precisamente a que las dos normas (la euclidea y la estadistica)
difieren solo en un factor multiplicativo que se cancela al hacer el cociente.

Quédese con la idea de fondo: medir no es algo tnico; es una eleccién que se hace en funciéon
del problema. La euclidea es la opcién natural en geometria; la estadistica, con su factor 1/n, es
la opcién natural cuando los componentes del vector son observaciones que queremos resumir en
promedio.

Para profundizar:

o Strang, G. (2016), seccién 1.2, ejercicios sobre normas alternativas.
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o Sobre normas en general, una introduccién accesible: articulo de Wikipedia (en inglés; el
equivalente en castellano es menos completo).

8 Recapitulacion

Conceptos de espacio vectorial

Idea Férmula matematica / expresion algebraica
Vector x=(x1,...,7p) €R"
Suma (x+y)i=xi+yi

Producto por escalar (ax); = az;
Conceptos de espacio euclideo

Idea Férmula matemédtica / expresion algebraica
Producto escalar usual (T, Y) . = > Tiyi
Producto escalar en estadistica (x,y), = %(w, Y), = % S wiy;

Norma euclidea lx|le = \/(x, @),

Norma en estadistica lx|ls = \/(x, ),

Préxima leccién: dngulo entre vectores, ortogonalidad y —con demostracion— el teorema de
Pitdgoras en R™. Con esto quedara completo el lenguaje geométrico del curso.

Recapitulacion
Lo que conviene retener de esta leccién es modesto pero esencial:

1. Un wvector de R™ es una lista ordenada de n nimeros reales. Lo escribimos en negrita y lo
identificamos geométricamente con el punto del espacio cuyas coordenadas son los nimeros
de la lista.

2. Sobre vectores se opera componente a componente: la suma y el producto por escalar se
definen sumando o multiplicando componente a componente. Una combinacién lineal es la
mezcla de ambas operaciones.

3. El producto escalar de dos vectores es el nimero que resulta de multiplicar componente a
componente y luego sumar dichos productos. Es simétrico, lineal en cada argumento y no
negativo cuando se aplica a un vector consigo mismo.

4. La norma euclidea de un vector es la raiz cuadrada del producto escalar del vector consigo
mismo. Coincide en R? y R? con la longitud que da el teorema de Pitigoras —dado aqui por
conocido— y la extiende, por la misma férmula, a R™. En la leccion 3 demostraremos ese
teorema en R” con rigor.

5. Existen otras normas ademdés de la euclidea. En estadistica usaremos una norma con un
factor 1/n que hace que el vector constante 1 tenga siempre norma 1. Las dos normas son
equivalentes para los cocientes (como el R?), pero difieren en la magnitud de los valores.

En la proxima leccién anadiremos a este aparato dos conceptos nuevos — el dngulo entre vectores
y la ortogonalidad — y demostraremos el teorema de Pitdgoras en R™. Con ellos quedard completo
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el lenguaje geométrico que necesitamos para empezar a hablar de regresion.
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