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Leccion 11. jEs B un buen estimador? Insesgadez v varianza

Marcos Bujosa

19 de septiembre de 2026

Resumen

(Es B un buen estimador de 87 Para el modelo lineal simple: Bg es insesgado y calculamos
su varianza, reutilizando la formula de la leccién 7 sobre variables aleatorias.
“sEs bueno un estimador? ;Estd bien centrado? ;Cudnto se dispersa?”

o (slides) — (html) — (pdf)

1 De dénde venimos: una pregunta pendiente

Recordemos cémo cerraba la leccién 10: “jes B un buen estimador del verdadero B%”

b1, B2 —calculados primero con argumentos geométricos sobre los vectores de datos— se rein-
terpretaron después como estimadores de (1, B2 por el método de los momentos.

Hoy, para el modelo lineal simple —constante I mas un regresor no constante X—, demostra-
remos dos propiedades de fBs:

1. Insesgadez: E(Bg) = Bo.
2. Varianza: una férmula exacta de Var[Bs | X].

Nos centramos en 2 (la pendiente, de mayor interés econémico); los mismos argumentos, so-
bre la féormula (1, permiten probar la insesgadez de f; —mno las desarrollamos aqui para no ser
repetitivos.

Ningun ingrediente geométrico nuevo: la férmula de By que obtuvimos por geometria, la reuti-
lizamos hoy tal cual —evaluada sobre variables aleatorias en lugar de sobre datos: una férmula
aritmética vieja, aplicada sobre un objeto nuevo.

De déonde venimos: una pregunta pendiente

Esta sesion cierra un hilo que llevamos arrastrando desde hace varias lecciones. En la leccién
9 (“El puente”) dimos sentido, por primera vez, a la pregunta “gﬁg estima bien al verdadero B
poblacional?”; al construir el modelo poblacional Y = 31 1 + 52X + U y reinterpretar las férmulas
de la leccién 7 como estimadores por el método de los momentos. En la leccién 10 (regresién
multiple) esa misma pregunta se generaliz6 a k regresores, pero se dej6 explicitamente sin respuesta
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—una sola frase en la recapitulacion, sin férmula ni supuestos generalizados—, precisamente para
retomarla hoy con calma, en el caso mas sencillo posible: k = 2, es decir, dos regresores en total
—Ila constante I y un tnico regresor no constante X.

La estrategia de esta sesién no introduce ninguna geometria nueva. Vamos a reutilizar, tal cual,
la formula de B2 que obtuvimos en la leccién 7 mediante la “via alternativa” (proyeccién sobre ge-
neradores ortogonales, via Cauchy—Schwarz). Esa férmula, una vez concluido el cdlculo geométrico,
quedd escrita como una expresion puramente aritmética: una suma de productos dividida por una
suma de cuadrados. Precisamente por ser aritmética —y ya no geométrica—, podemos evaluarla
en cualquier conjunto de 2n ntmeros que le demos como argumento. Hoy le daremos, en lugar
de datos fijos z1,...,Zn,Y1,...,Yn, las variables aleatorias de una muestra Xi,...,X,,Y1,...,Y,.
EAJI resultado de esa sustitucién ya no es un ntimero: es una nueva variable aleatoria, el estimador
IBZ(X ’ Y) :

Conviene ser honestos, desde el principio, sobre qué NO vamos a hacer. No vamos a definir un
nuevo producto escalar (-, -) sobre “vectores cuyas componentes son variables aleatorias”, ni vamos
a apelar de nuevo a Cauchy—Schwarz para justificar la férmula de Bg: esa demostracion geométrica
ya se hizo, una vez, en la lecciéon 7, sobre datos fijos, y no hay que repetirla ni reinventarla sobre
un objeto distinto. Lo tinico que hacemos hoy es sustituir niimeros por variables aleatorias dentro
de una féormula ya obtenida —una operacién mucho méas modesta que una nueva demostracién
geométrica, y que no exige comprobar ninguna propiedad de producto escalar—. Es la diferencia
entre demostrar un teorema y usar la férmula que el teorema produjo: hoy solo hacemos lo segundo.

Conviene también ser explicitos, desde el principio, sobre el alcance de esta sesién: demostramos
insesgadez y la expresién de la varianza solo para By en la regresion con dos regresores (el modelo
lineal simple). La generalizacién a k regresores existe (y la citaremos, sin demostrarla, al final de
la sesién), pero requiere algebra matricial que para este curso he preferido no desarrollar.! Lo que
s{ haremos, como cierre, es comprobar que la férmula general, evaluada en el caso particular k = 2,
coincide con lo que aqui probamos sin matrices.

Para profundizar: Wooldridge, J. M. (2020), cap. 2, secciones 2.4-2.5: insesgadez y varianza de
los estimadores MCO en regresién simple (Teoremas 2.1 y 2.2).

2 El marco: muestra aleatoria

Recordemos (leccién 9): los n datos son n copias idénticas e independientes de Y'; hoy, del par
(X, 0).

X: la version aleatoria de X = [1; ], con columnas I (n copias) y Xi,...,X,. Andlogamente
Y=MW,....Ya) yU = (Uy,...,Uy,). Para cada i: Y; = 51 1 + $2X; + Ui, con los tres supuestos
de la leccion 9, condicionando ahora en X.

Lo nuevo es el muestreo aleatorio: las n copias (X;,U;) son independientes entre si. Dos
consecuencias:

o E[U;| X]=0:U; L funciones de X; (por definicién) y de las demds copias (por independen-
cia).

1 -
para no saturar al estudiante.



 Perturbaciones de observaciones distintas, incorreladas: Cov[U;,U; | X] = 0 (i # j).

Condicionar en X: la esperanza condicional de la leccién 9, sobre las n copias a la vez.

El marco: muestra aleatoria

La leccion 9 introdujo, de pasada, una frase que hoy se convierte en el ingrediente central de
la sesién: “asumiremos que nuestros n datos son el resultado de observar la realizacién de n copias
idénticas e independientes de esa variable Y. Alli esa frase servia inicamente para justificar por qué
tenia sentido tratar cada dato y; como la realizacién de una variable aleatoria. Hoy la necesitamos
con mucho mas detalle, porque para hablar de la distribucion de Bg —de cudnto varia de una
muestra a otra— necesitamos imaginar que la muestra entera podria haber sido distinta.

Formalicemos esa idea. Desde la leccién 4 venimos usando x = (z1,...,%,) para el vector de
datos observados (y, desde la leccién 6, para el vector de datos observados de un regresor), y en
la leccién 10 agrupamos los regresores observados en la matriz de datos X (en el modelo lineal
simple, X = [1; x|, dos columnas). Hoy introducimos su analogo aleatorio: la matriz? X . Este es el
objeto sobre el que condicionaremos todos los momentos a lo largo de la sesién. Cada columna de
X correspondera al muestreo de uno de los regresores poblacionales. En el modelo lineal simple son
1 y X; por tanto, la segunda columna de X estd formada por las n variables aleatorias X1, ..., X,:
cada una copia idéntica e independiente de la variable poblacional X de la leccién 9.3 Es la misma
relacion dato/variable aleatoria que venimos usando desde la lecciéon 9 (entre y; e Y'), aplicada
componente a componente a los n elementos de la muestra correspondiente a cada columna.

Una precision de uso. Durante casi toda la sesion no necesitaremos ninguna operacién matricial
con X: bastaran sumatorios sobre las X;, y “condicionar en X7 significard siempre proyectar
sobre el espacio de funciones cuyo argumento son, simultaneamente, todas las variables aleatorias
presentes en X. La estructura de matriz de X reaparecerd puntualmente al justificar el divisor
n — k (seccién “MCO es BLUE; estimando ¢2”, donde hablaremos de las columnas de X) y, con
mas de 2 columnas, en la generalizacién final a k regresores. Es decir: el simbolo X significa lo
mismo al principio y al final de la sesién; lo inico que cambia es cudntas columnas tiene.

Para cada observacién ¢, el modelo poblacional de la leccion 9 se aplica sin ningiin cambio, con
subindice 7 anadido:
Yi=p11+ B2Xi+ Ui, i=1,...,n,

con los tres supuestos del Modelo Clasico de Regresién Lineal aplicados a cada par (X;, U;): li-
nealidad, independencia lineal (Var(X) # 0) y homocedasticidad Var[U; | X] = 0% 1; mas la
exogeneidad estricta E[U; | X| = 0, que en la leccién 9 obteniamos gratis.*

2Denotada en negrita cursiva pero sin letra de palo seco (reservada para las matrices de datos observados).

3Para decir que son copias idénticas basta con que tengan la misma funcién de distribucién: Fx,(z) = P(X; <
x) para todoi=1,...,n. Esto no las obliga a ser la misma funcién sobre 2; al contrario: dos copias independientes
suelen asignar valores distintos para un mismo suceso elemental. Lo que si comparten, por tener la misma distribucién,
es el conjunto de valores que toman con probabilidad positiva —su imagen, salvo en sucesos de probabilidad nula,
donde ninguna de las dos esta sujeta a restriccién alguna—. Por otro lado, la independencia entre variables aleatorias
implica que su funcién de distribucién de probabilidad conjunta equivale al producto de sus distribuciones individuales.
Para el caso de n variables, esto se expresa como: Fx, x,,...x, (21, %2,...,2z.) = [[I_, Fx, (z:).

4Ese “gratis” merece hoy una letra pequefia que en la leccién 9 no hacia falta. Alli, U = Y — E[Y|X] era ortogonal
por construccidn a toda funcién de X, y de ahi salia E[U | X] = 0 sin coste alguno. Hoy, sin embargo, no estamos
condicionando en X, sino en toda la matriz X, es decir, en las n copias a la vez. Y la definicién de U; solo garantiza,



Sobre el supuesto Var(X) # 0 conviene una precisién, porque es ficil que el simbolo “X”
despiste una vez que ya solo hablamos de X7,..., X,. X, sin subindice, sigue denotando —como en
la leccién 9— la variable poblacional de la que X7, ..., X,, son copias. El supuesto Var(X) # 0 se
enuncia sobre esa variable poblacional, y se aplica a cada copia X; porque, al ser copias idénticas,
cada X; tiene la misma distribucién que X (y, en particular, la misma varianza).

FEn resumen: la exogeneidad estricta sigue sin ser un supuesto, pero hoy descansa sobre dos
cosas y no sobre una. La definiciéon de U; da U; L funciones de X;; el muestreo aleatorio da U; L
funciones de las demés copias. Es la primera consecuencia que le sacamos al muestreo aleatorio;
la segunda viene a continuacién. Nétese, ademaés, que la homocedasticidad de cada U; también se
condiciona a toda la matriz X, no solo a X;: es mas fuerte que condicionar solo al regresor de esa
observacién, y es lo que hace falta para todo lo que sigue; pero aqui no hay corolario que valga: la
estamos imponiendo directamente en esa forma mas fuerte.

La segunda consecuencia del muestreo aleatorio es atin mas directa: si (X;,U;) y (X;,U;) son
independientes para i # j, entonces, en particular, U; y U; son independientes, y dos variables
independientes tienen covarianza cero:®

CovlUp,Uj | X] =0 (i #9).

No se trata, por tanto, de un supuesto anadido ex novo: es la traduccién, en términos de covarianzas,
de algo que ya habiamos dado por sentado desde la leccién 9 al hablar de copias “idénticas e inde-
pendientes” (lo que su curso de estadistica del cuatrimestre anterior llamaba, seguramente, muestreo
aleatorio simple). Hoy es la primera vez que necesitamos esta consecuencia de forma explicita, por-
que es la primera vez que trabajamos con varias perturbaciones Ui, ..., U, simultdneamente, en
lugar de con una sola U genérica.

por si sola, la ortogonalidad frente a las funciones de X;: nada dice, de entrada, sobre las funciones de X; con j # 3.
i Por qué vale entonces E[U; | X] = 07 Por el muestreo aleatorio, y se puede ver con la misma geometria de siempre.
Lo que hay que comprobar es que U; es ortogonal a toda funcién de la matriz X. Empecemos por las funciones mas
sencillas: los productos a(X;)b(X_;), donde X_; abrevia “las demds copias”, X; con j # i. Separemos b(X_;) en su
parte constante y su parte centrada, exactamente como hicimos con los vectores de datos en la leccién 4, escribiendo
E(b) por E(b(X_i)):

funcién de X;

U, es ortogonal al primer sumando por definicién: es una funcién de X;. Y es ortogonal al segundo por la independencia.
En efecto, (X;,U;) es independiente de X_;, y la independencia se traduce, en nuestro lenguaje, en que la parte
centrada de cualquier funcidn de X_; es ortogonal a cualquier funcidn de (X;,U;) —es el hecho, conocido del curso
de probabilidad, de que variables independientes estdn incorreladas, aplicado aqui a U; a(X;) y a b(X—;)—:

(Usa(X:), b(X—s) —E(b) 1), = Cov(Ui a(X;), b(X-i)) = 0.

Asi que U; es ortogonal a todos los productos a(X;) b(X—;) y, por linealidad del producto escalar, a sus combinaciones
lineales. Lo tinico que admitimos sin demostracion —es el paso que pertenece a un curso de probabilidad— es que
con esas combinaciones se aproxima cualquier funcién de X. Con ello, U; es ortogonal a toda funcién de X, que es
lo que dice E[U; | X] = 0.

® Notacidn. Esta es la primera vez en el curso que aparece una covarianza condicionada. Sigue el mismo convenio
que ya fijamos en la leccién 9 para la esperanza y la varianza: Cov(-,-), con paréntesis y en recta, es un ndmero (la
covarianza no condicionada); Covl[-, - | -], con corchetes y en cursiva, es una variable aleatoria —una funcién de aquello
sobre lo que se condiciona—. Su definicién es la andloga de la varianza condicional: Cov[Z, W | X]| = E [(Z —E[Z |

X)W —EW | X]) | X] La usaremos en serio al calcular la varianza de [s.



Para profundizar: Wooldridge, J. M. (2020), cap. 2, seccién 2.5, supuesto SLR.2 (muestreo
aleatorio).

3 [9: la misma formula, aplicada a variables aleatorias

Estimacion vs. estimador (distincién hoy imprescindible):
. Bg(a:,y), la estimacién: un nimero.
. BQ(X ,Y'), el estimador: una variable aleatoria, la MISMA férmula sobre la muestra aleatoria.

Recordando la “via alternativa” (leccién 7):

X S (@1 — pia)yi (zi — piar)
Ba(x,y) Ej(xj ~ )2 zi:w Y onde w Zj(xj ~ g2

Sustituimos z;, y; por X;, Y;:

z _ X - X)Y;
PSS Xy

donde X = 1 3, X; es la media muestral; y 3;(X; — X) = 0.

=Y WiY;;  donde W; =

B9: la misma férmula, aplicada a variables aleatorias

Antes de seguir, conviene fijar una distincién que hasta ahora el curso no habia requerido.
_ A (@i —pa)y; . .
Cuando escribimos (3 = 0y /02 = % (leccién 7) y evaluamos esa férmula empleando dos
A
vectores de datos concretos x e y, obtenemos un niumero —la estimacion 82 de 5. Pero esa féormula
con sumatorios, aplicada a dos muestras X y Y resulta ser una funcion de variables aleatorias; es
decir, ella misma es una variable aleatoria®: en tal caso es el estimador B2 de (2.7

Detengdamonos, con todo el cuidado que merece, en qué significa exactamente “sustituir datos
por variables aleatorias en una férmula”. Una férmula como pu, = f(z1,...,2,) = %ZZ x; es,
matematicamente, una funcién que toma m nimeros y devuelve un solo nimero: la media. Pero
nada impide evaluar esa MISMA férmula con otro tipo de argumento (si la operacién sigue estando
bien definida): si en lugar de n nimeros le damos n variables aleatorias Xy, ..., X, el resultado
f(Xq,...,Xp) = % >_; Xi ya no es un nimero, ahora es una variable aleatoria. A esta nueva variable
aleatoria la llamamos estimador de la media o sencillamente media muestral, y la denotamos con
X. Su definicién emplea la MISMA férmula aritmética que en la leccién 4 usamos para definir la
media de un vector de datos, pero ahora la férmula es aplicada a las n variables aleatorias de la

muestra (de ahi el nombre de media muestral).

Dicha observacién —sencilla pero sustancial— guiara el desarrollo de la presente sesién. Con-
viene enunciarla explicitamente para evitar atribuirle una complejidad que no tiene: nos limitamos

5Una funcién de w € €, donde Q el espacio de sucesos.
"En la literatura estadistica y econométrica es costumbre usar la misma notacién para ambos objetos (la estimacién
y el estimador), pero recuerde que son muy distintos (un niimero el primero y una variable aleatoria el segundo).



a definir nuevas variables aleatorias mediante la aplicaciéon de férmulas preexistentes (desarrolladas
en su momento en R™) a las variables aleatorias de una muestra. Dichas variables aleatorias se
conocen como estadisticos o estadisticos muestrales.

Con esto aclarado, retomamos la formula de la “via alternativa” de la leccién 7. Alli, cambiando
a los generadores ortogonales 1 y & — uz;1, obtuvimos, para dos vectores de datos e y,

Ba(z,y) = (Y, (@ — pal))s i@ = pa)yi

(= pzl), (® — pal))s Zj(xj — pg)?

El lado izquierdo de esta igualdad ({-,-)s) es geometria: un cociente de dos productos escalares, con
todo su significado y papel en la proyeccién ortogonal. El lado derecho, en cambio, ya no necesita
esa maquinaria para ser evaluado: es una simple expresion aritmética (los factores 1/n de cada
producto escalar se cancelan al dividir, asi que ni siquiera hace falta llevar la cuenta del divisor).
Hoy nos quedamos con esta expresién aritmética —prescindiendo de la geometria subyacente— y
sustituimos directamente las observaciones x;,y; por las variables aleatorias X;,Y;; y reescribimos
la expresiéon como una suma ponderada:®

3 EPVIC ') (IR Y SO b O VA R
b= S5 - 1 ()

Wi

Escribimos los pesos aleatorios W; con maytuscula por ser estadisticos (i.e., variables aleatorias).

Respecto a la media muestral, fijémonos que como X = %Zi X;, entonces Y, X; = nX y que
P X=X+ -+ X =nX; asf
N—————’

n veces

YXi-X)=) X;—> X =nX-nX=0.

Usaremos esta propiedad de la media muestral en la siguiente transparencia.

Para profundizar: Wooldridge, J. M. (2020), cap. 2, seccién 2.4 (donde Bg se escribe, con la
misma idea, como > w;y; mediante sumatorios).

4 Dos propiedades de los pesos

Dos identidades algebraicas sobre los pesos. Ninguna es nueva.

Ambas valen para cualquier lista de nimeros y, por tanto, siguen siendo ciertas al sustituir x;
por X;: son hechos aritméticos, no probabilisticos:

o la primera es la condicién >, (X; — X) = 0 de la transparencia anterior (la misma cuenta que
en la leccién 4 daba media cero al vector en desviaciones);

8El nombre correcto de la operacién deberfa ser forma bilineal definida sobre el anillo de las variables aleatorias.
Pero ese nombre aqui no ayuda; dado el nivel mateméatico del curso. Tan solo advertir que el nombre de suma
ponderada es abusivo, pues en la expresion Z:.L:l W:Y: no hay “nimeros” que hagan de ponderaciones en la suma de
las Y;; lo que aparece son las variables aleatorias W;, que son funciones (no nimeros). Por el mismo motivo, tampoco
es correcto el nombre de combinacion lineal de las Y;.



> Wi = 0;

e la segunda es la razén por la que, en la “via alternativa” de la leccién 7, el coeficiente de
x — g1 resultaba ser exactamente (s.

v Y Xi=X)X D (X—X)?
;WZXl =1 (pues Zj(Xj—Y)Q = Zj(Xj—Y)Q)'

Dos propiedades de los pesos

Antes de sustituir el modelo poblacional en 32 = >, W;Y;, necesitamos dos propiedades de los
pesos W; que, en realidad, ya conocemos aunque nunca las hayamos escrito con este nombre. La
primera es, literalmente, (x — pg1,1)s = 0 (leccién 4: el vector en desviaciones tiene media cero),
dividida por el denominador comin de los W;. La segunda es lo que, en la “via alternativa” de la
leccién 7, hacia que al proyectar y sobre & — i, 1 el coeficiente obtenido fuera la pendiente 32 (alli no
aislamos unos “pesos”; nos limitamos a escribir la formula como cociente de productos escalares).

Conviene subrayar, antes de nada, un punto que puede pasar desapercibido y que es clave para
no reintroducir la confusién entre estimador y estimacién de la transparencia anterior: estas dos
propiedades NO son afirmaciones probabilisticas. Son identidades algebraicas, del mismo tipo que
“243 = 5”: se cumplen para cualquier elecciéon de n niimeros z1,...,z, —iguales o distintos entre
si, positivos o negativos, no importa—, porque se deducen tinicamente de la propia definicién de X y
W;, nunca de ninguna propiedad estadistica de esos niimeros. Por eso, cuando sustituimos x; por la
variable aleatoria X;, la identidad sigue siendo cierta sin necesidad de ningin argumento adicional
(salvo, quizd, en el caso extremo de que todos los X; coincidieran, en cuyo caso Zj (X, — X)?2=0
y W; ni siquiera estaria definido).”

Primera propiedad: Y, W; = 0. Como W; = Z()((;;Y%)Q y el denominador es comun a todos los
_ i\
Zi(X”b'*X )

W; y donde el numerador sabemos que es nulo: 3, (X; — X) = 0.
A

Segunda propiedad: Y, W;X; = 1. Usando de nuevo que Y ;(X; — X) = 0
YXi-X)Xi=> (Xi—-X)(Xi - X+X) =) (Xi—-X)(X; - X)+ XD (Xi—X);

términos, > ; W; =

(2

A A

=0
y donde hemos sacado factor comin X en el sumatorio 3,(X; — X)X para comprobar que es cero.
_ XXX Y (Xi=X)? 1

Para profundizar: Wooldridge, J. M. (2020), cap. 2, seccién 2.4 (donde estas dos propiedades se
verifican mediante sumatorios, sin distinguir explicitamente su estatus puramente algebraico).

Por tanto ) ; W; X;

9Merece una precisién, porque es facil pasarse de frenada: el supuesto Var(X) # 0 no basta para excluir ese caso
extremo con probabilidad uno. Si X es continua, si: el suceso “las n copias toman el mismo valor” tiene probabilidad
nula. Pero si X es discreta no: con X de Bernoulli de pardmetro 1/2, por ejemplo, Var(X) = 1/4 # 0 y, sin embargo,
la probabilidad de que las n copias coincidan vale 2'™™ > 0. Lo correcto, en general, es decir que Var(X ) #0
garantiza que esa probabilidad es menor que uno y que tiende a cero al crecer n; y que todo lo que sigue se entiende
condicionado a que la muestra observada no sea una de esas degeneradas —igual que un programa estadistico se
niega a estimar la pendiente cuando el regresor no varia en la muestra—.



5 Sustituyendo el modelo poblacional
Bo(X,Y) = 3 Wi¥i = 3 Wi(B1 1 + foXi + Uy)

=B Wi+B Y WiXi+> WU

—— ——
=0 =1

Bo(X,U)=Ba 1+ Wil
i=1

(escrito ahora en funciéon de U, pues Y ha sido sustituida).

Mediante manipulacién algebraica (sustitucién y las dos identidades de la transparencia ante-
rior): el estimador es el parametro verdadero MAS una “suma ponderada” de las perturbaciones.
Todo lo que sigue sale de estudiar ese segundo término.

Sustituyendo el modelo poblacional

Con las dos propiedades de la transparencia anterior —propiedades puramente algebraicas,
validas para cualquier valor que tomen Xi,..., X,;,—, el calculo es puramente mecanico. Partimos
de Bg = >, W;Y; (seccién “Bg: la misma férmula, aplicada a variables aleatorias”) y sustituimos el
modelo poblacional Y; = B 1+ 82X, +U; (seccion “El marco: muestra aleatoria”) en cada sumando:

Bo X, U) = Wi(Bi 1+ BoXs +Ui) = B1 Y Wi+ B> WiXi + > WU
El primer término se anula (3, W; = 0); el segundo se reduce exactamente a Sy 1 (>, W;X; = 1):

BQ(X, U) =p21+ ZWzUz

i=1

Esta identidad es el corazén algebraico de toda la sesién, y merece leerse con detenimiento: dice
que el estimador Bg es la variable aleatoria constante B2 I (donde (3 es el verdadero pardmetro
poblacional) mds una “suma ponderada” de las perturbaciones Uy, ..., U, —con los pesos W; que
ya conocemos—. Todo lo que necesitamos demostrar sobre 32 (que su valor esperado sea [, y
que su dispersién sea tal o cual) se reduce, a partir de aqui, a estudiar el comportamiento de
esa suma ponderada ), W;U;. Y como los W;, segtin acabamos de comprobar, son —al margen de
toda probabilidad— sencillamente funciones de X1, ..., X,, al condicionar en X podremos sacarlos
fuera de la esperanza y de la varianza condicionales. Conviene ser preciso sobre qué autoriza ese
paso, porque es tentador decir que “condicionar en X convierte los W; en ntimeros”: no es asi. Los
W; siguen siendo variables aleatorias —funciones de w— antes y después de condicionar; lo que
ocurre es que son funciones de aquello sobre lo que se condiciona, y el Lema de la seccién siguiente
demuestra que tales factores salen fuera del operador E[- | X]. El resultado se parece al de una
combinacién lineal con coeficientes fijos, pero la justificacién no es esa: es el Lema, que a su vez
sale de la caracterizacion geométrica de la esperanza condicional (leccién 9).



Merece la pena notar, de pasada, la coherencia con el ejemplo numérico de la leccién 7: alli,
con u = (1,—2,0,2,—1) disefiado deliberadamente con Y w;u; = 0 (covarianza muestral nula con
el regresor), obtuvimos la estimacion Bg = 5 exactamente. La formula de hoy explica por qué ese
resultado era una casualidad de diseno y no lo esperable en general: Bg = [B21 4+, W;U;, y solo
cuando esa suma se anula por construccion (como en aquel ejemplo, ya con datos y no con variables
aleatorias) coinciden estimador y pardmetro. En una muestra genuinamente aleatoria, >, W;U; no
serd cero, sino una variable aleatoria con su propia media y su propia dispersién —que es lo que
estudiamos en las dos transparencias siguientes.

Para profundizar: Wooldridge, J. M. (2020), cap. 2, ecuacién (2.35) y comentario adyacente.

6 Insesgadez: E(BQ) = [

Cambiemos de pregunta:
o de “;Cudnto vale la estimacién B con los datos disponibles x e y?”

o a “jcudnto vale el estimador (2, en promedio, sobre todas las muestras posibles?” (su proyec-
ci6én sobre 1, leccion 9).

Lema (demostrado en los apuntes): si ¢(X) es una funcién de X,

E[e(X)Z | X] = ¢(X)E[Z | X].

Aplicadndolo con ¢(X) = W; (pues cada W; es funcién de X, seccién anterior):

E[Bz|X]=621+ZWZ-E[U1~|X]=521+Zm0=521.

Ley de las esperanzas iteradas: Como E[Z | X] es la proyeccién ortogonal de Z sobre
el espacio de las funciones de X (y I es una de ellas), entonces Z — E[Z | X| L 1. Por

tanto,
E(Z) = E(E[Z | X])

E(Bs) = E(E[B: | X]) = Ba.

B2 no acierta en cada muestra — pero no se equivoca sistemdticamente en ninguna direccion.

Insesgadez: E(f;) = s

Partimos de 32 = f2 1 + Y ; W;U; (transparencia anterior) y tomamos esperanza condicionada
a X —el primer paso de la sesiéon que de verdad usa probabilidad—.

Antes de seguir, conviene explicitar algo que en la leccién 9 quedé implicito en la propia defi-
nicién de E[Z | X] como la funcién de X que minimiza la distancia ||Z — g(X)| p. Exactamente
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igual que en R™ (leccién 4 para una recta, y leccién 6 al pasar a un plano: minimizar la distancia
de un vector a un subespacio equivale a que el residuo sea ortogonal a todo el subespacio —a cada
uno de sus generadores—), esa minimizacion es equivalente a esta caracterizaciéon, que usaremos
repetidamente de aqui en adelante:

Caracterizacion de E[Z | X]. Es la tunica variable aleatoria (salvo, como advertimos en
la leccién 9, en un conjunto de sucesos de probabilidad nula) que cumple, a la vez:

1. Pertenencia: es una funcién de X.

2. Ortogonalidad del residuo: E((Z —E[Z | X])h(X)) = 0 para toda funcién h(X).

De esta caracterizacion salen, con el mismo tipo de comprobacién (verificar que el candidato
pertenece al espacio y que el residuo es ortogonal), dos propiedades que usaremos continuamente
sin volver a citarlas: E[- | X] es lineal, E[aZ + bW | X| = a E[Z | X]|+bE[W | X], y deja fijas
las funciones de X, E[g(X) | X] = g(X) —en particular, E[fs I | X] = B2 I—. Y con esta misma
caracterizacion podemos demostrar el siguiente lema:

Lema (sacar fuera de la esperanza condicionada las funciones de variables sobre las que
se condiciona). Si ¢(X) es una funcién de la lista de variables aleatorias X,

Ele(X)Z | X] =c(X)E[Z | X].
Demostracién. Comprobamos que el candidato ¢(X)E[Z | X] cumple las DOS propiedades que
caracterizan a Elc(X)Z | X]:
o Pertenencia: el producto ¢(X)E[Z | X] es funcién de X (producto de funciones de X).
o Ortogonalidad: para cualquier h(X),
B((c(X)Z - e(X)E[Z | X]) (X)) = B((Z - E[Z | X]) «(X)h(X)) =0
—_——

funcién de X

porque ¢(X)h(X) es, ella misma, funcién de X, y ya sabemos que Z — E[Z | X] es ortogonal a
cualquiera de ellas.

Como ¢(X)E[Z | X] cumple las dos propiedades que caracterizan a E[c(X)Z | X], concluimos
Ele(X)Z | X] =c¢(X)E[Z| X]. 1

Aplicamos el lema con ¢(X) = W; y con Z = U;:

E[BNX}:BN+ZE[Wz‘Ui|X]:521+ZWiE[Ui|X]:521+ZW1‘0:521,

donde hemos usado la exogeneidad estricta E[U; | X] = 0 de la seccién “El marco: muestra
aleatoria”.

Falta un dltimo paso, pasar de la esperanza condicional a la esperanza incondicional: queremos
encontrar E(f32), no E[f2 | X]. Aqui es donde entra la Ley de las Esperanzas Iteradas, que —como
puede comprobarse— es, en realidad, la misma idea que ya usamos en la leccién 9 para deducir
E(U) = 0 a partir de U L 1. En general: la funciéon constante I es, trivialmente, una funcién
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de X; aplicando la ortogonalidad del residuo (recordada més arriba) con h(X) = 1, obtenemos
Z —E[Z | X] L 1 para cualquier Z

B((Z-E[Z| X)) 1) =0 <= E(Z) - B(E[Z| X]) =0,

es decir, E(E[Z | X]) = E(Z) —sin ninguna restriccién sobre Z—. Esta es la Ley de las Espe-
ranzas Iteradas, una consecuencia inmediata de nuestra propia definicién geométrica de esperanza
condicional.

Aplicandola a Z = B, y usando que E[f3s | X] = B2 1 es constante:

E(B2) = E(E[B2 | X]) =E(B21) = fo.

A

(B9 es, por tanto, un estimador insesgado de Bo: en promedio, sobre todas las muestras posibles que
podriamos haber observado, ni sobreestima ni subestima el verdadero parametro poblacional.

Para profundizar: Wooldridge, J. M. (2020), cap. 2, Teorema 2.1 (insesgadez de B, 32)

7 Varianza: cuan dispersas estan las estimaciones

Desarrollando el cuadrado (apuntes) y aplicando el Lema anterior:

VCL’F[BQ | X] = VCLT[Zi WiUZ'

X| =5, W2VarlUs | X] + S5 WiW; Cov[Us, Uy | X]

Homocedasticidad + Cov[U;, U; | X| = 0 (“El marco”) =

V(M‘[BQ | X] = JQZWZ-Q.

o? o?

Var[Bs | X] = S X, X g

donde S? = L 57 (X; — X)? es la varianza muestral del regresor (divisor n, como en la leccién 5).
Més dispersién en X, o mas observaciones: mas precisién. Mas ruido (¢2): menos precisién.
Version interactiva: cuaderno 4 en MyBinder (muchas muestras, muchas rectas; el histograma

de 2 y el efecto de la dispersién de x).

Varianza: cuan dispersas estan las estimaciones

La insesgadez nos dice que 2 esta bien “centrado” en (2. Pero un estimador insesgado puede,
aun asi, ser muy poco fiable en una muestra concreta si su dispersién es enorme. Necesitamos, por
tanto, calcular Var[fs | X].

Partimos de By = B2 14+3; WiU;. Como 3 1 es una variable aleatoria constante: Var[s | X] =
Var[>; W;U; | X]. Nos queda, por tanto, desarrollar la varianza de una suma de n sumandos. Lo
haremos en dos pasos: primero calculamos la varianza y la covarianza de cada sumando por separado
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(aqui interviene el Lema), y después desarrollamos la suma completa. Calculemos primero, para
un tnico sumando, Var[W;U; | X]|. Ya vimos que E[W;U; | X| = 0 (Lema, con ¢(X) = W;). Por
tanto, la definicién de varianza condicional (Var[Z | X| = E[(Z — E[Z | X])? | X]) se simplifica
exactamente como en la leccion 9 (Var[U | X] = E[U? | X], porque también alli E[U | X] = 0):

Var[W;U; | X] = E[(W;U;)? | X] = E[W2U? | X] = W2E[U? | X] = W2 Var[U; | X],

donde la peniiltima igualdad es, de nuevo, el Lema (con ¢(X) = W2, sobre Z = U?), y la tltima
vuelve a usar que E[U; | X] = 0.

Por el mismo argumento, para i # j (usando la covarianza condicional definida en “El marco:
muestra aleatoria”, Cov[Z, W | X| = E[(Z — E[Z | X]))(W — E[W | X]) | X], andloga a la

varianza):
CO’U[WiUi,WjUj | X] = E[WZ'UinUj | X} == Win E[Uin ’ X] = Wl'Wj COU[Ui,Uj | X],
usando el Lema con ¢(X) = W;W;.

Con estas dos piezas ya podemos desarrollar la suma entera. Abreviando Z; = W;U; —de
modo que E[Z; | X] = 0 para todo i, como acabamos de comprobar—, la definicién de varianza
condicional da

vm«[ZZi X} :E[(ZZZ»)Z‘X} :E[ZZZZZJ-’X} =YY Blziz;| X],

donde solo hemos desarrollado el cuadrado de la suma y usado después la linealidad de la esperanza
condicional (recordada junto al Lema, en la seccién “Insesgadez”), aplicada ahora a una suma de
n? términos. Basta ya con separar los términos de la diagonal (i = j) del resto: como todas las Z;
tienen esperanza condicional nula, E[Z;Z; | X] es Var[Z; | X] cuando i = j, y Cov[Z;, Z; | X]
cuando i # j. Sustituyendo en ambos casos las dos piezas calculadas més arriba:

Var| S Wi | X| =S W2 VarlU; | X]+ > WiW; CovlU;, Uj | X].

]

Ahora entran en juego, por fin, la homocedasticidad (Var[U; | X] = o2 1 para todo i, supuesto
de la leccién 9) y la ausencia de covarianza cruzada (Cov[U;,U; | X] = 0 para i # j, consecuencia
del muestreo aleatorio, secciéon “El marco: muestra aleatoria”). Con ambas, la doble suma se reduce
a

2 = X
Calculemos Y-, W7. Como W; > (%)
) Xi-X \'_ m(X-X) 1
Swi =3 () e, s
i 7\ (& = X) (Zj(Xj_X)2> 25X = X)
Sustituyendo:
. o?
V X| = ~
(lT‘[ﬁQ | ] ZZ(Xl _ X)Z



Esta expresién admite una segunda lectura, 1til para su interpretaciéon. Como 3, (X; — X)? =
n: % (X — X)? = n S? (la varianza muestral del regresor, con la convencién estadistica del curso,
2 = %ZZ(X, — X)?), podemos escribir, equivalentemente,

0.2

Esta segunda forma hace explicitos los tres ingredientes que determinan la precision de 32. (i)
Cuanto mayor sea o2 (mds ruido en la perturbacién), menor serd la precisién. (i) Cuanto mayor
sea n (més observaciones), mayor serd la precisién. (iii) Cuanto mayor sea S? (més dispersién en
los valores del regresor), mayor serd la precision: una muestra donde X apenas varia da muy poca
informacion sobre la pendiente que relaciona X con Y .10

Notese, por ultimo, que este resultado es condicional a X: distintas muestras, con distintos
valores del regresor, tendrian distinta precisién. Si quisiéramos la varianza incondicional Var(ﬁg),
tendriamos que aplicar la ley de la varianza total, que no es sino la identidad pitagorica de la
leccién 9 (alli enunciada para Y, condicionando en X), aplicada ahora a Z = BQ condicionando en
X . Para cualquier variable aleatoria Z con varianza finita, E[Z | X] es la proyeccién ortogonal de
Z sobre las funciones de X, asi que Z = E[Z | X| + (Z — E[Z | X]) descompone Z en dos partes
ortogonales entre si. Aplicando Pitagoras a esa descomposicién, y la ley de las esperanzas iteradas
para escribir E((Z — E[Z | X])?) como E(Var[Z | X]), se obtiene

Var(fy) = E(Var[@z | X)) + Var(E[ﬂAz | X1),

0Un apunte geométrico, antes de sequir. La férmula de W; no es una construccién de esta leccién: ya estaba latente
en la propia definicion de cz, el coeficiente que la “via alternativa” de la lecciéon 7 nos dio como pendiente. Recordemos
aquella féormula:

<y, (z— uz1)>s s

g = —
: [z — pel]?

Si desarrollamos ambos productos escalares como sumas —cancelando el factor 1/n entre numerador y denominador,
la misma observacién que hicimos al abrir esta sesion, al pasar de (-, )5 a la expresién con sumatorios—, obtenemos

p = 1@ T 1) yl _ 2@ ey (WW) .
° %Z B Z].(Cl'j - Mw)2 B Z Z]‘(mj - Na:)2 Yi-
N——— —

Wi

Es decir: los pesos w; = —pz)/ E x; — piz)? —aqui evaluados sobre un vector de datos fijo 2, no sobre la muestra
aleatoria X— no son més que c2 descompuesto sumando a sumando. No hay ninguna férmula nueva: es el mismo
cociente de productos escalares de la leccién 3 (Cauchy—Schwarz), el que la leccién 7 aplicé al generador  — g1,
ahora simplemente mirada componente a componente. Esta reconexién nos regala, sin ningin calculo adicional, la
cantidad ZZ w? que acabamos de necesitar para la varianza. Como el denominador Zj (x; — pz)? es comiin a todos

los w;:
) _ Zz(wl - Nz)Q _ L R
Z Z (E (@ = pa)? )2 (Ej(wj - ;Lw)?)2 225 — pa)?

la misma expresiéon de unas lineas mas arriba —alli evaluado sobre la muestra aleatoria X; aqui, sobre el vector de
datos x—. Evaluada en la muestra observada, la varianza de /3’2 es, pues, o> dividido entre el cuadrado de la longitud
euclidea (leccién 2, sin el factor 1/n) del vector en desviaciones del regresor, ||z — uz1]|2 —el mismo vector con el
que, en la leccién 7, calculamos la propia pendiente—. Cuanto méas “largo” sea ese vector en desviaciones, menor la
varianza: la misma intuicién de “més dispersién, més precisién” que ya leimos en la férmula con S, ahora vista como
una propiedad exacta de la longitud de un vector concreto en R™.
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donde el segundo sumando es cero (pues E[B; | X] = B2 1 es constante, seccién “Insesgadez”, y la
varianza de una constante es cero). Pero el primer sumando, E(c%/(nS?)), es la esperanza de un
cociente, y no se simplifica en general (la esperanza de 1/5% no es 1/E(S?)). Por eso, en la practica
—v en el resto de este curso—, trabajaremos siempre con la formula condicional recién obtenida,
evaluada en la muestra efectivamente observada: es, de hecho, exactamente lo que hace cualquier
programa estadistico al reportar el error estandar de un coeficiente.

Para profundizar: Wooldridge, J. M. (2020), cap. 2, Teorema 2.2 (varianza de Bi, Bs bajo los
supuestos SLR.1-SLR.5).

8 MCO es BLUE; estimando o2

Sin demostrarlo (Gauss—Markov): de entre todos los estimadores lineales e insesgados de fa, Bg
tiene la menor varianza — MCO es BLUE (Best Linear Unbiased Estimator).

o2 (desconocido) se estima con la cuasivarianza de los residuos, un tercer producto escalar, tras
el euclideo y el estadistico:

B » . SRC
<'7'>n_k_n—k:<".>e’ 5 _<e’e>n_k_n*k'

Tres divisores, tres motivos distintos: 1 (geometria pura, sin mas), n (para que ||1||s = 1, leccién
4), n — k (para que 52 sea un estimador insesgado de o2).

MCO es BLUE; estimando o2

Con insesgadez y varianza ya establecidas, cerramos con dos observaciones importantes que,
por su naturaleza, no vamos a demostrar en este curso, pero que conviene conocer con precision.

La primera es el Teorema de Gauss—Markov: bajo los tres supuestos del Modelo Clésico de
Regresiéon Lineal (y el muestreo aleatorio de esta sesién), Bg no es solo insesgado; es, ademas,
el estimador de menor varianza entre todos los estimadores lineales e insesgados. Lineal quiere
decir de la forma ) ; C;Y;, donde Y7, ..., Y], son las variables aleatorias de la muestra (no los datos
observados yi,...,yn) y los pesos C; no dependen de Y (van con maytscula porque, igual que los
W;, pueden ser funciones de X). Este resultado se resume con el acronimo BLUE (Best Linear
Unbiased Estimator, “el mejor estimador lineal insesgado”). No lo demostraremos: la demostracién
general requiere comparar Bg con un estimador lineal insesgado arbitrario, con maquinaria matricial
que este curso no desarrolla. Pero merece una mencién explicita, porque es la justificacion teédrica
altima de por qué, entre todas las rectas que podriamos ajustar de otras maneras, elegimos la de
minimos cuadrados.

La segunda observacion es més préctica: la formula Var[y | X] = 62/ 3;(X; — X)? depende
de 02, la varianza de la perturbacién poblacional, que no conocemos. Para usarla en la practica
(algo que haremos en la proxima sesién tedrica, al construir errores estandar) necesitamos estimar
o2 a partir de los residuos €. Estos residuos observados se interpretan aqui como la realizacion,
sobre nuestra muestra concreta, del vector aleatorio de residuos E, cuyas componentes son E; =

Y; — 51 1 — B2 X;; es el mismo paso de variable aleatoria a dato que hemos dado varias veces en esta
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sesion. Esas componentes aproximan, sin ser idénticas a ellas, a las perturbaciones U; del modelo
poblacional.!!

La estimacion natural seria (€,€)s = SRC/n —la varianza de los residuos, con nuestra con-
vencién estadistica habitual—. Pero puede demostrarse (no lo haremos aqui) que el estimador
subyacente a esta férmula —es decir, la misma férmula, evaluada sobre la muestra aleatoria E en
lugar de sobre los datos observados € — es sesgado: subestima o2 en promedio.'? La razén de este
sesgo es geométrica, y ya la conocemos en parte: por construccién (ecuaciones normales, leccién
10), los residuos € no son un vector arbitrario de R™, sino que viven siempre en el subespacio orto-
gonal a las columnas de X. Como ese subespacio de regresores tiene dimension k (hay k regresores,
incluida la constante), su complemento ortogonal tiene dimensién n— k —la misma cuenta informal
de dimensién que empleamos ya en la leccién 4 para L’(l)l, de dimensiéon n — 1, el caso particular
k = 1—. Dicho de otro modo: aunque € tiene n componentes, solo n — k de ellas son realmente
“libres”; las k restantes quedan fijadas por las k£ condiciones de ortogonalidad X'é = 0. Dividir
por n — k, en vez de por n, es la manera de tener en cuenta esta pérdida de k grados de libertad,
y es lo que hace insesgado al estimador resultante. El estimador que si resulta insesgado usa, por
tanto, ese divisor distinto: n — k (el nimero de observaciones menos el nimero total de coeficientes
estimados, incluida la constante) en vez de n.!3

Esto nos lleva, de forma natural, a introducir un tercer producto escalar en la familia que el
curso ha ido construyendo desde la leccién 2: junto al euclideo (-,-). (divisor 1) y al estadistico
(-,)s = (*,*)n (divisor n), definimos

1
n—k

(v, W)k = (v, w)e.
Sigue siendo, técnicamente, un producto escalar legitimo (multiplicar por una constante positiva
no rompe simetria, linealidad ni positividad),'* y con él definimos la cuasivarianza de los residuos

~ o SRC
s” = (€ €)n_r = n—k’

que si es un estimador insesgado de o2 (afirmacién que no demostramos). Merece la pena subrayar
que el motivo tltimo de cada uno de los tres divisores es distinto. El divisor 1 no obedece a ningiin
motivo particular (es la geometria euclidea sin méas). El divisor n se eligid, en la leccién 4, para que
I1|ls = 1: un motivo puramente geométrico. El divisor n — k se elige aqui por un motivo estadistico

"Esta es la posicién de Eros con la que abrfamos la leccién 9: ni conocemos U; (eso serfa la posicién del dios),
ni carecemos de toda informacién sobre ella (la posicién del ignorante); F; es nuestro mejor sustituto calculable,
construido para que, bajo los supuestos del modelo, su comportamiento medio reproduzca el de U;.

128eguimos aqui, por simplicidad, la misma convencién del resto de esta seccién: escribimos las férmulas con los
datos observados €, aunque hablemos de propiedades —como el sesgo o la insesgadez— que, en sentido estricto, son
propiedades del estimador (la variable aleatoria subyacente), no de un niimero concreto. Es el mismo tipo de abuso de
notacion, ya sefialado al distinguir estimador de estimacion, habitual en toda la literatura econométrica; introducir
aqui toda la notacién necesaria para evitarlo tendria un coste en claridad mayor que el beneficio.

13Fsta idea ya la usamos, sin justificarla del todo, en la préctica de laboratorio que sigue a la leccién 10, al motivar
por qué dividir por n — k (y no por n) produce estimadores insesgados. Precisemos ahora, con algo mds de rigor, el
motivo exacto de ese divisor.

14E] subindice n — k indica por qué ntmero se divide. Con ese mismo criterio los tres productos escalares del
curso admiten una notacién unificada: (-,-)e = (-,-)1 (se divide por 1), {-,-)s = (-, )n (por n) y (-, yn—r (por n — k).
Mantendremos los subindices e y s, ya habituales, pero conviene saber que la familia es una sola.
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—Ilograr insesgadez—, aunque, como acabamos de ver, admite también una lectura geométrica: es
la dimensién del subespacio donde vive €. El simbolo s? (con la ese gética) se reserva para esta
cantidad, para no confundirla con la varianza muestral S? (introducida hoy) ni con la s? de los
manuales clasicos de estadistica, que suele denotar esto mismo con otra convencién tipogréfica.

La expresién n — k recibe, en la jerga habitual de la estadistica, el nombre de grados de libertad
del modelo: el nimero de observaciones menos el nimero de parametros ya estimados. En esta
sesién, con dos regresores en total, k = 2, asi que s> = SRC/(n — 2). Volveremos sobre los grados
de libertad, con méas detalle, en la préxima sesion tedrica.

Para profundizar: Wooldridge, J. M. (2020), cap. 2, Teorema 2.2 (parte final: BLUE) y cap. 3,
seccién 3.5 (Teorema de Gauss-Markov, versién general con k regresores).

« Wooldridge, J. M. (2020), cap. 3, seccién 3.6 (estimacién insesgada de o2, grados de libertad).

9 ;Y con mas regresores?

Sin demostrarlo (generalizaciéon matricial de lo probado hoy; recordando la notacién de la leccion
10 y su extensién aleatoria de “El marco”):

E[B|X]=81, Var[B|X]=o(XTX)"".

En la diagonal de esta matriz estdn Var[p, | X),...,Var[B, | X]; fuera de la diagonal, las
covarianzas Cov[f3;, B; | X].

Evaluada en una muestra ya observada, y con o2 sustituido por su estimacién s2 (transparencia
anterior) —la férmula que de hecho calculan los programas estadisticos—:

s2(XTX)7L.

Para k = 2, el elemento (2, 2) de esta formula matricial se reduce exactamente a lo que hoy hemos
demostrado sin matrices (y los otros tres elementos dan, de propina, lo que no hemos calculado).

.Y con mas regresores?

Todo lo demostrado en esta sesion se limita, deliberadamente, al caso con dos regresores: la
constante 1 y un tnico regresor no constante X. Con k regresores (leccion 10), el resultado analogo
existe, y su enunciado —sin demostracién— es la generalizacion matricial natural de lo que hoy
hemos probado:

EB|X]=81, VarlB|X]=o X X)™.

Aqui X es la misma matriz aleatoria de regresores que fijamos al abrir la sesién, solo que ahora con
k columnas en lugar de dos; X sigue denotando, como en la lecciéon 10, la matriz de datos observados.
La primera igualdad generaliza la insesgadez de la seccion “Insesgadez”: B 1 denota el vector cuyas
componentes son las variables aleatorias constantes 1 1,...,8; I —el andlogo, para un vector de
parametros, de la constante 52 1 que obtuvimos en la seccion “Insesgadez”—. La segunda generaliza
la varianza de la seccién “Varianza”: es una matriz k X k que ocupa el lugar que antes ocupaba el
escalar 1/;(X; — X)?; en su diagonal contiene las varianzas Var[81 | X],...,Var[B | X] (con
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Var[ﬁg | X] como caso particular, ya conocido, en la posicién (2,2)), y fuera de la diagonal, las
covarianzas Cov[f;, B; | X] entre cada par de coeficientes.

Al evaluar esta formula en una muestra ya observada, sustituimos la matriz aleatoria X por la
matriz de datos X, con lo que queda por calcular (XTX)*l. Multiplicada por s? (la estimacién de
02 de la transparencia anterior, pues o2 sigue siendo desconocido) da s2(XX)~!: la férmula que
Gretl (y cualquier otro programa estadistico) usa internamente para calcular los errores estdndar
que veremos en la proxima sesién tedrica.

Es razonable preguntarse si esta férmula, presentada aqui sin demostracién, es compatible con lo
que si hemos demostrado hoy. La respuesta es si, y podemos comprobarlo con un calculo elemental.
Para k = 2 (constante més un tnico regresor no constante), la matriz X ' X (anélogo aleatorio de

la XX de la leccién 10) es
xTx — <n 1 nX >

nX ;X7
Usando la féormula general para invertir una matriz 2 x 2, obtenemos'
(XTx) oL (XXE -aX)
nd> (X, —X)2\ —nX nl

El elemento (2,2) de esta matriz —el que corresponde a la varianza condicional del segundo coefi-
ciente, fo— vale n 1/(n>;(X; — X)?) = 1/3;(X; — X)2. Multiplicando por o

2 Ty \—1 o
N e =

exactamente la férmula de la seccion “Varianza” Y, de propina, la misma matriz nos da las otras
dos cantidades que esta sesiéon no ha llegado a calcular —al habernos centrado, como anunciamos al
abrir, en Sy el elemento (1, 1), multiplicado por 62, da Var[3; | X] = 02, X?/(n X:(Xi—X)?);
y el elemento (1,2) = (2,1), multiplicado por o2, da Cov[B1,Bs | X] = —0?X/ ¥ ,(X; — X)2.
La generalizacion matricial, aunque no la hayamos demostrado, es consistente con todo lo que si
hemos probado en esta sesién —y nos regala, sin coste adicional, dos formulas mas que no habiamos
calculado en la leccién.

Para profundizar: Wooldridge, J. M. (2020), Apéndice E.2 (férmulas matriciales de insesgadez
y varianza para el modelo de regresién multiple).

c d ad — be \ —c

n?X’ = nZI(X, —X)? (la “f6rmula de calculo” de la varianza, leccién 5, evaluada sobre X y multiplicada por n).

—1
1 — —
15<a b) = (d ab>,cona—n1,b—c—nX,d—ZiX?,yusandoquead—bc—nZin—
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10 Recapitulacién y guino a la sesion siguiente

Propiedad | Resultado (regresién simple, k = 2) Supuestos usados
Insesgadez | E(f2) = (2 Linealidad 4+ Var(X) # 0 + muestreo
aleatorio
Varianza | Var[fy | X] = 2(9?72—?)2 + Homocedasticidad (+ Cov[U;,Uj |
o X| = 0, del muestreo aleatorio)
Eficiencia | MCO es BLUE (mejor entre los lineales | Los tres + muestreo aleatorio
e insesgados) (Gauss-Markov, sin demostrar)

Casi nada nuevo: la via alternativa (leccién 7), la esperanza condicional y la independencia entre
observaciones (leccién 9). Lo tnico nuevo: evaluar la férmula sobre variables aleatorias, no sobre
datos; eso, y solo eso, convierte 82 en un estimador.

Nota: los mismos argumentos, sobre B =Y — BQY, prueban la insesgadez de Bi.

Leccion 12: ya conocemos la media y la varianza de (s; para intervalos de confianza y contrastes
hace falta algo mas: la forma de su distribucién.

Recapitulaciéon y guifio a la sesién siguiente

El recorrido de esta sesién, visto en conjunto, es notablemente corto en ingredientes nuevos.
Hemos demostrado dos propiedades —insesgadez y varianza de Bg— con piezas que ya teniamos.
La férmula de la “via alternativa” de la leccién 7 nos dio ,5’2 como combinacién lineal de los datos.
La esperanza condicional de la leccién 9 nos permitié tomar esperanzas y varianzas “condicionando
en X”. Y la independencia entre observaciones anunciada en esa misma leccién 9 (“copias idénticas
e independientes”).

Conviene decir con claridad qué es lo tinico genuinamente nuevo, porque es facil confundirlo
con algo més sofisticado: tomar una férmula ARITMETICA ya obtenida —geométricamente, en
la leccién 7, sobre datos fijos— y evaluarla en variables aleatorias en lugar de en datos. Eso, sin
maés, es lo que convierte una estimacién (un nimero, calculado a partir de una muestra concreta)
en un estimador (una variable aleatoria, cuya distribucién depende de qué muestra hubiéramos
observado). No hemos definido ningiin producto escalar nuevo sobre “vectores de variables aleato-
rias”, ni hemos vuelto a demostrar Cauchy—Schwarz sobre un objeto distinto. Sencillamente, hemos
sustituido niimeros por variables aleatorias dentro de una féormula que ya sabiamos cierta, y hemos
reservado la maquinaria probabilistica de la leccién 9 (esperanza condicional, independencia) para
el momento en que de verdad hacia falta: al tomar esperanzas y varianzas de esa suma ponderada.

La tabla resume las dos propiedades centrales, junto con los supuestos exactos que cada una
requiere: la insesgadez solo necesita linealidad (més el muestreo aleatorio, que es lo que eleva
la exogeneidad estricta al condicionamiento en toda la matriz X); la varianza necesita, ademads,
homocedasticidad y la ausencia de covarianza cruzada entre perturbaciones (también consecuencia
del muestreo aleatorio). Esta jerarquia de supuestos —cada propiedad exige un subconjunto distinto
de los tres supuestos del Modelo Clasico— es importante tenerla presente: en las préximas sesiones,
cuando alguno de estos supuestos se ponga en duda (més adelante, al tratar la heterocedasticidad,
por ejemplo), sabremos exactamente qué propiedad de Bg queda en entredicho y cudl sigue intacta.

Queda, sin embargo, una limitaciéon importante que esta sesién no resuelve. Saber que [ estd
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bien centrado en 35 (insesgadez) y saber cuanto se dispersa alrededor de ese centro (varianza) NO
basta para responder preguntas del tipo “;es Bg = 0,5 una estimacién compatible con 5o = 077
o “jen qué rango de valores podemos confiar razonablemente que estd el verdadero (27”. Para
responderlas —son los contrastes de hipétesis y los intervalos de confianza que ocuparan buena parte
del resto del curso— no basta con la media y la varianza de Bg: hace falta conocer, ademas, la forma
completa de su distribucién. Esa es la tarea de la proxima sesién tedrica: enunciar (sin demostrarla
desde cero, apoydndonos en un supuesto adicional sobre la distribucién de la perturbacién U) la
distribucién de Bg, y a partir de ella construir el error estdndar, el intervalo de confianza y el
contraste t.

Para profundizar: Wooldridge, J. M. (2020), cap. 2, seccién 2.6 (unidades de medida y forma
funcional; transicién natural hacia la inferencia del capitulo 4).
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