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Leccion 12. Inferencia: error estandar, intervalo de confianza y
contraste ¢

Marcos Bujosa

19 de septiembre de 2026

Resumen

La leccién 11 dejo a 32 bien centrado y con una varianza conocida, pero le faltaba lo esencial
para contrastar hipotesis: la forma de su distribuciéon. Hoy la obtenemos suponiendo normalidad
de la perturbacion.

Con ella construimos el error estandar, el intervalo de confianza y el contraste ¢ —que no
mide nada que el R? no midiera ya— y aprendemos a leer una tabla de resultados.

“Significativo” no quiere decir “grande”, ni “importante”, ni “verdadero’.

o (slides) — (html) — (pdf)

1 De dénde venimos: nos falta la forma

De la leccién 11 nos traemos dos resultados sobre el modelo lineal simple (k = 2: la constante
1 y un unico regresor no constante X):

o? o?

SiXi—X)2 nS?

A

E(f2) = P, Var[B | X] =

Y nos traemos también una limitacion reconocida en voz alta: eso no basta para responder a
e jes compatible con estos datos que (9 valga cero?
e jen qué rango de valores puedo confiar razonablemente que esta B27

Saber déonde esta centrada una distribuciéon y cuanto se dispersa no dice cuanta probabilidad
hay mds alld de un punto. Para eso hace falta la forma.

Hoy: un supuesto nuevo, tres herramientas (error estandar, intervalo, contraste) — y, sobre todo,
aprender a leerlas.
De dénde venimos: nos falta la forma

La leccién 11 termind con un reconocimiento explicito de sus propios limites, y merece la pena
recordar por qué era un limite real y no una coqueteria. Alli demostramos que 5 estd bien cen-
trado en [y (insesgadez) y calculamos exactamente cuénto se dispersa alrededor de ese centro
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(Var[By | X]). Con esas dos cantidades sabemos mucho, pero no sabemos lo tinico que permite
hacer inferencia: cuanta probabilidad acumula la distribucién de 52 a partir de un valor dado.

Un ejemplo elemental lo deja claro. Imagine dos variables aleatorias con la misma media, 0, y
la misma varianza, 1. La primera es normal estdndar; la segunda toma solo los valores —1 y +1,
con probabilidad 1/2 cada uno. Ambas tienen idénticos los dos primeros momentos, y sin embargo
la probabilidad de superar el valor 1,5 es de aproximadamente 0,067 en la primera y exactamente
0 en la segunda. Media y varianza no determinan la distribucién; y las preguntas de la inferencia
—*“;cuan raro seria observar una estimacién tan alejada de cero como la que tengo delante, si en
realidad (2 fuese cero?”— son preguntas sobre probabilidades de colas, no sobre momentos.

Conviene senalar también que la leccion 11 ya nos dio, sin que lo pareciera, la pieza que hoy
resultard decisiva. Alli escribimos 32 = fo1 + >, W;U;, y esa descomposicién no era un paso
intermedio prescindible: dice que el error de estimacion Bg — (9 es una suma ponderada de las
perturbaciones. Si supiéramos qué forma tiene la distribucion de las U;, sabriamos qué forma tiene
la de 32. Eso es lo que vamos a hacer: suponer una forma para U y leer la consecuencia.

Una tultima advertencia sobre el reparto de la sesion. Las cuatro primeras transparencias cons-
truyen el aparato; la quinta y la sexta lo traducen a geometria; las cuatro dltimas se dedican a
interpretarlo. Esa segunda mitad no es un apéndice ni un relleno: es, con bastante probabilidad, la
parte de todo el curso que usted va a usar més veces —cada vez que lea un cuadro de resultados,
propio o ajeno—-.

Para profundizar: Wooldridge, J. M. (2020), cap. 4, introduccién y seccién 4.1 (por qué la
distribucién muestral, y no solo sus momentos, es lo que hace falta para contrastar hipétesis).

2 El supuesto nuevo: normalidad

Condicionada a X, cada perturbacién U; es normal de media 0 y varianza o2.

La descomposiciéon de la lecciéon 11 hace todo el trabajo:

By=pa1+> Wil

Condicionando en X los pesos W; son constantes, y una combinacién lineal de normales indepen-
dientes es normal:

A 0'2

B| X ~ N(Br =)
>oi(Xi — X)?

Lo nuevo es la palabra “N”; y es un supuesto genuino: el laboratorio anterior mostré que insesgadez

y varianza no la necesitan.

Geométricamente: la normalidad hace el ruido isdtropo, sin direcciéon privilegiada en R™.

El supuesto nuevo: normalidad

El Modelo Clasico de Regresiéon Lineal de la leccién 9 constaba de tres supuestos —linealidad,
independencia lineal de los regresores y homocedasticidad—, a los que la leccién 11 anadié el



muestreo aleatorio. Hoy incorporamos un supuesto més, y conviene decir con precisién qué anade y
qué no: la normalidad de la perturbacion. Formalmente, suponemos que, condicionada a la matriz
aleatoria de regresores X, cada U; tiene distribucién normal:

Ui | X ~ N(0,6?%), i=1,...,n.

Obsérvese que este supuesto no cambia ninguno de los momentos que ya tenfamos: la media con-
dicional sigue siendo E[U; | X| = 0 y la varianza condicional sigue siendo Var[U; | X] = 02 1,
exactamente como en la lecciéon 11. Lo Unico que anade es de qué forma se reparte la probabilidad
alrededor de esa media, con esa varianza.!

De aqui a la distribucién de 5 el camino es corto, y lo interesante es que no requiere ninguna
cuenta nueva: basta releer lo que ya escribimos en la leccién 11. Alli obtuvimos, por algebra pura
y sin tomar esperanzas,

X;

X=X
(X - X)2

Po=P21+) Willi, con W=
% J

Los pesos W; son funciones de X, de modo que, una vez que condicionamos en X, se comportan
como numeros fijos —es exactamente el Lema que tanto usamos en la leccién 11—. Y entonces
>; WiU; es, condicionalmente, una combinacién lineal de variables normales independientes (in-
dependientes por el muestreo aleatorio de la leccién 11) con coeficientes constantes. Aqui usamos
un resultado de su curso de probabilidad que no vamos a demostrar: una combinacion lineal de
variables normales independientes es normal. Con ello, condicionando en X, la distribucién de Bz
es normal, y su media y su varianza son las que ya calculamos en la leccién 11:

A 0'2
B| X ~ N(Bry 5
(X = X)?

Estrictamente hablando, esta expresién es una afirmacion sobre la distribucién condicional: dice
que, fijada una realizacion concreta de X, la distribucién de 52 es la normal indicada, cuya varianza
depende de esa realizacion (es, como vimos, una variable aleatoria si se la mira antes de observar
X). Es la misma disciplina de capas que venimos manteniendo desde la leccién 9, y conviene no
relajarla: la aleatoriedad que cuenta aqui es la de la perturbacién, con los regresores dados.

Merece la pena insistir en por qué la normalidad es un supuesto anadido y no una consecuencia
de los anteriores, porque el laboratorio que precede a esta lecciéon lo puso delante de los ojos. Alli
se repitié el experimento de Monte Carlo con perturbaciones uniformes y con perturbaciones x?
centradas —claramente no normales— y el resultado fue que la media de las estimaciones seguia
cayendo sobre 55 y su varianza empirica seguia coincidiendo con la férmula de la leccion 11. No
podia ser de otro modo: aquella demostraciéon nunca usé la normalidad. Lo que si cambiaba era la
forma del histograma. Y cambiaba de una manera instructiva: con n = 506 el histograma parecia

L Una precisién notacional. Dentro del simbolo N(0, 02), los argumentos 0 y o2 son pardmetros de una distribucién
—dos nimeros—, no variables aleatorias. Por eso aqui escribimos 0 a secas, y no 0: la regla del curso que obliga a
escribir 31 1 en lugar de B: se aplica cuando un escalar se combina (se suma, se multiplica) con variables aleatorias,
para mantener el paralelismo dimensional; no se aplica a los argumentos de una distribucién. Compdrese: E[U; | X] =
0 es una igualdad entre variables aleatorias (la esperanza condicional lo es), mientras que “la media de esa normal
es 0” es una afirmacién sobre un nimero.



normal aunque U no lo fuese, mientras que con n = 12 y una x? de un grado de libertad la
asimetria era inconfundible. Volveremos sobre esto al final de la sesién, porque es la razén por la
que la inferencia que hoy construimos sigue siendo aproximadamente valida en muestras grandes
incluso cuando la normalidad falla.

Queda la lectura geométrica, que es la que conecta este supuesto con el resto del curso. Pensemos
en el vector aleatorio de perturbaciones U = (Uy,...,U,) como un “punto al azar” de R". La
homocedasticidad dice que todas sus componentes tienen la misma varianza; el muestreo aleatorio de
la leccién 11 dice que son independientes entre si —no solo incorreladas, y aqui el matiz importa—.
Las dos cosas juntas, mds la normalidad de cada componente, dan algo méas fuerte que la suma de
sus partes: que la distribucion de U es esféricamente simétrica, es decir, que no privilegia ninguna
direccion de R™. Dicho de otro modo: la direccion en la que apunta el ruido es completamente
uniforme, y su distribucién no cambia si giramos los ejes. A esa propiedad la llamaremos isotropia,
v es lo que hara que, en la seccién “Por qué el valor critico depende de n — k”, tenga sentido hablar
de “la distribucién del &ngulo”. Sin normalidad, homocedasticidad e independencia siguen valiendo,
pero la nube de ruido puede tener direcciones preferentes, y entonces el dngulo ya no tiene una
distribucién conocida.

Para profundizar: Wooldridge, J. M. (2020), cap. 4, seccién 4.1 (supuesto MLR.6 de normalidad
y distribuciones muestrales normales de los estimadores MCO).
3 El error estandar, y el precio de estimar o

Esa varianza contiene o2, que no conocemos: la estimamos con la cuasivarianza de los residuos

(leccién 11), 52 = SRC/(n — k).

Sustituyendo o por s sobre los datos observados, el error estandar de Bg:

A S S

ee(f2) = N CTETAE - |l —Z

Un cociente de longitudes: ruido estimado por unidad de longitud del regresor en desviaciones.

El precio de estimar o: la normal se convierte en una t de Student con n — k grados de libertad
(enunciado, no demostrado):
B2 — o N
66(32)

bk

El error estandar, y el precio de estimar o

La férmula de la transparencia anterior tiene un problema practico evidente: depende de o2, la
varianza de la perturbaciéon poblacional, que es una cantidad desconocida —como toda cantidad
poblacional—. La leccién 11 ya nos dejé resuelto ese punto: o2 se estima mediante la cuasivarianza
de los residuos, s> = SRC/(n — k), que es el tercer miembro de la familia de productos escalares
del curso, el de divisor n — k. Recordemos que ese divisor no era caprichoso: los residuos viven en
el subespacio ortogonal a las columnas de X, de dimensién n — k, y dividir por esa dimensién es lo
que hace insesgado al estimador.



Sustituyendo o por s en la raiz cuadrada de la varianza, y escribiendo la expresiéon sobre los
datos observados en lugar de sobre la muestra aleatoria, obtenemos el error estandar de Bg:
co(y) = ey =
(i — p2)? e — e
La notacién merece un comentario, porque el término “error estdndar” es una de las fuentes de
confusiéon mas frecuentes al leer resultados. Un error estandar mide la dispersiéon de un estimador
en su distribuciéon muestral: cuanto variaria el nimero que hemos calculado si volviéramos a tomar
otra muestra. No mide la dispersién de unos datos. Y el objeto que acabamos de escribir es,
estrictamente, un numero —se calcula con los datos que tenemos—, aunque sea la realizaciéon de
una variable aleatoria (la que resultaria de evaluar esa misma férmula sobre la muestra aleatoria).
Es el mismo abuso de lenguaje, cémodo y universal, que ya senialamos en la lecciéon 11 al hablar
del sesgo de una férmula escrita con datos.?

Escrito asi, el error estdndar es un cociente de dos longitudes, y esa es su lectura més util. En el
numerador, § mide el tamano tipico del ruido. En el denominador, ||z — Z||. mide cudnto se separa
el regresor de su propia media: es, literalmente, la longitud euclidea del vector en desviaciones de
la leccion 4. Por tanto: el error estdndar es el ruido estimado por unidad de longitud del regresor en
desviaciones. Un regresor con mucha variacién —un vector en desviaciones largo— permite estimar
su coeficiente con precision; un regresor cuyos valores apenas cambian dentro de la muestra —un
vector en desviaciones corto— no, por mucho que el ruido sea pequeno. Es la lectura geométrica
de algo que en la leccién 11 aparecia como “mas dispersiéon en X, més precisiéon”, y la veremos
dibujada en la transparencia del intervalo de confianza.

Queda el segundo asunto de esta transparencia, que es sutil y conviene no pasar por alto. Si
conociéramos o, de la distribucién normal de la transparencia anterior se seguiria inmediatamente
que A

B2 — Ba

Vo Si(Xs - X2
porque restar la media y dividir por la desviacién tipica convierte cualquier normal en la normal
estandar. Pero no conocemos o: en su lugar usamos s, que es una variable aleatoria mas, calculada
con los mismos datos. Al dividir por una cantidad que también fluctiia de muestra en muestra,
el cociente resultante se dispersa méas que una normal estandar: puede salir grande porque el
numerador sea grande, pero también porque el denominador haya salido pequeno por azar. El
resultado exacto —que enunciamos sin demostrar, porque su prueba exige la distribucién x? y un
argumento de independencia entre Bg y s% que este curso no desarrolla— es que ese cociente sigue
una distribucién conocida, la t de Student con n — k grados de libertad:

~ N(0,1),

Bo — Pa
66(32)

2La confusién se agrava con la traduccién. En inglés, la salida de un programa como Gretl distingue “S.D. dependent
var” (standard deviation: dispersion de los datos del regresando) de “S.E. of regression” (standard error) y de la
columna “Std. Error” de cada coeficiente. En espanol, las tres suelen aparecer rotuladas con alguna variante de
“desviacién tipica”, de modo que tres cantidades conceptualmente distintas comparten etiqueta. Volveremos sobre
ello en la transparencia dedicada a leer una tabla de resultados.

bk




La distribucion t,,_j es simétrica y acampanada como la normal, pero con colas mas gruesas, y
tanto mas gruesas cuanto menor sea n — k; a medida que n— k crece, se acerca a la normal estandar
hasta hacerse indistinguible de ella en la practica (con n—k del orden de unas decenas, la diferencia
ya es pequena). Que el niimero de grados de libertad sea exactamente n—k —el mismo que aparecia
en el divisor de 52— no es casualidad, y en la seccién “Por qué el valor critico depende de n — k”
veremos que tiene un significado geométrico muy concreto: es la dimensiéon del subespacio donde
vive el residuo.

Nota de coherencia: en este curso, k cuenta todos los regresores, incluida la constante. Por eso
los grados de libertad se escriben siempre n — k y nunca n — k — 1. En el modelo lineal simple de
hoy, k = 2 y los grados de libertad son n — 2.

Para profundizar: Wooldridge, J. M. (2020), cap. 4, seccién 4.2 (el estadistico ¢ y su distribucion);
y cap. 3, seccién 3.6 (errores estandar de los coeficientes).

4 FEl contraste ¢

Hipdotesis nula: Hy: 2 = 0 (“el regresor no aporta nada”), frente a Hy: B2 # 0.

FEstadistico (bajo Hy, sustituyendo B2 = 0 en la transparencia anterior):

Decision al nivel a (habitualmente 0,05): se rechaza Hy si [t| > t., el valor critico de la ¢,
que deja «/2 en cada cola.

Valor p: probabilidad de un |t| al menos tan grande como el obtenido, si Hy fuese cierta. Se
rechaza si es menor que «.

Nada obliga a contrastar contra cero: para Hy: 2 = ¢ (p. ej. una elasticidad unitaria), ¢t =

(B2 = ¢) fee(Ba).

El contraste ¢

Con la distribucion de la transparencia anterior en la mano, el contraste se construye solo. La
hipétesis que interesa con mas frecuencia es Hy: 85 = 0, que en términos del modelo poblacional
dice que el regresor no interviene: si B9 = 0, entonces Y = 31 1 + U y X no aparece. La alternativa
habitual es Hy: 82 # 0, que no especifica ningtin valor concreto y admite desviaciones en los dos
sentidos (de ahi que el contraste se llame de dos colas).

El razonamiento es el de todo contraste de hipétesis, y conviene enunciarlo con cuidado porque
es donde se cometen los errores de interpretaciéon. Suponemos provisionalmente que Hy es cierta.
Bajo ese supuesto, sustituyendo B2 = 0 en el resultado de la transparencia anterior, sabemos
exactamente como se distribuye el cociente




Este cociente mide la distancia entre la estimaciéon y el valor 0, pero medida en unidades de su
propia imprecision: dice cudntos errores estandar separan Bg de cero. Si el valor que obtenemos con
nuestros datos es de los que la t,,_; produce con facilidad, los datos son compatibles con Hy y no
hay nada que objetar. Si es un valor que la t,,_; produciria muy raramente, tenemos un conflicto:
o bien hemos tenido muy mala suerte, o bien el supuesto provisional era falso. El contraste opta
por lo segundo, y al hacerlo acepta un riesgo cuantificado de equivocarse.

Ese riesgo es el nivel de significacion «, la probabilidad de rechazar Hy siendo cierta, que se
fija de antemano (por convencién, a = 0,05; también se usan 0,10 y 0,01). Fijado «, el valor critico
t. es el nimero que deja una probabilidad «/2 en cada cola de la t, g, v la regla es: rechazar
Hj si |t| > t.. El conjunto de valores que llevan a rechazar se llama region critica. Nétese que t.
depende de dos cosas: del nivel a que hayamos elegido y de los grados de libertad n — k. Esta
segunda dependencia es la que tiene una lectura geométrica sorprendente, y le dedicaremos una
transparencia entera.

Una forma equivalente y, en la practica, mas informativa de presentar la misma decisiéon es el
valor p: la probabilidad de que la t,,_; produzca un valor tan alejado de cero, o mas, que el ¢ que
hemos obtenido —siempre, se insiste, bajo el supuesto de que Hy es cierta—. Con él, la regla de
decisién se vuelve inmediata: se rechaza Hy si el valor p es menor que «. Su ventaja es que no
obliga a comprometerse con un « antes de mirar los datos y permite al lector aplicar el suyo: un
valor p de 0,048 y otro de 0,000001 llevan ambos a “rechazar al 5%”, pero no dicen lo mismo. Su
inconveniente es que se malinterpreta con enorme facilidad, y a eso dedicaremos parte de la seccién
“Significacién estadistica # relevancia econémica”.

Conviene, por iltimo, deshacer una asociacién demasiado automatica entre “contraste t” y
“contrastar contra cero”. El cero tiene un lugar privilegiado porque corresponde a la pregunta
“jinterviene este regresor?”, pero la construccion vale para cualquier valor de referencia: para
contrastar Hy: 5 = ¢ basta usar

t— B2 i C)
ee(f2)
que bajo esa Hj sigue igualmente una t,,_;. Y hay preguntas econémicas que exigen precisamente
eso. Si el modelo estd escrito en logaritmos y (2 es una elasticidad (algo que veremos con detalle
més adelante en el curso), la pregunta interesante rara vez es “jes la elasticidad distinta de cero?”
—casi siempre lo es— sino “jes compatible con ser unitaria?”, es decir, Hy: f2 = 1. Del mismo
modo, si la teoria predice un valor concreto, contrastar contra ese valor es lo que pone a prueba la
teoria; contrastar contra cero, no.

Para profundizar: Wooldridge, J. M. (2020), cap. 4, secciones 4.2a-4.2e (contrastes de una y
dos colas, valores criticos, valores p, y contrastes de hipdtesis con valores de referencia distintos de
cero).

5 Lectura geométrica: la razén de catetos

Cony—7y= BQ(:B — ) y 52 = SRC/(n — k), el estadistico queda:

SEC . [
t?=(n—k)—x d t=vn—k —"-.
(n )SRC’ es decir |t] n &P




—y = fa(x — )

Figura 1: El tridngulo rectdngulo de la leccion 8, con los dos catetos medidos. En verde, el vector
de datos en desviaciones (la hipotenusa, de longitud v/STC); en violeta, el ajuste en desviaciones
(el cateto explicado, de longitud v/SEC), rotulado a la derecha de su punta, que es un multiplo
del regresor en desviaciones (en azul, medido bajo el eje); en gris, el residuo (el cateto residual, de
longitud v'SRC). El d4ngulo 6 es el mismo de R? = cos? f. El estadistico ¢ compara los dos catetos.

Y como STC = SEC + SRC, también t? = (n — k)R%/(1 — R?): el contraste t no mide nada que
el R? no midiera ya.

Lectura geométrica: la razén de catetos

Hasta aqui, la construccién del contraste ha sido puramente probabilistica. Esta transparencia
y la siguiente la traducen al lenguaje geométrico del curso, y el resultado es, creo, la mejor razén
para haber hecho todo el recorrido anterior: el estadistico ¢ resulta ser un objeto que ya conociamos
desde la leccién 8, mirado con otra escala.

Empecemos por la pieza que hace posible la traducciéon. En el modelo lineal simple, el ajuste
es Yy = ﬁll + ﬁgaz y sabemos desde la leccion 7 que el ajuste y los datos tienen la misma media,
Py = fiy.- Recordando ademas la notacion de la lecciéon 4 —la barra sobre un vector denota el vector

constante formado por su media, ¥ = u,1—, y usando oy = Bl + Bgum, se obtiene

Yy-—y= (311 + fox) — (31 + Bapiz)1 = 32(33 — pzpl) = Bg(m — ).

Es decir: el cateto explicado del triangulo de la leccién 8 es el regresor en desviaciones multiplicado
por Bs. Esto es propio de la regresién simple —con dos o més regresores no constantes el ajuste
en desviaciones ya no estd alineado con ningin regresor individual, como advertimos en la leccién
10—, y es la razén por la que hoy trabajamos con k = 2.

Tomando normas euclideas al cuadrado en esa igualdad obtenemos SEC = 3% ||z — Z||2. A
partir de aqui la cuenta es mecanica. Partimos del estadistico, escribimos el error estandar como el
cociente de longitudes de la transparencia anterior y elevamos al cuadrado:

= B _ B |z —=|. 2 522”33_5””2 SEC _ (n—k)%
ee(fs) s ’ 52 " SRC/(n — k) SRC’



que es la identidad anunciada. B

Conviene detenerse en lo que dice esta igualdad, porque es ficil pasar por encima. A la izquierda,
un estadistico de contraste, construido con supuestos probabilisticos, normalidad y distribuciones
muestrales. A la derecha, dos sumas de cuadrados que calculamos en la leccién 8 sin la menor
referencia a la probabilidad, y un niimero entero que cuenta dimensiones. La tinica cantidad de la
derecha que no viene de la pura geometria de los datos es n—k. Y la lectura es directa: el estadistico ¢
compara la longitud del cateto explicado con la del cateto residual. Un cateto explicado largo frente
a un residuo corto —es decir, un dngulo 6 pequefio— da un || grande; un cateto explicado corto
frente a un residuo largo —un dngulo préximo a 90°— da un |¢| pequefio.

Notese que la identidad estd escrita para [t|, no para t: el cociente de longitudes es siempre
positivo, mientras que t hereda el signo de Bs. Si Bg es negativo, el cateto explicado apunta en el
sentido opuesto sobre la misma recta L£(x — ) (el conjunto de todos los miltiplos del regresor en
desviaciones; geométricamente, una recta de R™), y nada mas cambia: las longitudes, el 4ngulo y el
valor de |¢| son los mismos. Por eso la figura estd dibujada con Bg > 0 sin pérdida de generalidad.

La segunda forma de la identidad se obtiene recordando dos cosas de la leccién 8: que R? =
SEC/STC y que STC = SEC + SRC (el teorema de Pitdgoras aplicado al tridngulo de la figura, en
su version con norma euclidea, sin el factor 1/n del producto escalar estadistico). De la segunda,
SRC = STC — SEC, y dividiendo numerador y denominador por STC:

R2
1—-R?

SEC  SEC/STC R e £ — (n— 1)
SRC ~ 1_SEC/STC 1-R® & -

Y como R? = cos? 0, donde 0§ = £((y — ¥), (§ — Y)), resulta que |t| es una funcién tnicamente del
angulo 6 y del nimero n — k. No hay ninguna otra informacion en el estadistico ¢: dado el angulo
y dados los grados de libertad, |t| est4 determinado.

Esto tiene una consecuencia practica que conviene retener, y que reaparecerd en la seccién
“Significacién estadistica # relevancia econémica”: un R? alto y un |¢| alto no son dos evidencias
independientes que se refuercen mutuamente. Son la misma medida, expresada dos veces. Lo que
|t| afiade al R? no es informacién sobre la relacién, sino el factor v/n — k: cudntas observaciones
respaldan ese angulo.

Podemos comprobar la identidad con el ejemplo numérico de la leccién 8, donde STC = 100,

SEC =90, SRC=10y n =15 (con k = 2, luego n — k = 3):

90
2-3. =27 t| = 5,20.
5= =5,

Y, por la otra via, R? = 0,9 da t?> = 3 - 8‘? = 27, el mismo ntmero. El valor critico de la t3 al
5% es 3,18, de modo que aquel ajuste de juguete habria resultado significativo —con solo cinco
observaciones—.

Para profundizar: Wooldridge, J. M. (2020), cap. 4, seccién 4.5 (donde aparece, para el contraste
F', la misma relacion entre estadisticos de contraste y sumas de cuadrados que aqui hemos obtenido
para t).
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6 Por qué el valor critico depende de n — k&

La identidad anterior separa la significaciéon en dos factores: |t| = v/n — k x v/SEC/v/SRC, es
decir, cudnta evidencia X qué fuerza tiene la relacion.

——1

=15 R*=093 [|t|=6,46 =45 R*=0,50 |t|=1,73 6 =80° R?*=0,03 |t|=0,31

Figura 2: El mismo tridngulo con tres aberturas del 4ngulo, y su R? y su [t| (calculados con n = 5, es
decir, n — k = 3, cuyo valor critico al 5% es 3,18). La hipotenusa mide lo mismo en los tres paneles:
lo Gnico que cambia es el angulo. Solo el primero resulta significativo. La hipdtesis Hy: 2 = 0
corresponde al caso limite en que el vector de datos en desviaciones es ortogonal a la direccién del
regresor: angulo de 90°, cateto explicado nulo.

Con pocas observaciones un angulo pequeiio no prueba nada: en R? todo par de vectores en
desviaciones est alineado (R? = 1 siempre, n — k = 0). En dimensién alta dos direcciones sin
relacion son cast ortogonales: el mismo angulo sorprende mas cuanto mayor es n.

Por qué el valor critico depende de n — k&

La identidad de la transparencia anterior admite una lectura que va més alla de lo anecdético:
descompone la significacion estadistica en sus dos ingredientes, y los separa limpiamente. Uno es
geométrico y describe la relacion: la razén entre los dos catetos, equivalentemente el angulo 6,
equivalentemente el R?. El otro es aritmético y describe la evidencia: el factor vn — k, que solo
cuenta observaciones. Un mismo angulo, con més observaciones, produce un |¢| mayor; un mismo
nimero de observaciones, con un angulo mas cerrado, también. La significacién es el producto de
ambas cosas, y por eso —como veremos— no puede leerse como si midiera solo una de las dos.

Detengamonos en la pregunta que da titulo a esta seccién: ;por qué hay que corregir por los
grados de libertad? ;Por qué un angulo pequefio no es, por si solo, evidencia suficiente? La respuesta
més contundente estd ya demostrada en este curso, y no en un rincon: es el resultado de la leccién
5 segtin el cual en R? la correlacion es siempre +1. Recordemos el argumento: el subespacio £(1)+
—donde viven todos los vectores en desviaciones— tiene dimensiéon n — 1, de modo que en R? es
una simple recta; y dos vectores cualesquiera sobre una recta estan forzosamente alineados.

Traduzcamos eso al lenguaje de hoy. Con n = 2 observaciones y k = 2 coeficientes, la recta de
regresion pasa exactamente por los dos puntos: el residuo es nulo, SRC = 0, el angulo 6 es 0° y
R? = 1. Un ajuste perfecto. ;Es eso evidencia de una relacién entre las variables? Evidentemente
no: es evidencia de que dos puntos determinan una recta. Y el aparato que hemos construido lo
detecta sin necesidad de que se lo advirtamos: los grados de libertad son n —k =2 -2 =0, la
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cuasivarianza s = SRC/(n — k) es un cociente de la forma 0/0, el error estdndar no esté definido y
el estadistico t no existe. No es que el contraste dé un resultado ambiguo: es que no hay contraste
posible. Con n = 3 ya hay un grado de libertad, y el contraste existe, pero su valor critico al 5% es
12,71: exige una barbaridad de evidencia para rechazar, porque con tres puntos un angulo pequeno
sigue siendo facil de obtener por azar.

Conviene leer la figura de la transparencia con esto en la mente. Los tres paneles tienen la
misma hipotenusa y solo cambia el dngulo: con 6 = 15° el R? es de 0,93 y |t| = 6,46, por encima
del valor critico 3,18; con # = 45°, un R? de 0,50 ya no basta (|t| = 1,73); y con 0 = 80° el cateto
explicado es casi nulo. El caso limite de ese tercer panel es precisamente la hipdétesis nula: Bg =0
equivale a que el vector de datos en desviaciones sea ortogonal a la direccion del regresor —angulo
de 90°, cateto explicado nulo, SEC = 0—.

El fenémeno general es el reciproco de ese caso extremo, y es una propiedad de los espacios
de dimension alta que vale la pena enunciar aunque no la demostremos: en R™ con n grande, dos
direcciones tomadas sin relacion entre si son casi ortogonales. Dicho de otra forma: si el vector de
datos en desviaciones apunta “a un sitio cualquiera”, lo esperable es que forme con la direccién del
regresor un angulo préximo a 90°, y tanto mas préximo cuanto mayor sea n. Por eso un dngulo de,
digamos, 45° es poco informativo con cinco observaciones —cabe facilmente en el azar— y muy
informativo con quinientas.

Aqui es donde el supuesto de normalidad de la seccion “El supuesto nuevo: normalidad” cobra su
sentido geométrico pleno, y donde podemos enunciar —sin demostrarlo— el resultado que cierra el
circulo. Bajo Hy: B2 = 0, el vector de datos en desviaciones es el vector de perturbaciones centrado;
y si el ruido es isétropo, su direccion es uniforme: no privilegia ninguna orientaciéon dentro de
L(1)+. Entonces el 4ngulo 6 entre esa direccién uniforme y la direccién fija del regresor tiene una
distribucién perfectamente determinada, que depende tnicamente de una dimensién: la de lo que
queda de E(l)l una vez descontada la direccién del regresor, que es n — k —el mismo subespacio
donde vive el residuo—. Y como |t| es una funcién del dngulo y de n — k —eso es lo que dice la
identidad de la transparencia anterior—, la distribucion t,_; es, literalmente, la distribucion del
dngulo bajo Hy. La normalidad no era, por tanto, un supuesto técnico arbitrario: es lo que hace que
el angulo tenga una distribucién conocida.

Esto permite mirar la regién critica con otros ojos. Rechazar Hy cuando [t| > t. equivale, por
la identidad, a rechazarla cuando el angulo es menor que un cierto angulo critico .. Es decir: la
region critica es un cono alrededor de la recta generada por el regresor en desviaciones, y el valor
critico t. no es mas que la abertura de ese cono. Lo que hace el contraste es preguntar si el vector
de datos en desviaciones ha caido dentro del cono.

La figura pone nimeros a la idea. La abertura del cono se obtiene de la identidad: el dngulo
critico es aquel cuya razén de catetos vale t./vn—k. Con n =5 (n — k = 3, t. = 3,18) sale
0. = 28,6°: el cono es estrecho, y hace falta que los datos se alineen mucho con el regresor para
rechazar. Con n = 1002 (n—k = 1000, t. = 1,96) sale 6. = 86,5°: el cono ocupa casi todo el espacio,
y basta un angulo apenas distinto de la ortogonalidad para rechazar. Los dos paneles muestran el
mismo vector de datos, a 45° del regresor: fuera del cono en el primer caso (no se rechaza, |t| = 1,73),
dentro en el segundo (se rechaza, [t| = 31,6).

Hay que ser cuidadoso al interpretar ese contraste, porque admite dos lecturas y solo una es

12



i |
1 T
1 |
1 |
1 |
1 |
1 |
1 |
1 |
1 [
1
P A f
1 I
1 I
1 I
1 |
1 |
1 |
1 |
I I
1 |
I I
1 |
I I

L{x — ) L(x —T)
n=5 (n—k=3), t.o=318 n=1002 (n—k=1000), t, =196
abertura 6. = 28,6° abertura 6. = 86,5°
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Figura 3: La region critica (sombreada) como un cono alrededor de la recta generada por el regresor
en desviaciones, vista dentro del plano de las desviaciones. A la izquierda, con n = 5: la abertura
es de 28,6°. A la derecha, con n = 1002: la abertura es de 86,5°, casi todo el espacio. El vector de
datos en desviaciones forma en los dos paneles el mismo angulo de 45° con el regresor, y el veredicto
es opuesto.

correcta. La lectura incorrecta seria: “con muchas observaciones el contraste es mas laxo, rechaza
con menos exigencia”. No: el contraste mantiene, en los dos paneles, la misma probabilidad de error
de tipo I, el 5% —eso es lo que significa haber calculado la abertura con t.—. Lo que cambia es
que, con mil observaciones, el azar solo produce angulos muy préximos a 90°: ese cono enorme es
el 5% de los casos porque casi toda la probabilidad se concentra en la rendija que queda fuera de
él. La lectura correcta es, entonces: con muchas observaciones, una desviacion pequenisima de la
ortogonalidad ya es estadisticamente detectable. Que sea econdmicamente relevante es otra cuestiéon,
v a ella dedicaremos una transparencia entera.

Para profundizar: Wooldridge, J. M. (2020), cap. 4, seccién 4.2b (dependencia del valor critico
respecto de los grados de libertad). Fisher, R. A. (1915), “Frequency distribution of the values of
the correlation coefficient in samples from an indefinitely large population”, Biometrika 10, 507-
521: el articulo donde la distribucién del coeficiente de correlaciéon se obtiene, originalmente, por
un argumento geométrico sobre angulos como el que aqui solo hemos enunciado.

7 El intervalo de confianza

Un rango de valores compatibles con los datos, en vez de un veredicto:

[ Be—to-ee(Ba) s Ba+te-ee(B) ]

con el mismo ¢, del contraste; semiamplitud t.s/||z — Z||¢.
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regresor concentrado: ||z — || = 5,98 regresor disperso: ||z — | = 59,79
ce(f2) = 0,184 IC 95%: [0,08; 0,90] ce(f2) = 0,018 IC 95%: [0,46; 0,54]

60 60

40 40

20 20

20 30 40 50 60 70 80 / 20 30 40 50 60 70 80 ’

Figura 4: Dos ajustes con la misma muestra de perturbaciones, el mismo n = 12 y el mismo residuo
—vy por tanto el mismo s = 1,10—. Lo tnico distinto es cudnto se separan los valores del regresor.
La zona sombreada es el haz de rectas cuyas pendientes caen en el intervalo de confianza al 95 %,
dibujadas pivotando sobre el centroide, por donde la recta de regresiéon pasa siempre. Diez veces
mas largo el regresor en desviaciones, diez veces mas estrecho el haz.

Dice: el 95% de las muestras dan un intervalo que contiene a 3. No dice: que (B3 esté en este
con probabilidad 0,95; 32 no es aleatorio, el intervalo si.

El intervalo de confianza

El contraste de hipotesis responde a una pregunta muy pobre: si o no. El intervalo de confianza
responde a una mejor —“;qué valores de B son compatibles con estos datos?”— y con la misma
maquinaria, sin ningin ingrediente adicional. Su construccion sale de despejar en la distribucién de
la seccién “El error estdndar, y el precio de estimar o”: si (32 —B2)/ ee(Bg) sigue una t,,_, entonces
ese cociente cae entre —t. y +t. con probabilidad 1 — «, y despejando B2 de esa doble desigualdad
se obtiene

{/32 —te- 86(32) ) 32 + it ee(ﬁz) }

Es, por tanto, el mismo objeto que el contraste, presentado del revés. Y esa equivalencia es exacta
y conviene tenerla clara: un valor ¢ queda fuera del intervalo de confianza al 95% si y solo si el
contraste de Hy: B2 = ¢ se rechaza al 5 %. El intervalo es, literalmente, el conjunto de las hipdtesis
que no se rechazarian. Por eso contiene toda la informacion del contraste y algo mas: no solo dice
si el cero se rechaza, sino qué otros valores también, y con qué margen.

La semiamplitud del intervalo, t.s/||x — Z||¢, vuelve a tener la lectura geométrica de la seccién
“El error estdndar, y el precio de estimar ¢”, ahora con consecuencias visibles. En la figura, esa
semiamplitud es la abertura de la zona sombreada: el haz de todas las rectas cuya pendiente cae
dentro del intervalo, dibujadas pivotando sobre el centroide (piz, fty), Por el que la recta de regresion
pasa siempre. Los dos paneles de la figura comparten absolutamente todo excepto la dispersion del
regresor: los mismos parametros (51 = 10, B2 = 0,5), las mismas doce perturbaciones y —esto es lo
que hace la comparacién tan limpia— el mismo vector de residuos, porque el regresor en desviaciones
apunta en la misma direccién en los dos casos y solo cambia su longitud.? En consecuencia s = 1,10

3En los dos paneles el regresor toma valores igualmente espaciados alrededor de 50; lo tinico que cambia es el paso
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en ambos, y toda la diferencia procede del denominador: || — Z||. vale 5,98 en el panel izquierdo
y 59,79 en el derecho. Diez veces mas largo el regresor en desviaciones, diez veces méas pequeno
el error estandar (0,184 frente a 0,018) y diez veces més estrecho el intervalo: [0,08; 0,90] frente a
[0,46; 0,54].

Y no es solo el intervalo lo que se estrecha: el error de estimacion efectivamente cometido también
se divide por diez. La pendiente verdadera es 83 = 0,5; con el regresor concentrado se estima 0,4931
(error de —0,0069) y con el regresor disperso, 0,4993 (error de —0,00069). Exactamente un factor
de diez, el mismo que separa las longitudes. La lectura sustantiva es la que importa: para estimar
bien el efecto de una variable hace falta que esa variable varie. Si en su muestra todo el mundo
tiene aproximadamente la misma educacién, no podra medir con precision el efecto de la educacién
sobre el salario, por muy limpios que sean sus datos y por muchas observaciones que tenga. Esta
idea reaparecera, con otro disfraz, cuando estudiemos la colinealidad.

Vale la pena senalar que el panel izquierdo es un buen ejemplo de una situacién incémoda pero
frecuente: el contraste rechaza Hp: 2 = 0 (el cero no esté en el intervalo, |t| = 2,68 frente a un
critico de 2,23), y sin embargo el intervalo es tan ancho —de 0,08 a 0,90— que apenas informa sobre
la magnitud del efecto. Si un resultado asi se comunica diciendo solo “el efecto es significativo”, se
estd ocultando lo esencial. Es el argumento principal para preferir el intervalo al veredicto, sobre
todo al leer o escribir un informe.

Queda la cuestion de la interpretacion, que es donde casi todo el mundo resbala al menos una vez.
La afirmacién correcta es sobre el procedimiento, no sobre este intervalo concreto: si repitiéramos
el muestreo muchas veces y en cada muestra construyéramos el intervalo con esta receta, el 95 %
de esos intervalos contendrian al verdadero f5. La afirmacion incorrecta, y muy tentadora, es “hay
un 95 % de probabilidad de que (2 esté entre 0,46 y 0,54”. No tiene sentido en este marco: [o
es un numero fijo y desconocido, no una variable aleatoria, asi que no hay ninguna distribucién
de probabilidad sobre sus valores posibles. Lo aleatorio es el intervalo —sus dos extremos son
variables aleatorias, funciones de la muestra—, no el pardmetro. Este intervalo concreto, el que
tenemos delante, o contiene a 32 o no lo contiene; el 95% describe con qué frecuencia acierta el
método, no con qué probabilidad acierta esta vez.? La cobertura de los intervalos —qué fraccién de
ellos acierta realmente— es lo que comprobaremos con datos simulados en el laboratorio que sigue
a esta leccion.

Para profundizar: Wooldridge, J. M. (2020), cap. 4, seccién 4.3 (intervalos de confianza y su
relacién con los contrastes de dos colas).

(0,5 frente a 5). Al ser el mismo patrén multiplicado por una constante, el vector en desviaciones tiene la misma
direccién y una longitud diez veces mayor, y la proyeccién del ruido sobre esa direccién —y por tanto el residuo—
es idéntica. De ahi que SRC y s coincidan exactamente en ambos paneles, y que toda la diferencia recaiga sobre el
denominador del error estandar.

4La distincién no es una pedanteria: hay enfoques de la estadistica —Ilos llamados bayesianos— en los que si
tiene sentido asignar una distribucién de probabilidad a un pardmetro desconocido, y en los que existe un objeto
(el intervalo de credibilidad) del que si puede decirse “contiene a B2 con probabilidad 0,95”. Son objetos distintos,
construidos con supuestos distintos, y a veces numéricamente parecidos. El de este curso es el intervalo de confianza
clésico, y su garantia es la que se ha descrito: sobre el procedimiento.
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8 Como se lee una tabla de resultados

Toda salida de estimacion tiene, para cada regresor, las mismas cuatro columnas:

Columna Qué es A qué pregunta responde

Coeficiente Bj ide qué tamario es el efecto, en
las unidades del problema?

Desv. tipica ee(Bj) jcon cuanta precision lo hemos
medido?

Estadistico ¢ el cociente de las dos anteriores | ja cuantos errores estandar del
cero esta?

Valor p P(|tn—k| > [t]) jcudn raro seria esto si el efecto

fuese nulo?

Las dos tdltimas son derivadas: no afiaden informacion, reordenan la de las dos primeras. La
comprobacién a mano —t = coeficiente / desviacién tipica— conviene hacerla siempre.

Aviso terminoldgico: en la salida en espanol, “desviacién tipica” rotula tres cantidades distintas:
la de la variable dependiente (dispersion de los datos), la de la regresién (s) y la de cada coeficiente
(su error estandar). En inglés solo la primera es standard deviation; las otras dos son standard error.

Como se lee una tabla de resultados

Todo lo construido hasta aqui se presenta, en la practica, en forma de tabla: cuatro columnas
por regresor, mas unas pocas lineas de resumen del modelo. Conviene saber leerla despacio una
vez para poder leerla rapido siempre. Tomemos como ejemplo el panel derecho de la figura de la
transparencia anterior —el del regresor disperso—, cuya estimacion completa es esta:

‘ Regresor ‘ Coeficiente ‘ Desv. tipica ‘ Estadistico ¢ ‘ Valor p ‘
10,0343 0,9732 10,31 | 1,2-10°F
0,4993 0,0184 27,14 | 1,1-10719

constante
x

con n =12, k =2, STC = 903,40, SEC = 891,30, SRC = 12,10, s = 1,1001 y k2 = 0,9866.

La primera columna es la inica que contiene informacién sustantiva nueva: el tamano del efecto
estimado, en las unidades del problema. Aqui, Bg = 0,4993 significa que a un aumento de una
unidad de x le corresponde, en el ajuste, un aumento de 0,4993 unidades de y. Toda interpretacion
econdémica empieza —y muchas veces acaba— aqui. Es también la tinica columna cuyo valor cambia
si cambian las unidades de medida: si midiéramos x en centenares, el coeficiente se multiplicaria
por cien.

La segunda columna es el error estandar, y responde a una pregunta distinta: no cudnto vale
el efecto, sino con cuanta precisién lo hemos medido. Es la columna que se ignora con mas fre-
cuencia y la que mas falta hace: un coeficiente sin su error estandar es un ntimero sin unidades de
incertidumbre, y no se puede evaluar.

La tercera y la cuarta columnas son derivadas: se calculan a partir de las dos primeras y no
anaden ninguna informacién que no estuviera ya en ellas. El estadistico t es el cociente de la primera
entre la segunda, y el valor p es una transformacién monétona de |t| una vez fijados los grados de
libertad. Esto tiene dos consecuencias practicas. La primera es que conviene hacer la divisién a
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mano de vez en cuando: 0,4993/0,0184 = 27,14, que es el t de la tabla. Es la comprobacién més
barata que existe contra un error de lectura de columna o contra una tabla mal transcrita en un
articulo. La segunda es que, a diferencia del coeficiente, el estadistico ¢ y el valor p no cambian
si cambian las unidades de medida: el coeficiente y su error estdndar se multiplican por el mismo
factor y el cociente se conserva. Eso los hace comodos para comparar y, al mismo tiempo, inservibles
para valorar la magnitud del efecto.

Merece la pena leer también el pie de la tabla. El R? = 0,9866 dice, como sabemos desde la
leccién 8, que el ajuste explica el 98,66 % de la variacién total de y —o, equivalentemente, que el
angulo 0 es de unos 6,6°— Y s = 1,1001 es la estimacién de la desviacion tipica de la perturbacién,
expresada en las mismas unidades que y: un dato util, porque permite juzgar si el ruido es grande
o pequeno en términos del problema, algo que el R?, al ser un nimero adimensional, no dice.
Podemos comprobar aqui la identidad de la secciéon “Lectura geométrica: la razén de catetos”:
v/ (n —k)SEC/SRC = /10 - 891,30/12,10 = 27,14, que es exactamente el || de la tabla.

Queda el aviso terminolégico, que en espafiol es mas necesario que en inglés. En la salida
original de Gretl aparecen, en sitios distintos, “S.D. dependent var” (la desviacién tipica de la
variable dependiente: una dispersién de datos), “S.E. of regression” (nuestra s: una estimacién de
la desviacién tipica de la perturbacion) y la columna “Std. Error” de cada coeficiente (el error
estandar propiamente dicho: la dispersién de un estimador). Son tres cantidades conceptualmente
distintas, y la traduccién espanola tiende a rotular las tres con alguna variante de “desviacién
tipica”, de modo que la distincién entre desviacion tipica y error estdndar —que en inglés estd en
el propio nombre— se pierde. Al leer una salida en espanol conviene identificar cada una por su
posicién, no por su etiqueta.®

Una 1ltima observacién sobre los articulos y los informes ajenos. Muchos no publican las cua-
tro columnas: es habitual dar el coeficiente y, debajo, entre paréntesis, el error estindar —o, en
algunas tradiciones, el estadistico t—, con asteriscos que codifican niveles de significacién. Antes
de interpretar nada hay que averiguar qué contiene el paréntesis, porque la diferencia es enorme:
un 0,02 bajo un coeficiente de 0,5 significa una estimacién muy precisa si es un error estandar, y
una estimacién pésima si es un estadistico t. La nota al pie de la tabla lo suele decir; si no lo dice,
la divisién a mano lo resuelve.

Para profundizar: Wooldridge, J. M. (2020), cap. 4, seccién 4.6 (cémo se informan los resultados
de una regresién, y como leer las convenciones habituales de presentacion).

9 Significacién estadistica # relevancia econémica

La identidad de la seccién “Lectura geométrica: la razén de catetos” lo explica sin necesidad de
moraleja: |t| mezcla fuerza de la relacion con cantidad de evidencia.

5Hay, de hecho, una relacién bonita entre las dos primeras. La “desviacién tipica de la variable dependiente” que
imprimen los programas es 1/STC/(n — 1), es decir, ezactamente la misma férmula que s = /SRC/(n — k) evaluada
en el modelo con un dnico regresor, la constante (k = 1): en ese modelo el ajuste es el vector de medias y el residuo
es el vector en desviaciones, luego SRC = STC y n — k = n — 1. La “dispersién de los datos” es, por tanto, el caso
degenerado de la “dispersién residual” cuando el modelo no aporta nada més que la media.
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| n| R*| 0 | |t| | Veredicto al 5%
310,90 | 18,4° | 3,00 | no significativo (¢, = 12,71)
510,90 | 18,4° | 5,20 | significativo (t. = 3,18)
1002 | 0,01 | 84,3° | 3,18 | significativo (t. = 1,96)

Mismo dngulo, veredicto opuesto (filas 1y 2). Y un dngulo de 84° —casi ortogonal, R? del 1 %—
resulta significativo con mil observaciones (fila 3).

Qué mirar en su lugar: el coeficiente en las unidades del problema; el intervalo de confianza; el
R?. La significacién dice si el efecto es distinguible de cero, no si es grande.

Y tres avisos mas: “no rechazar” no es “aceptar”; el valor p no es la probabilidad de que Hy sea
cierta; nada de esto establece causalidad.

Significacién estadistica # relevancia econémica

Esta es, si tuviera que elegir una, la transparencia méas importante de la sesién, y la que tiene
més probabilidades de resultarle util fuera de este curso. Su contenido se resume en una frase:
“significativo” no quiere decir “grande”. Y lo notable es que no hace falta apelar a la prudencia ni
a la experiencia para justificarla: se lee directamente en la identidad que obtuvimos en la seccién
“Lectura geométrica: la razén de catetos”.

Recordémosla: |t| = v/n —k - /SEC/SRC. El estadistico de contraste es el producto de dos
factores que miden cosas completamente distintas. El segundo mide la fuerza de la relacion en la
muestra: el dngulo, el R?, la razén de catetos. El primero solo cuenta observaciones. Un |t| grande
puede deberse a cualquiera de los dos, y el estadistico no distingue entre ellos: con suficientes
observaciones, una relacién arbitrariamente débil produce un |t| arbitrariamente grande. Decir “el
coeficiente es significativo” es, por tanto, decir algo sobre el producto de los dos factores, no sobre
el efecto.

La tabla de la transparencia lleva esto al extremo con tres casos, calculados y no estimados a
ojo. Las dos primeras filas tienen el mismo R? de 0,90 —el mismo dngulo de 18,4°, la misma fuerza
de relacion en la muestra— y veredictos opuestos: con n = 3 el estadistico vale 3,00 frente a un valor
critico de 12,71, y no se rechaza; con n = 5 vale 5,20 frente a 3,18, y se rechaza. La tercera fila hace
el recorrido inverso: un R? del 1% —un 4ngulo de 84,3°, practicamente ortogonal, una relacién casi
inexistente— resulta significativo al 5 % en cuanto hay mil observaciones. Esta tltima situaciéon no
es una curiosidad de laboratorio: es lo que ocurre al trabajar con las bases de datos grandes que
hoy son habituales, donde casi cualquier coeficiente resulta significativo y la significacién deja, en
consecuencia, de aportar informacién.

;,Qué mirar entonces? Tres cosas, por orden. Primera: el coeficiente, en las unidades del proble-
ma, y preguntarse si su magnitud es econémicamente apreciable. Un efecto de dos céntimos sobre
el salario mensual puede ser significativisimo y no interesarle a nadie; un efecto de doscientos euros
puede no ser significativo y merecer toda la atencién —y una muestra mayor—. Esta lectura del
tamano del coeficiente es un hilo que recorrera el resto del curso: al introducir modelos con logarit-
mos y variables dicotémicas, buena parte del trabajo consistird precisamente en saber qué significa
Bj en cada caso (un cambio absoluto, un cambio porcentual, una elasticidad, un desplazamiento).
Segunda: el intervalo de confianza, que dice de una vez si el efecto es distinguible de cero y con qué
margen; el panel izquierdo de la figura de la transparencia anterior era un caso claro de resultado
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significativo pero practicamente informativo de nada. Tercera: el R?, con toda la cautela que ya le
pusimos en la leccién 8 —no es una medida de calidad del modelo, y un R? alto puede ser puramente
espurio—, pero que al menos informa de la fuerza de la relacién sin mezclarla con el tamano de la
muestra.

Los tres avisos del iltimo fragmento merecen desarrollo, porque son los errores de lectura mas
frecuentes.

“No rechazar” no es “aceptar”. Cuando el contraste no rechaza Hp: B2 = 0, lo correcto es
decir que los datos son compatibles con que B2 sea cero; no que (32 sea cero. La diferencia es la que
hay entre “no he encontrado pruebas” y “he probado que no hay nada”. Un contraste no rechaza
por dos motivos muy distintos: porque el efecto es realmente nulo, o porque no hay evidencia
suficiente para detectarlo —regresor poco disperso, muestra pequena, mucho ruido—. El intervalo
de confianza permite distinguir los dos casos: un intervalo estrecho alrededor del cero es informativo
(“si hay efecto, es pequenio”); un intervalo ancho que contiene al cero no dice casi nada. Por eso,
ante un resultado no significativo, la pregunta ttil no es “jacepto Hy?” sino “;qué anchura tiene
mi intervalo?”.

El valor p no es la probabilidad de que Hy sea cierta. Es la probabilidad de observar unos datos
al menos tan extremos como los observados suponiendo que Hy es cierta. Las dos cosas se parecen
en la redacciéon y no tienen nada que ver: la primera exigiria una distribucién de probabilidad
sobre las hipdtesis, que en este marco no existe —fs es un namero fijo, como ya discutimos con
el intervalo—. Un valor p de 0,03 no significa “hay un 3 % de probabilidad de que el regresor no
importe”. Significa: “si el regresor no importara, datos como estos aparecerian el 3% de las veces”.

Nada de esto establece causalidad. El contraste ¢ se pronuncia sobre un coeficiente de un ajuste;
de si ese coeficiente mide un efecto causal no dice, ni puede decir, absolutamente nada. Es la
misma advertencia de la leccién 9 —Ila descomposicién ortogonal no implica causalidad— y de
la leccién 8 —las correlaciones espurias cumplen la identidad de Pitdgoras con la misma fuerza
matematica que las relaciones sensatas—. Un coeficiente significativo en una relacion espuria es
igual de significativo. La significacién mide la compatibilidad de los datos con una hipdtesis sobre
un parametro; la causalidad es una cuestién ajena, que exige teoria y, sobre todo, un disefio que
permita sostenerla.

Conviene anadir un cuarto aviso, que apunta ya a las dos lecciones siguientes. Los contrastes ¢
que hemos construido son individuales: cada uno se pronuncia sobre un coeficiente, por separado. Y
en regresiéon multiple puede ocurrir que ningun coeficiente sea individualmente significativo y que,
sin embargo, los regresores en conjunto si expliquen el regresando: eso es lo que detecta el contraste
F' de la préxima leccién. Suele ser sintoma de que dos o més regresores apuntan en direcciones muy
proximas y el ajuste no puede repartir el efecto entre ellos con precisiéon —la colinealidad, a la que
dedicaremos otra leccion—. Dicho en el lenguaje de hoy: no es que falte relacién, es que a cada
regresor le queda poca longitud propia con la que medirse.

Y, para cerrar, una observacién sobre el supuesto de normalidad con el que abrimos la sesién.
En el laboratorio anterior vimos que, con n = 506, el histograma de las estimaciones parecia normal
aunque la perturbacién no lo fuera, mientras que con n = 12 la asimetria era inconfundible. Eso no
era casualidad: el teorema central del limite garantiza que, al crecer la muestra, la distribucién de
By se aproxima a la normal aunque U no sea normal. La consecuencia préctica es tranquilizadora y
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conviene conocerla: en muestras grandes, los contrastes t y los intervalos de confianza de esta leccién
siguen siendo aproximadamente vélidos sin el supuesto de normalidad. En muestras pequenas, en
cambio, ese supuesto es el que sostiene el resultado ezxacto, y si falla, el valor p que imprime el
programa puede estar bastante equivocado.

Para profundizar: Wooldridge, J. M. (2020), cap. 4, seccién 4.2f (significacién econdémica frente
a significacion estadistica: el epigrafe que méas conviene leer de todo el capitulo); y cap. 5, seccién
5.2 (normalidad asintética de MCO y validez aproximada de los contrastes en muestras grandes).

10 Recapitulaciéon y guino a las sesiones siguientes

Pieza Férmula Lectura geométrica

Error estandar s/|le— ruido por unidad de longitud del
regresor

Estadistico ¢ Bo / 66(32) Vn — kx razén de catetos

Grados de libertad | n —k dimension del subespacio donde
vive el residuo

Regién critica |t] > t. cono alrededor de la direccién
del regresor

Intervalo de confian- Bg +t.- ee(Bg) haz de pendientes compatibles

za

Un solo supuesto nuevo (normalidad); todo lo demés venia de las lecciones 8 y 11.

Leccion 13: el mismo cociente de catetos, con dos divisores en lugar de uno, es el contraste F'
—que juzga varios regresores a la vez—. En regresién simple, F' = t2.

Mads adelante: con k regresores, ee(Bj) = 5/||Zj||e, donde &; es lo que le queda de propio al
regresor j tras descontar lo que comparte con los demés. Cuando dos regresores casi se solapan, esa
longitud se acorta: colinealidad.

Recapitulacién y guino a las sesiones siguientes

Visto en conjunto, el balance de esta sesién es parecido al de la leccién 11: mucho resultado
con muy poco ingrediente nuevo. El tnico supuesto anadido ha sido la normalidad de la pertur-
bacién, y su tnico cometido ha sido dar forma a una distribucién cuyos dos primeros momentos
ya conociamos. Todo lo demds —el tridngulo, las sumas de cuadrados, el R?, la varianza de 32, la
cuasivarianza de los residuos con su divisor n — k— estaba ya sobre la mesa desde las lecciones 8
y 11.

La tabla resume las cinco piezas y su lectura geométrica. Conviene subrayar el patréon que las
recorre: todas ellas son, en el fondo, comparaciones de longitudes dentro del plano de las desvia-
ciones. El error estindar compara el ruido con la longitud del regresor; el estadistico ¢ compara
los dos catetos del triangulo; el intervalo de confianza convierte esa comparacién en un abanico de
pendientes; los grados de libertad cuentan las dimensiones disponibles para el residuo; y la regién
critica es un cono cuya abertura fija el valor critico. No hay, en toda la inferencia de esta leccion,
ningdn objeto que no pueda mirarse asi.
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Dos hilos quedan abiertos, y los dos salen de la misma identidad.

El primero apunta a la leccién siguiente. El cociente SEC/SRC que hoy ha aparecido dentro de
t2 no es propiedad del contraste t: es el cociente que compara la parte explicada con la parte no
explicada, y admite una versién mas general en la que cada una se divide por sus propios grados
de libertad. Ese cociente —SEC/(k — 1) frente a SRC/(n — k)— es el estadistico F', que permite
juzgar varios regresores a la vez en lugar de uno por uno. En el caso de hoy, con un inico regresor
no constante, k —1 = 1 y el F coincide con t?: el mismo objeto con otro nombre. La figura del
tridngulo servird, sin cambiar un trazo, para la proxima leccién.

El segundo apunta algo mas lejos. Todo lo de hoy se ha demostrado para k& = 2, con un tnico
regresor no constante, porque solo en ese caso el cateto explicado es un miltiplo del regresor. Con
mas regresores, la férmula del error estandar sigue teniendo la misma estructura —un cociente de
longitudes—, pero el denominador cambia de una manera muy instructiva: en lugar de la longitud
del regresor en desviaciones, aparece la longitud de Z;, la parte del regresor j que no se puede
reconstruir a partir de los demas regresores. Lo enunciamos aqui sin demostrarlo:

A 5

5 = 1T

La lectura es inmediata y anticipa un problema que trataremos con detalle: si el regresor j es casi
una combinacién lineal de los demas —si apunta casi en la misma direcciéon que ellos—, entonces
Z; es muy corto, el error estdndar se dispara y el coeficiente se estima con muy poca precisién. No
porque falte informacién en los datos, sino porque esa informacién no permite separar el efecto de
ese regresor del de sus companeros. Es la colinealidad, y es la traducciéon exacta, en el lenguaje de
los dngulos de este curso, de lo que en la transparencia del intervalo de confianza vimos con un solo
regresor: para medir bien el efecto de una variable hace falta que esa variable varie por su cuenta.

Para profundizar: Wooldridge, J. M. (2020), cap. 4, secciéon 4.5 (el contraste F', con el que
arranca la leccién siguiente); y cap. 3, seccién 3.4 (varianza de los estimadores MCO en regresién
multiple y el papel de la colinealidad).
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