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Leccion 13. El contraste F": significacién conjunta

Marcos Bujosa

19 de septiembre de 2026

Resumen

Hoy juzgamos varios coeficientes a la vez: japortan algo en conjunto estos regresores?, jcum-
plen esta relacién? El estadistico F' es la razén entre los dos catetos del tridngulo de la leccién
8, cada uno dividido por la dimensién del subespacio donde vive. La segunda mitad se dedica a
leerlo.

“Varios coeficientes, una hipotesis: hace falta un estadistico que mire varias direcciones a la

”»

Vez.

o (slides) — (html) — (pdf)

1 De doénde venimos: los contrastes ¢ son individuales

La leccién 12 juzga un coeficiente cada vez, t = fj/ee(f3;), y demostré (con k = 2) que 2 =

(n — k) SEC/SRC. En el laboratorio anterior, al pie de la tabla de price sobre rooms, apareci6 un
F(1,504) = 472,95 igual a t2.

Un caso real (hprice2; price sobre rooms, nox y su logaritmo 1nox):

‘ Regresor ‘ Coeficiente | Desv. tipica | Estadistico ¢ ‘ Valor p ‘

rooms 8161,84 418,34 19,51 10763
nox 404,19 2198,85 0,18 0,854
1nox -13262,2 12655,7 -1,05 0,295

iSobran nox y 1nox? Cada t, por separado, dice que si. Los dos a la vez, no. Hoy: el F' por
derecho propio, y la resolucién de este caso al final.

De dénde venimos: los contrastes ¢ son individuales

Todo el aparato de la leccién 12 —error estandar, intervalo de confianza, contraste t— se
pronuncia sobre un coeficiente cada vez. Es lo natural cuando la pregunta es “;interviene este
regresor?”, y es lo que hace la tabla de resultados fila a fila. Pero muchas preguntas econémicas no
son sobre un coeficiente, sino sobre varios a la vez: japortan algo en conjunto estos tres regresores?,
jtienen el mismo efecto estas dos variables?, json compatibles los datos con que la suma de dos
coeficientes valga uno? Ninguna de ellas se responde con una fila de la tabla, y hoy construimos la
herramienta que las responde a todas.
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Dos piezas de las sesiones anteriores hacen casi todo el trabajo. La primera es la identidad
de la leccién 12, t> = (n — k) SEC/SRC, que decia que el contraste ¢ es la razén entre los dos
catetos del tridngulo de la leccién 8, corregida por la dimensién. La segunda es una observacion del
laboratorio anterior: al pie de toda tabla de regresiéon Gretl imprime un ntmero rotulado F', y en
la regresion simple de price sobre rooms ese niimero —472,95— coincidia con t2. All{ dijimos que
el I era “el cociente entre la parte explicada y la parte residual, cada una dividida por su ntimero
de dimensiones” y que la leccién 13 lo convertiria en un contraste por derecho propio. Esa es la
leccion de hoy.

La tabla de la transparencia es el caso que da sentido a todo lo demads, y conviene mirarlo
despacio antes de saber resolverlo. Es una regresiéon con datos reales —las viviendas de hprice2
de los laboratorios— del precio mediano sobre tres regresores: el niimero de habitaciones y dos
medidas de la contaminacién del aire, la concentracién de éxidos de nitrégeno nox y su logaritmo
1nox. Los coeficientes de nox y 1nox tienen ambos un valor p muy alto: 0,854 y 0,295. Si uno lee la
tabla como ensend la leccién 12, fila a fila, concluye que ninguno de los dos interviene y que ambos
sobran. Y sin embargo, como veremos en la secciéon “Conjunto # individual”, si se quitan los dos a
la vez el ajuste empeora de forma inconfundible: la contaminacién si explica el precio. Lo que falla
no es la tabla; es leer una pregunta sobre dos coeficientes con dos respuestas sobre uno.

Una advertencia sobre el reparto de la sesién, como en la leccién 12. Las cuatro primeras
transparencias construyen el contraste F' de significaciéon conjunta y lo leen en el triangulo; la sexta
v la séptima lo generalizan a cualquier hipétesis lineal sobre los coeficientes; las tres ultimas se
dedican a interpretarlo, y son, otra vez, las de mas rendimiento préctico.

Para profundizar: Wooldridge, J. M. (2020), cap. 4, introduccién a la seccién 4.5 (por qué los
contrastes ¢ individuales no responden a hipdtesis sobre varios coeficientes).

2 La hipoétesis conjunta

Significacion conjunta: Hy: By = B3 = -+ = B = 0 (“ningln regresor aporta nada”) frente a
H; : al menos uno es distinto de cero.

Geométricamente: bajo Hy el modelo se reduce a la constante, el ajuste es el vector de medias,
Yy =7, y el cateto explicado es nulo. La pregunta es si el subespacio de los regresores acerca ¢y a y
mds de lo que el azar acercaria.

JPor qué no k — 1 contrastes t7 Cada t juzga a su regresor con los demds dentro del modelo;
“todos no significativos uno a uno” no es “todos nulos a la vez” (la tabla de la apertura). Y k — 1
veredictos al 5 % no forman un veredicto al 5 %.

Una hipétesis sobre varios coeficientes pide un estadistico que mire varias direcciones a la vez.

La hipétesis conjunta

La hipdtesis nula més frecuente sobre varios coeficientes es la de significacion conjunta: que
todos los coeficientes de los regresores no constantes sean cero a la vez, fo = --- = B = 0. En
términos del modelo poblacional de la leccion 10, Y = (11 + GoXo + --- + B X + U, dice que
ninguno de los regresores interviene: Y = 3; 1 + U, y lo mejor que puede hacerse para predecir YV



es su media. La alternativa es la negacién légica: al menos uno de esos coeficientes es distinto de
cero. Nétese lo poco que pide Hy: no dice cual ni cuantos, solo que no son todos nulos.

La traduccién geométrica es inmediata con el vocabulario de la leccién 10. El ajuste ¥y es la
proyeccion de y sobre L(1, @9, ..., xy), y el tridngulo rectdngulo de la leccién 8 —hipotenusa y — 7,
catetos Yy — Yy y e— sigue existiendo sea cual sea k, como se comprobé alli. Si Hy fuese cierta, el
modelo poblacional no contendria ningtin regresor y el ajuste que mejor lo reproduce seria el vector
de medias: el cateto explicado y — 7 “deberia” ser nulo. No lo serd exactamente, claro: aunque los
regresores no tengan nada que ver con ¥y, la proyecciéon de un vector de ruido sobre el subespacio de
los regresores en desviaciones nunca es exactamente cero, igual que en la leccién 12 la proyeccién
sobre un unico regresor no lo era. La pregunta que el contraste tiene que responder es, por tanto,
si el cateto explicado es mds largo de lo que el azar produciria cuando Hj es cierta. Es la misma
pregunta de la leccién 12, con una diferencia: alli el cateto explicado vivia en una recta (la del
regresor en desviaciones) y aqui vive en un subespacio de dimensién k& —1 (el de los k — 1 regresores
en desviaciones, leccion 10).

Conviene detenerse en por qué no basta con mirar los k — 1 contrastes ¢ de la tabla, porque
es el error de lectura mas frecuente y la tabla de la apertura lo exhibe. Hay dos razones distintas.
La primera es de contenido: cada t contrasta Hy: 3; = 0 manteniendo a los demds regresores en
el modelo. Es decir, el ¢ de nox pregunta si nox aporta algo ademds de rooms y 1lnox, y el de
lnox pregunta si aporta algo ademds de rooms y nox. Ambos pueden responder “no” —cada uno es
prescindible si el otro se queda— sin que los dos sean prescindibles a la vez. “Todos individualmente
no significativos” y “todos nulos simultdneamente” son afirmaciones distintas, y la segunda es la
que Hy formula. La segunda razoén es de probabilidad: cada contraste ¢ al 5 % tiene, bajo su hipétesis
nula, un 5% de probabilidad de rechazar por azar; si se hacen k — 1 y se rechaza Hy conjunta en
cuanto alguno rechace, la probabilidad de un rechazo espurio ya no es el 5%, sino mayor, y tanto
mayor cuantos mas regresores haya. Un contraste conjunto es un tnico contraste, con un tnico
nivel, sobre la hipdtesis que de verdad interesa.

Para profundizar: Wooldridge, J. M. (2020), cap. 4, seccién 4.5 (“Testing multiple linear res-
trictions”: el planteamiento de la hipdtesis conjunta y por qué los ¢ individuales no la contrastan).

3 El estadistico F

Los dos catetos de la leccién 8, cada uno dividido por la dimensién del subespacio donde vive
(k — 1 para el explicado, n — k para el residuo, leccién 11):

 SEC/(k—1)

F=SRe/n—h)

(el denominador es s2).

Bajo Hy, y con el ruido isétropo de la leccién 12, la longitud al cuadrado del ruido se reparte
por igual entre las dimensiones: numerador y denominador estiman los dos %, y F ~ 1. Un F
mucho mayor que 1 desmiente Hy.

Enunciado, no demostrado: bajo Hy, F' ~ Fj_1 ,—j. Se rechaza al nivel o si F' > F,, con F, el
valor que deja « en la cola derecha (una sola cola: F' compara longitudes, no tiene signo). Valor p:
P(Fy_1,n—k > F).



El estadistico F

La leccién 12 dejé el estadistico t escrito como t? = (n — k) SEC/SRC, y en su recapitulacién
anuncié que el cociente SEC/SRC admitia “una versiéon més general en la que cada una se divide
por sus propios grados de libertad”. Esa version es el estadistico F":

 SEC/(k—1)

F=SRe/tn—n)

Los dos divisores no son arbitrarios, y el curso ya conoce a los dos. El denominador, SRC/(n — k),
es la cuasivarianza de los residuos s® de la leccién 11: la suma de cuadrados del residuo dividida
por la dimensién n — k del subespacio £(X)* donde el residuo vive. El numerador hace lo mismo
con el otro cateto: SEC = ||§ — g||? es la suma de cuadrados del cateto explicado, y k — 1 es la
dimension del subespacio donde ese cateto vive —el de los regresores en desviaciones, que en la
leccién 10 vimos que tiene dimension k—1 dentro de £(1, x3, . .., xy)—. Asi que F' compara longitud
al cuadrado por dimension en los dos catetos: cuanta longitud al cuadrado “le toca” a cada una
de las k — 1 direcciones del subespacio explicado, frente a cudnta le toca a cada una de las n — k
direcciones del residuo.’

L Por qué es ese cociente, y no otro, el que sirve para contrastar Hy? La respuesta es la misma
idea de isotropia que en la leccion 12 explicaba por qué el valor critico depende de n — k, y
conviene enunciarla con cuidado, porque no vamos a demostrarla. Supongamos Hj cierta. Entonces
el modelo poblacional es Y = 511 + U: el vector de datos en desviaciones, y — Yy, no es mas
que el vector de perturbaciones centrado, y bajo los supuestos de la leccién 12 (homocedasticidad,
independencia, normalidad) ese vector es isétropo dentro de £(1)*: no privilegia ninguna direccién.
Un vector isétropo con varianza o2 por componente reparte su longitud al cuadrado por igual entre
las dimensiones. Proyectado sobre cualquier subespacio de dimensién d, la longitud al cuadrado de
su proyeccion vale, en promedio, do?.2 Aplicado a los dos catetos: bajo Hy, la longitud al cuadrado
del cateto explicado vale en promedio (k — 1)o? y la del residuo, (n — k)o?. Dividiendo cada una
por su dimensién, numerador y denominador de F estiman ambos o2, y su cociente debe rondar 1.
Si, en cambio, Hy es falsa, el cateto explicado contiene ademés la parte de y que los regresores si
explican —una longitud que no es ruido y que no se reparte con el residuo—, el numerador crece
y F' se hace grande. Un F' mucho mayor que 1 es, por tanto, evidencia contra Hy; un F' cercano a
1 (o menor) es compatible con ella.

Para convertir esta idea en un contraste con nivel de significacion hace falta saber cudnto mayor
que 1 es “mucho”, y eso exige la distribucién de F' bajo Hy. Igual que en la leccién 12 con la ¢

LCon este lenguaje, los tres divisores de la familia de productos escalares del curso —1, n y n — k— se ven
acompanados hoy por un cuarto nimero, k — 1, que no da lugar a ningtin producto escalar nuevo: es sencillamente la
dimensién del otro cateto. Todas las dimensiones que aparecen en esta leccién suman lo que deben: (k—1)+(n—k) =
n — 1, la dimensién de £(1)* (leccién 5), el plano de las desviaciones donde vive el triangulo entero.

2Es un resultado que puede demostrarse con las herramientas de la leccién 11 y no lo haremos; su versién més
elemental ya la conoce: la longitud al cuadrado de un vector de n componentes independientes con varianza o2 y
media cero vale no? en promedio, porque cada componente aporta 2. Proyectar sobre un subespacio de dimensién
d deja “d componentes” de las n, y la isotropia garantiza que da igual cuédles.

3Las palabras “en promedio” esconden el mismo abuso de notacién de la leccién 11: SEC y SRC son aqui las
férmulas de la leccién 8 evaluadas sobre la muestra aleatoria —variables aleatorias, no los niimeros de una tabla—, y
lo que se afirma es E(SEC) = (k—1)0? bajo Hy y E(SRC) = (n — k)o?. La segunda igualdad es, dicho de otro modo,
la insesgadez de s que la leccién 11 enuncié; y vale con o sin Ho, porque el residuo no cambia por que los regresores
aporten algo o no.



de Student, la enunciamos sin demostrar: bajo Hp y los supuestos de la leccion 12, el estadistico
sigue una distribucion F' de Fisher—Snedecor con k —1 y n — k grados de libertad, Fi_1 ,—j. Es
una distribucién que solo toma valores positivos, asimétrica, con la masa concentrada en torno a
1 y una cola derecha larga. Su forma depende de los dos niimeros de grados de libertad, que son,
una vez mas, las dos dimensiones del tridngulo.* La regla de decisién tiene una novedad respecto
a la leccién 12: la regién critica estd en una sola cola. Se rechaza Hy al nivel « si F' > F,, donde
F, es el valor de la Fj,_1 ,_j que deja probabilidad « a su derecha. No hay cola izquierda porque
F compara longitudes al cuadrado y no tiene signo: un F' pequeiio dice que el cateto explicado es
corto, que es precisamente lo que Hy predice, y nunca puede ser evidencia contra ella. El valor p
es, como siempre, la probabilidad de un valor al menos tan grande como el observado si Hy fuese
cierta, P(Fy_1,n— > F), y Gretl lo imprime al lado del F' al pie de cada tabla.

Para profundizar: Wooldridge, J. M. (2020), cap. 4, seccién 4.5 (el estadistico F'y su distribucién
bajo la hipétesis nula); apéndice B (distribuciones x2, t y F y la relacién t2 = Fy ).

4 Lectura geométrica: la misma figura

Figura 1: El tridngulo de las lecciones 8 y 12, sin cambiar un trazo. En verde, el vector de datos en
desviaciones (hipotenusa, longitud v/STC); en violeta, el ajuste en desviaciones (cateto explicado,
longitud vSEC), que con varios regresores ya no es multiplo de ninguno de ellos y vive en un
subespacio de dimensién k—1; en gris, el residuo (cateto residual, longitud v/SRC), en un subespacio
de dimensién n — k. El angulo @ es el de R? = cos?f. El estadistico F' compara los dos catetos,
cada uno dividido por su dimension.

n—=k SEC_n—k‘ R2 _
k—1 SRC k-1 1—-R?2°

F= funcién tnicamente del dngulo 6 y de dos dimensiones.

4Su prueba exige la distribucién x? de cada suma de cuadrados y la independencia entre ambas, el mismo aparato
que la leccion 12 decliné desarrollar para la ¢t. De hecho, la ¢t,,—; y la Fi, n— son la misma distribucién mirada de dos
maneras: si T ~ t,,_, entonces T? ~ Fy ,_x. Es la versién distribucional de F' = t* que veremos en la transparencia
siguiente.



Con k =2: F = (n—2)SEC/SRC = #2, y también F, = t2. El ejemplo de la leccién 8 (n = 5):
90/1
= 10;3 = 27 = t2; el valor critico F.(1,3) = 10,13 = 3,182

Lectura geométrica: la misma figura

La figura es la de la leccién 12, y no es una economia de medios: es que el objeto es el mismo.
Con k regresores el tridangulo rectangulo de la leccién 8 sigue existiendo —Ila lecciéon 10 lo comprobdé:
€ | y — g porque el residuo es ortogonal a todo el subespacio de los regresores y ese vector estd
en él—, y STC = SEC + SRC y R? = cos? 6 valen sin cambio. Lo tinico que cambia respecto a
la leccion 12 es una frase del pie de figura: el cateto explicado ya no es un miultiplo del regresor,
porque ahora hay k — 1 regresores en desviaciones y y — ¥ es una combinacién de todos ellos que,
en general, no estd alineada con ninguno (leccién 10). Por eso la figura de la lecciéon 12 media el
regresor bajo el eje y esta no: la recta horizontal representa aqui un subespacio de dimensién k — 1,
no una direccién.

Escribamos F' en términos del tridngulo. Sacando los divisores fuera,

_ SEC/(k—1) n—k SEC

F= — )
SRC/(n—k) k-1 SRC’

y como SEC/SRC = R?/(1 — R?) (leccién 12, dividiendo numerador y denominador por STC y
usando Pitagoras),
_n—k R?
k—1 1-R?

Es la misma estructura que la identidad de la leccién 12 con un factor distinto: alli 2 = (n —
k) R?/(1 — R?); aqui el n — k se divide ademéas por k — 1. En los dos casos el estadistico es una
funcién tinicamente del dngulo # —via R? = cos?#— y de dimensiones. Y en los dos casos vale la
misma lectura: el contraste no mide nada que el R?> no midiera ya; lo que afiade es el factor que
cuenta cuintas dimensiones respaldan ese angulo. Un R? dado es tanto més sorprendente cuantas
mas observaciones haya (n — k grande) y cuantos menos regresores se hayan usado para conseguirlo
(k — 1 pequeno). Esta segunda parte es nueva respecto a la leccién 12, y es la intuiciéon que la
practica sobre el R? ajustado ya manejé: con mas regresores es mas facil acercar 4 a y por puro

azar, porque el subespacio sobre el que se proyecta es mayor, y el F' lo descuenta dividiendo por
k—1.

El caso k = 2 cierra el circulo con la lecciéon 12. Con un tnico regresor no constante, k — 1 =1
y la férmula se reduce a F' = (n — 2) SEC/SRC, que es t2. No solo el estadistico: también el valor
critico, porque la F ,_j es la distribucién del cuadrado de una ¢,_j, de modo que F, = tz y las
dos reglas de decisiéon rechazan en los mismos casos. Es lo que el laboratorio anterior verificd sobre
hprice2 y con restrict, y lo que el ejemplo de juguete de la leccién 8 permite comprobar con
ntimeros redondos: SEC = 90, SRC = 10, n = 5, luego F = (90/1)/(10/3) = 27, el mismo t? = 27
de la leccién 12; y el valor critico al 5% de la Fj 3 es 10,13, el cuadrado del 3,18 de la 3. Se rechaza
por las dos vias, y por el mismo margen.

También la region critica se lee igual que en la leccion 12: rechazar cuando F' > F. equivale a
rechazar cuando el angulo 6 es menor que un angulo critico 8. —un cono alrededor del subespacio
de los regresores en desviaciones—, y la abertura de ese cono depende de las dos dimensiones. Con



los ntimeros de la transparencia siguiente (n = 506, k = 4), la abertura al 5% es de 82,9°: casi
todo el espacio, por la misma razén que en la lecciéon 12 —en dimension alta el azar solo produce
angulos préoximos a 90°—.

Para profundizar: Wooldridge, J. M. (2020), cap. 4, seccién 4.5, apartado “The R-squared form
of the F' statistic”.

5 El I' en una tabla de resultados

hprice2: price sobre rooms, nox y stratio (el modelo de la practica que siguié a la leccién
10).

Regresor ‘ Coeficiente ‘ Desv. tipica | Estadistico t

constante 9458,01 4371,41 2,16
rooms 7000,63 409,15 17,11
nox -1693,33 236,25 -7,17
stratio -1166,96 128,76 -9,06

n = 506, k = 4, R?> = 0,6005, SRC = 1,711 - 10'°, SEC = 2,572 - 10'°, s = 5837,8; al pie:
F(3,502) = 251,5, valor p = 1,3 - 10~%.

Reconstruccién: SEC/3 = 8,573 - 10° y SRC/502 = 3,408 - 10" = s?; cociente 251,5, frente a
F.(3,502) = 2,62 al 5%. Dice: los tres coeficientes no son cero a la vez. No dice: cudl importa, ni
cuanto.

El F en una tabla de resultados

Toda tabla de regresiéon de Gretl termina con dos lineas de resumen que, hasta hoy, habiamos
leido solo en parte: el R? y la desviacién tipica de la regresién s (leccién 12), y a su lado un
“F(k—1,n—k)” con su valor p. Ese F' es el estadistico de significacién conjunta de esta leccion:
contrasta, autométicamente y para cualquier modelo que se estime, la hipdtesis de que todos los
coeficientes de los regresores no constantes son cero a la vez. Los dos nameros entre paréntesis son
las dimensiones del triangulo.

Tomemos el modelo de la practica que siguié a la lecciéon 10, el precio mediano de la vivienda
sobre el nimero de habitaciones, la contaminacién y la ratio alumnos/profesor del distrito. Con
n =506y k = 4 (tres regresores més la constante), las dimensiones son k—1 = 3 y n—k = 502. Todo
lo que hace falta para reconstruir el F estd en la tabla o sale de ella con la leccién 8: SRC lo imprime
Gretl; STC se obtiene de R? = 1 — SRC/STC, y SEC = STC — SRC = 2,572 - 10'°. Dividiendo
cada cateto por su dimensién, el numerador vale 8,573 - 10° y el denominador 3,408 - 107, que es
5% = 5837,82, como debe. El cociente es 251,5, el F' de la tabla. Por la otra via, % . g’gggg = 251,5,
el mismo ndmero. 7

La decisién no admite duda: el valor critico de la F3 502 al 5 % es 2,62, y al 1 %, 3,82; el estadistico
observado es cien veces mayor y el valor p es del orden de 1079, Se rechaza Hj: los datos no son
compatibles con que rooms, nox y stratio tengan, a la vez, coeficiente nulo. Merece la pena leer
también la magnitud: F' = 251,5 dice que, por dimensién, el cateto explicado tiene una longitud al



cuadrado doscientas cincuenta veces mayor que la del residuo; si Hy fuese cierta esa razoén deberia
rondar 1.

Y ahora lo que el F' no dice, que es tan importante como lo que dice y que la seccién “Qué dice
y qué no dice el F'” desarrollard. Rechazar Hy: B2 = 3 = B4 = 0 es rechazar que los tres sean nulos
a la vez; es compatible con que dos de ellos lo sean. El F' conjunto no sefala a ningin regresor en
particular, ni dice nada de la magnitud de los efectos: para eso estan las columnas de la tabla y
los intervalos de confianza de la leccién 12. En este ejemplo los tres ¢ individuales son grandes y
no hay conflicto; pero la tabla de la apertura muestra que puede haberlo, y en ese caso la lectura
correcta exige entender qué mide cada estadistico.

Para profundizar: Wooldridge, J. M. (2020), cap. 4, seccién 4.5, apartado “The F statistic for
overall significance of a regression”; y seccién 4.6 (como se presentan los resultados, incluido el F').

6 Restricciones lineales: modelos anidados

Una hipoétesis lineal: ¢ ecuaciones sobre los  (excluir, igualar, fijar). Imponerla es proyectar
sobre un subespacio menor: ajuste restringido y,., con SRC, > SRC.

q direcciones liberadas i /SRC, — SRC L
\ Yy

Y, (ajuste con las ¢ restricciones)

Figura 2: El mismo tridngulo con el ajuste restringido en el papel del vector de medias. En verde,
el residuo del modelo restringido y — g, (hipotenusa, longitud /SRC,); en violeta, lo que las ¢
direcciones liberadas afiaden al ajuste, y — g, (cateto de longitud /SRC, — SRC); en gris, el residuo
del modelo completo (cateto de longitud v/SRC). El 4ngulo recto es la ortogonalidad g — y, L €,
de la que sale Pitagoras: SRC, = SRC + ||g — ¥,.||2. Con ¥, = ¥ es la figura anterior.

(SRC, —SRC)/g

F="SRcim—n) = Fu

n—k bajo Hy (conjunta: g, =g, g =k — 1).




Restricciones lineales: modelos anidados

La significaciéon conjunta es solo una de las hipétesis que pueden formularse sobre varios coefi-
cientes, y no siempre la més interesante. Una hipdtesis lineal general es un sistema de ¢ ecuaciones
lineales sobre los coeficientes del modelo poblacional. Tres ejemplos que reapareceran con nimeros
en la transparencia siguiente: excluir dos regresores a la vez, 83 = 4 = 0 (¢ = 2); excluir uno
solo, B4 = 0 (¢ = 1, el contraste ¢t de siempre); y una hipétesis que no excluye a nadie, sino que
relaciona dos coeficientes, 83 = 4 (¢ = 1). Otras, igual de naturales en economia, fijan un valor
—una elasticidad unitaria, S2 = 1— o una suma —rendimientos constantes a escala, 83 + 53 = 1,
que veremos al hablar de la funcién de produccién—.

Lo que hace tratables a todas ellas con una tdnica herramienta es una observaciéon geométri-
ca. Imponer ¢ restricciones lineales sobre los coeficientes equivale a exigir que el ajuste sea una
combinacién lineal de los regresores de un tipo particular. El conjunto de esas combinaciones es
un subespacio menor que £(1,xa,...,x;), contenido en él, con ¢ dimensiones menos.® El ajuste
restringido y, es la proyecciéon de y sobre ese subespacio menor —lo que Gretl calcula al esti-
mar, por ejemplo, el modelo sin nox ni stratio a la vez—, y su suma de cuadrados residual,
SRC, = |ly — 9,|?, es necesariamente mayor o igual que la del modelo completo: proyectar sobre
un subespacio mas pequeno nunca acerca mas. Es la misma propiedad mecénica que la lecciéon 8
anuncié como “R? nunca empeora al afiadir regresores” y que la practica del R? ajustado hizo
explicita: quitar regresores nunca reduce SRC.

La pregunta del contraste es, entonces, cudnto ha subido SRC al imponer las restricciones. Si
Hj es cierta, el modelo restringido es el verdadero y la subida SRC, —SRC es solo la parte del ruido
que las ¢ direcciones liberadas recogian por azar. Si Hy es falsa, las restricciones le quitan al ajuste
algo que si explicaba y, y la subida es grande. Para medirla hace falta el tinico resultado que hoy
si demostramos:

Proposicion (Pitagoras anidado). Los dos ajustes cumplen y — gy, L €, y por tanto

SRC, = SRC + ||g — 9,/

Demostracion. El ajuste restringido g, es una combinacién lineal de los regresores (una de
un tipo particular, pero combinacién al fin), luego pertenece a L£(1,x2,...,x); vy ¥y también. Su
diferencia esta, por tanto, en ese subespacio, y el residuo del modelo completo es ortogonal a todo
él (leccién 10: €éX = 0). Asi que y — g, L €. Ahora escribimos el residuo restringido como suma de
dos vectores ortogonales:

yilgr:(:/y\i:/y\r)+(y7g):(gigr)+é\

Aplicando el teorema de Pitagoras de la leccion 3, ||y — 4,2 = |1 — 4,||? + ||€]|?, que es la igualdad
anunciada. Wl

Esta proposicion es la de la leccién 8 (STC = SEC + SRC) con el vector de medias sustituido
por el ajuste restringido, y la figura de la transparencia es la de la leccién 8 con esa sustitucién:

®Con B3 = B4 = 0, el subespacio restringido es £(1,x2): hemos perdido dos generadores. Con 83 = fa, es
L(1,x2,x3 + x4): la combinacién Ssxs + Baxs con B3 = P4 es P3(xs + x4), asi que los dos regresores se funden en
uno y se pierde una dimensién. Las restricciones que fijan un valor, como 82 = 1, dan un conjunto que no pasa por el
origen (un subespacio trasladado por x2); el argumento que sigue vale igual, porque lo tnico que usa es que los dos
ajustes estan en £(X).
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hipotenusa y — y,., catetos y — y, y €. La subida de la suma de cuadrados residual es la longitud
al cuadrado del cateto que las ¢ direcciones liberadas anaden al ajuste, y ese cateto vive en un
subespacio de dimension ¢. Con esto, el estadistico se construye igual que el de significacién conjunta
—cada cateto dividido por su dimensién—:

(SRC, — SRO)/a _ |l — . 1/a
SRC/(n — k) 52 ’

F:

La misma isotropia de la secciéon “El estadistico F'” hace que, bajo Hp, numerador y denominador
estimen ambos ¢2. Su distribucién bajo Hy, que enunciamos sin demostrar, es la Fy n—k, y laregla
es la de siempre: rechazar si F' > F.. La significacién conjunta es el caso particular en que el
subespacio restringido es £(1): entonces gy, = y, SRC, = STC, la subida es SEC y ¢ = k — 1. Todo
lo dicho en las transparencias anteriores era, sin saberlo, este caso.

Es til retener el nombre que suele darse a esta construccién: los dos modelos estan anidados, el
restringido dentro del completo, y el F' compara el ajuste del pequeno con el del grande. Cualquier
par de modelos anidados —cualquier hipodtesis lineal— se contrasta con la misma receta: estimar
los dos, leer las dos sumas de cuadrados residuales, contar ¢ y n — k.

Para profundizar: Wooldridge, J. M. (2020), cap. 4, seccién 4.5 (“Testing exclusion restrictions”
y “Testing general linear restrictions”); y seccién 4.4 (contraste de una tnica combinacién lineal de
coeficientes, el caso ¢ = 1).

7 Tres restricciones sobre hprice2

Modelo completo: price sobre rooms, nox y stratio (SRC = 1,711 - 10 n — k = 502, 52 =
3,408 - 107). En Gretl: menti Contrastes -> Restricciones lineales o el comando restrict
del laboratorio anterior.

| Ho | ¢ | SRC, —SRC | F | F,al 5% | Veredicto |
Buox = Bstratio = 0 | 2 4,985-10° | 73,1 3,01 | se rechaza (p = 10~%%)
Bstratio = 0 1 2,799 - 109 82,1 3,86 | se rechaza; 82,1 = (—9,06)2
Prox = Pstratio 1 1,213-10% | 3,56 3,86 | no se rechaza (p = 0,060)

La segunda fila es el contraste ¢ de la tabla, al cuadrado. La tercera no es de exclusiéon: el
modelo restringido regresa price sobre rooms y la suma nox 4+ stratio —otro subespacio, no
menos regresores—.

Tres restricciones sobre hprice2

Los tres contrastes de la tabla se hacen sobre el mismo modelo completo de la seccién “El F
en una tabla de resultados”, de modo que el denominador es siempre el mismo: SRC/(n — k) =
s2 = 3,408 - 107. Lo que cambia de fila a fila es el numerador, es decir, el modelo restringido que se
compara.

Primera fila: dos exclusiones a la vez, Hy : Bnox = Bstratio = 0. El modelo restringido es la
regresion simple de price sobre rooms que arrastramos desde el laboratorio que siguié a la leccién
8, con SRC, = 2,209 -10'°. La subida al quitar los dos regresores es 4,985 - 10°, que repartida entre
q = 2 dimensiones y dividida por s? da F = 73,1, frente a un valor critico F,(2,502) = 3,01. Se
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rechaza sin discusién: la contaminaciéon y la ratio alumnos/profesor anaden, juntas, mucho mas de
lo que dos direcciones de puro azar anadirian. Es la respuesta a la pregunta “;sobran estas dos
variables?”, que ningun ¢ individual formula.

Sequnda fila: una exclusion, Hy: Bstratio = 0. Ahora el modelo restringido es price sobre rooms
y nox, con SRC, = 1,991 - 10'%; la subida es 2,799 -10°, ¢ = 1, y F' = 82,1. Compérese con la tabla
de la seccién “El F en una tabla de resultados”: el ¢ de stratio era —9,06, y (—9,06)% = 82,1. Es la
identidad F' = t? con ¢ = 1, ahora en un modelo con varios regresores: el contraste ¢ de un coeficiente
es el contraste F' de una unica restriccién de exclusion, y el valor critico Fi.(1,502) = 3,86 es el
cuadrado del t. = 1,96 de la leccién 12. Gretl lo confirma si se le pide la restriccién con restrict
o desde el menti: devuelve un F(1,502) idéntico al ¢2, con el mismo valor p.

Tercera fila: una igualdad, Ho: Brox = Bstratio (“una unidad méas de contaminacién cuesta lo
mismo que un alumno més por profesor”). Esta hipdtesis no excluye a nadie, y por eso conviene
detenerse en cudl es su modelo restringido. Bajo Hy, la combinacion SBhox@nox + BstratioLstratio S€
convierte en Byox (Tnox +Tstratio): 10s dos regresores se funden en uno, la suma, y el modelo restringido
es la regresién de price sobre rooms y nox + stratio. Su SRC, es 1,723-10'°, apenas por encima
del completo: la subida es 1,213 - 108 y F' = 3,56, ligeramente por debajo del valor critico 3,86. No
se rechaza al 5%, con un valor p de 0,060 que conviene informar tal cual: los datos son compatibles
con que los dos efectos sean iguales, aunque por poco, y la leccién 12 ya advirtié que “no rechazar”
no es “aceptar”. Lo instructivo de esta fila es que muestra que imponer una restriccién es cambiar
de subespacio, no necesariamente recortar regresores: el subespacio £(1, Z;o0oms;, nox + Tstratio) tiene
una dimensién menos que el completo, pero no se obtiene quitando ninguna columna de X.°

En Gretl, las tres filas se obtienen sin estimar a mano el modelo restringido: en la ventana del
modelo completo, el meni Contrastes -> Restricciones lineales (o el bloque restrict que
el laboratorio anterior usé con b[2]=0) acepta cualquier sistema de ecuaciones lineales sobre los
coeficientes y devuelve el F' con sus dos grados de libertad y su valor p. Un laboratorio posterior lo
aplicara con varias restricciones a la vez y comprobard, estimando los dos modelos, que el F' que
imprime es el cociente de sumas de cuadrados de esta leccion.

Para profundizar: Wooldridge, J. M. (2020), cap. 4, seccién 4.4 (contrastar 5; = f}, como un
t con la covarianza de los estimadores, y por qué la via del modelo restringido es mas cémoda);
manual de Gretl, comando restrict.

8 Conjunto # individual: el caso de la apertura

‘ Modelo (price sobre rooms y ...) ‘ t de nox ‘ t de 1nox ‘ R? ‘ F' de excluir ambos ‘
.. NOX -7,43 0,5352
.. 1nox -7,51 | 0,5361
.. nox y lnox 0,18 -1,05 | 0,5362 | F'(2,502) = 28,2 (F. = 3,01)

Pnox,Inox = 0,994: los dos regresores apuntan casi en la misma direccién. Cada uno solo es muy

5Con la férmula matricial de la leccién 11 para la varianza de B, este contraste puede hacerse también como
un t: el estadistico es (Bnox — Bstratio) dividido por el error estandar de esa diferencia, que involucra la covarianza
C’ov[@,uox7 Bstratio | X] de fuera de la diagonal. Su cuadrado es el F' de la tabla; la via de las sumas de cuadrados evita
tener que calcular esa covarianza.
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significativo; juntos, el ajuste no puede repartir el efecto entre ellos: a cada uno le queda muy poca
longitud propia (leccién 12), su error estandar se dispara y su ¢ se hunde. Pero el subespacio que
generan juntos si acerca gy a y, y el F lo ve.

Un F' conjunto alto con ¢ individuales nulos es la firma de la colinealidad (leccién 14). La
conclusion correcta no es “sobran los dos”, sino “no se puede separar cudl de los dos”.

Conjunto # individual: el caso de la apertura

Volvamos a la tabla con la que abrimos la sesiéon, ahora con la herramienta para leerla. Las
tres filas de la transparencia son tres regresiones del precio mediano de la vivienda: sobre rooms
y la concentracién de 6xidos de nitrégeno nox; sobre rooms y el logaritmo de esa concentracion,
lnox; y sobre rooms y las dos medidas a la vez. Las dos primeras dicen lo mismo con claridad: la
contaminacién reduce el precio, con un ¢t de —7,4 o —7,5 y un R? de 0,535 o 0,536. Da casi igual
medirla en niveles o en logaritmos, y es facil ver por qué: la correlacién entre nox y 1nox es 0,994; en
el lenguaje de la leccién 5, sus vectores en desviaciones forman un dangulo de unos 6°, practicamente
la misma direccion.

La tercera fila es la que desconcierta si se lee fila a fila. Con las dos medidas en el modelo, el ¢t de
nox cae a 0,18 y el de 1nox a —1,05; los valores p son 0,854 y 0,295, y la lectura ingenua de la leccién
12 concluirfa que ninguna de las dos interviene. Pero el R? apenas ha cambiado —0,5362— y, sobre
todo, el F' de excluir las dos a la vez vale 28,2 frente a un critico de 3,01: quitar la contaminacién
del modelo, en cualquiera de sus dos formas, empeora el ajuste de manera inconfundible. Las dos
variables juntas son claramente significativas; cada una, en presencia de la otra, no lo es.

No hay contradiccion, y la leccién 12 ya dio la clave en su recapitulaciéon: con varios regresores,
el error estdndar de Bj es 5/||&;||e, donde &; es lo que le queda de propio al regresor j tras descontar
lo que comparte con los demdas. Cuando nox y 1nox estan los dos en el modelo, casi todo lo que
tiene cada uno lo comparte con el otro. La parte propia de cada uno es un vector cortisimo, el
error estandar de cada coeficiente se dispara y el ¢ se hunde: compéarense las desviaciones tipicas
de la tabla de la apertura, 2198,85 y 12655,7, con los 236 que tenia nox sola en la seccién “El F
en una tabla de resultados”. El contraste ¢ de nox pregunta si nox aporta algo que lnoz no aporte
ya, v la respuesta honesta es que casi nada; y lo mismo al revés. Pero esa es una pregunta sobre la
direccion propia de cada regresor, no sobre el subespacio que generan entre los dos. Ese subespacio
—un plano dentro de E(l)L— si contiene una direccién en la que y se proyecta con fuerza, y el F'
de excluir ambas mide eso: cudnto se alarga el residuo si se suprime el plano entero. Por eso el F
es enorme mientras los dos ¢ son nulos.

Esta situacion tiene nombre, colinealidad, y le dedicaremos la lecciéon 14. Lo que conviene retener
hoy es la lectura correcta de la tabla, porque el error contrario es muy frecuente en informes y
articulos: ante dos regresores con t pequeiios, eliminar los dos “porque no son significativos”. El
contraste conjunto dice que eso es un error: lo que los datos no permiten es separar el efecto de
uno del efecto del otro, no negar que haya efecto. La respuesta razonable es quedarse con uno de
los dos —cualquiera de las dos primeras filas es un modelo excelente— o, si la pregunta econémica
exige distinguirlos, reconocer que estos datos no lo permiten. Es la misma moraleja de la leccién 12
con un solo regresor —para medir un efecto hace falta que la variable varie— trasladada a varios:
para medir el efecto de cada uno hace falta que cada uno varie por su cuenta.
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Para profundizar: Wooldridge, J. M. (2020), cap. 4, seccién 4.5, apartado “Relationship between
F and t statistics” (el ejemplo en que ningtn ¢ es significativo y el F si lo es); y cap. 3, seccién 3.4,
apartado sobre multicolinealidad.

9 Qué dice y qué no dice el F

F = % : % mezcla, como el ¢, fuerza de la relacion (el dangulo) con cantidad de evidencia
(las dimensiones). Con k = 4:

‘ n ‘ R? ‘ 0 ‘ F ‘ Veredicto al 5% ‘
6| 0,90 | 18,4° | 6,00 | no significativo (F. = 19,16)
10 | 0,90 | 18,4° | 18,00 | significativo (F, = 4,76)
1003 | 0,01 | 84,3° | 3,36 | significativo (F, = 2,61)

El F del pie de la tabla contrasta la hipdtesis menos interesante (que nada explique nada) y
con muestras grandes se rechaza casi siempre. Los F' que informan nacen de una pregunta: jsobran
estas dos variables?, ;jtienen el mismo efecto?, jes la elasticidad unitaria?

Doce viviendas: F(3,8) = 9,55 > 4,07, significativo... con stratio a ¢ = —0,10 e intervalos
enormes. Un F' no dice cudl regresor ni cuanto: mire los coeficientes y sus intervalos. Y nada de
esto establece causalidad.

Qué dice y qué no dice el F

iy .s _ n—k R2
Todo lo que la leccién 12 dijo sobre la lectura del ¢ vale para el I, y la forma F' = =5 - 1"

lo hace evidente sin necesidad de moraleja: el estadistico es el producto de un factor que mide la
fuerza de la relacién en la muestra —el dngulo, el R>— y otro que solo cuenta dimensiones. La
tabla de la transparencia repite, con k = 4, el experimento de la lecciéon 12. Las dos primeras filas
tienen el mismo R? de 0,90, el mismo dngulo de 18,4°, y veredictos opuestos: con n = 6 hay solo
n — k = 2 dimensiones para el residuo, el valor critico de la F32 es 19,16 y un F' de 6 no basta; con
n = 10 el critico baja a 4,76 y F' = 18 rechaza con holgura. La tercera fila hace el camino inverso:
un R? del 1% —un 4dngulo de 84°, casi ortogonalidad— resulta conjuntamente significativo con mil
observaciones. Comparese con la tabla andloga de la leccion 12: con k = 2 bastaban n = 5 para
que R? = 0,90 fuese significativo; con k = 4 hacen falta més, porque el mismo R? conseguido con
tres regresores en vez de uno es menos sorprendente —hay mas direcciones sobre las que el azar
puede proyectar—. Es el descuento por k — 1 del numerador, y es la misma idea que motivé el R?
ajustado.

Hay una segunda advertencia, propia del F'y que la leccién 12 no necesitaba. El F' que Gretl
imprime al pie de cada tabla contrasta la significacién conjunta de todos los regresores: la hipdtesis
de que ninguno de ellos tenga nada que ver con el regresando. En la practica es la hipétesis menos
interesante que cabe formular, porque nadie estima un modelo con regresores elegidos al azar; y con
muestras grandes se rechaza casi sin excepcion, como muestra la tercera fila de la tabla. Que ese F’
sea enorme no es una virtud del modelo, y que sea pequeno en una muestra grande es una senal muy
seria. Los contrastes F' que de verdad informan son los de la transparencia “Tres restricciones sobre
hprice2”: nacen de una pregunta concreta —;sobran estas dos variables?, ;tienen el mismo efecto?,
ivale uno la elasticidad?, json constantes los rendimientos a escala?— y su respuesta cambia algo.
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El F automatico conviene mirarlo una vez y no volver sobre él.

La tercera advertencia es la que el laboratorio anterior ilustré con doce viviendas para el ¢, y
que vale igual para el F. Con la misma submuestra aleatoria de doce viviendas y el modelo de
rooms, nox y stratio, el F'(3,8) de significacién conjunta vale 9,55 frente a un critico de 4,07: se
rechaza H, los tres regresores no son nulos a la vez. Y sin embargo el ¢ de stratio es —0,10, el de
nox apenas —2,6 y los intervalos de confianza de los tres coeficientes son enormes. El F' significativo
dice que algo del subespacio de los regresores explica el precio; no dice qué, ni cudnto, ni con qué
precision. Como en la leccion 12, lo que informa es el coeficiente en las unidades del problema y su
intervalo, y un F' —como un t— solo dice si la evidencia contra una hipotesis es distinguible del
azar. Un F no significativo tampoco es la prueba de que las restricciones sean ciertas: es la ausencia
de evidencia en su contra, y con pocas observaciones esa ausencia es barata.

Y, como siempre, nada de esto establece causalidad. Un F' conjunto significativo dice que la
proyeccién de y sobre el subespacio de los regresores es mas larga de lo que el azar produciria; de si
alguno de esos regresores causa el regresando no dice nada, por las mismas razones de las lecciones
8, 9 y 12. Las correlaciones espurias producen F' enormes con la misma facilidad que ¢ enormes.

Para profundizar: Wooldridge, J. M. (2020), cap. 4, seccién 4.2f (significacién econémica frente
a estadistica, que se aplica sin cambios al F') y seccién 4.5, apartado sobre el valor p del contraste
F.

10 Recapitulacion y guino a las sesiones siguientes

Pieza Férmula Lectura geométrica

F de significacion Sgg /gz:?) = 2—:’“ il f; razon de catetos, cada uno por

conjunta su dimensiéon

F' de g restricciones % el mismo tridngulo, con y, en
el papel de y

Casog=1 F=tF. =t el contraste ¢t es un F' de una
restriccion

Grados de libertad E—1(oq)yn—k dimensiones de los dos catetos

Region critica F > F. (una cola) cono alrededor del subespacio
de los regresores

Un tnico ingrediente nuevo: dividir cada cateto por su dimensién. Demostrado: Pitagoras ani-
dado y F = t?. Enunciado: la distribucién Fyn—k.

Leccion 14: colinealidad. La longitud propia ||Z;||c de cada regresor y el factor de inflacion de
la varianza explican con nimeros el caso de nox y 1nox. En un laboratorio posterior: restrict con
varias restricciones a la vez, y la distribuciéon del F' bajo Hg con datos simulados.

Recapitulaciéon y guifio a las sesiones siguientes

El balance de la sesién es, otra vez, mucho resultado con muy poco ingrediente nuevo. Todo el
aparato —el tridngulo, las sumas de cuadrados, el R?, la cuasivarianza s2, la isotropia del ruido bajo
normalidad— estaba ya sobre la mesa desde las lecciones 8, 11 y 12. Lo tnico que hoy hemos anadido
es una idea: comparar los dos catetos por dimension, dividiendo cada suma de cuadrados por el
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nimero de direcciones del subespacio donde vive. Con ella, el contraste ¢ de la lecciéon 12 resulta
ser el caso de una sola direccion, y el contraste de cualquier hipdtesis lineal sobre los coeficientes
—excluir, igualar, fijar— se reduce a una Unica receta: estimar el modelo con y sin la hipétesis, leer
las dos sumas de cuadrados residuales y contar dimensiones.

La tabla resume las piezas. Conviene subrayar, como en la leccién 12, lo que se ha demostrado
y lo que no. Se ha demostrado, con material del propio curso, el Pitdgoras anidado —que la subida
de la suma de cuadrados residual al imponer restricciones es la longitud al cuadrado de un cateto
ortogonal al residuo— y las identidades F' = Z—:lf T f‘;g y F' = t2. Se ha enunciado sin demostrar,
igual que la t de Student en la leccién 12, la distribucién Fy ,,—j del estadistico bajo Hp, y la
afirmacion que la sostiene: que un ruido isétropo reparte su longitud al cuadrado por igual entre

las dimensiones. La parte geométrica es rigurosa; la parte probabilistica, enunciada.

Quedan dos hilos abiertos. El primero es el caso de nox y 1lnox, que hoy hemos sabido leer
pero no medir. La leccién 12 enuncié que con varios regresores ee(ﬁj) = 5/||Zj]|e, con &; la parte
propia del regresor j; hoy hemos visto qué pasa cuando esa parte propia es casi nula: el ¢ individual
se hunde mientras el conjunto sigue siendo significativo. La lecciéon 14 pondra ntmeros a ||Z;||,
mostrara que se calcula con una regresion auxiliar de x; sobre los demds regresores, y de ahi saldra
el factor de inflacion de la varianza, la medida habitual de cudnto encarece la colinealidad cada
error estandar. El segundo hilo es de laboratorio. En una practica posterior se aplicard restrict
con varias restricciones simultaneas sobre datos reales, comprobando estimacién a estimacién que el
F' de Gretl es el cociente de sumas de cuadrados de hoy. Y se simulard, con el loop del laboratorio
que siguid a la lecciéon 11, la distribucién del F' bajo una Hy cierta: los histogramas mostraran que
ronda 1 y que la cola derecha es la que Gretl tabula.

Para profundizar: Wooldridge, J. M. (2020), cap. 4, seccién 4.5 (resumen del contraste F'); cap.
3, seccién 3.4, apartado “Multicollinearity” (con el que arranca la leccién siguiente).
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